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SUR  LES 


INTÉGRALES  PARTICULIÈRES 

DES 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  H 


[Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1774-) 


Dans  un  Mémoire  de  feu  M.  Clairaut,  imprimé  parmi  ceux  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1734,  on  trouve  cette  remarque 
singulière,  qu'il  y  a  des  équations  différentielles  qu'on  peut  intégrer  par 
la  différentiation,  et  que  les  intégrales  trouvées  de  la  sorte  ne  sont  jamais 
comprises  dans  les  intégrales  complètes  que  donnent  les  règles  ordinaires 
de  l'intégration,  quoique  d'ailleurs  ces  mêmes  intégrales  satisfassent  aux 
équations  différentielles  proposées  et  résolvent  très-bien  les  Problèmes 
géométriques  qui  conduisent  à  ces  équations  {voyez  les  Mémoires  de  1  "]'il\, 
pages  209  et  suivantes). 

M.  Euler  a  mis  ensuite  ces  deux  espèces  de  paradoxes  dans  un  plus 
grand  jour,  et  il  les  a  confirmés  par  différents  Exemples  tirés  de  la  Géo- 
métrie; c'est  le  sujet  d'un  Mémoire  donné  à  cette  Académie  et  imprimé 
dans  le  volume  de  1756  sous  le  titre  à' Exposition  de  quelques  paradoxes 
dans  le  Calcul  intégral.  Ce  grand  Géomètre  avait  aussi  déjà  remarqué, 

(*)  Ce  Mémoire  a  été  lu  dans  les  Assemblées  du  12  octobre  et  du  g  novembre  1775. 
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dans  sa  Mécanique,  qu'il  y  a  souvent  des  solutions  particulières  qui  échap- 
pent à  la  solution  générale,  et  il  avait  même  donné  une  formule  pour 
trouver  ces  solutions  particulières  dans  un  grand  nombre  de  cas  [voyez 
Mechanica,  tome  II,  Articles  268 ,  303,  335);  mais  ni  M.  Clairaut  ni 
M.  Euler  n'avaient  encore  cherché  les  moyens  de  reconnaître  à  priori  si 
une  équation  finie  qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  donnée  est 
comprise  ou  non  dans  l'intégrale  complète  de  cette  équation  différen- 
tielle, sans  connaître  cette  intégrale. 

Ce  Problème,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  Théorie  du  Calcul 
intégral,  a  depuis  été  résolu  par  M.  Euler  dans  le  premier  volume  de  son 
Calcul  intégral.  M.  d'Alembert  s'en  est  occupé  aussi  et  en  a  rendu  la  so- 
lution plus  rigoureuse  et  plus  générale  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris,  année  1 769  [voyez  pages  84  et  suivantes) .  On  trouve 
de  plus  quelques  principes  généraux  sur  le  même  sujet  dans  les  Ouvrages 
de  M.  le  Marquis  de  Condorcet  [voyez  son  Calcul  intégral,  page  67,  les 
Mémoires  de  Turin,  tome  IV,  pages  7  et  suivantes).  Enfin  je  viens  de  lire 
un  Mémoire  sur  les  solutions  particulières  des  équations  différentielles,  que 
M.  de  Laplace  a  donné  depuis  peu  à  l'Académie  des  Sciences,  et  qui  doit 
paraître  dans  le  volume  de  1772,  mais  dont  l'Auteur  a  bien  voulu  m'en- 
voyer  d'avance  un  exemplaire  imprimé.  Dans  ce  Mémoire,  M.  de  Laplace 
perfectionne  et  étend  plus  loin  la  théorie  déjà  connue  des  solutions  par- 
ticulières, et,  ce  que  personne  n'avait  encore  fait,  il  donne  des  méthodes 
pour  trouver  directement  toutes  les  solutions  particulières  qui  peuvent 
satisfaire  à  une  équation  différentielle  donnée,  et  qui  ne  seraient  point 
comprises  dans  la  solution  générale  de  cette  équation. 

Cette  lecture  a  réveillé  d'anciennes  idées  que  j'avais  sur  la  même  ma- 
tière et  a  occasionné  les  recherches  suivantes,  dans  lesquelles  je  me  flatte 
de  pouvoir  présenter  aux-Géomètres  une  Théorie  nouvelle  et  complète  sur 
le  point  d'Analyse  dont  il  s'agit. 
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Article  Ier.  —  Des  intégrales  particulières  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  h  deux  variables,  et  de  la  manière 
de  les  déduire  des  intégrales  complètes. 

1.  J'entends,  en  général,  par  intégrale  complète  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  une  équation  finie  qui  satisfait  à  cette  équa- 
tion différentielle  et  qui  renferme  une  constante  arbitraire;  si  l'on  donne 
à  cette  constante  une  valeur  déterminée,  l'intégrale  devient  alors  incom- 
plète, parce  qu'elle  ne  renferme  plus  de  constante  arbitraire;  mais  elle 
sera  toujours  comprise  dans  l'intégrale  complète.  Les  intégrales  particu- 
lières dont  nous  allons  traiter  ici  sont  celles  qui,  ne  renfermant  point  de 
constante  arbitraire,  ne  sont  pas  non  plus  comprises  dans  l'intégrale 
complète,  et  par  conséquent  échappent  à  la  méthode  ordinaire  d'inté- 
gration. Par  exemple,  l'intégrale  complète  de  l'équation 


x  dx  -+-  y  dy  =  dy  \Jx2  -+-  y2  —  b2 
est 

\jx2  -r-y2  —  b*  =  y  -i-  a, 

ou  bien 

x2  —  2  ay  —  ci1  —  b2  =  o, 

a  étant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  donnait  à  a  une  valeur  déter- 
minée quelconque,  comme  si  l'on  faisait  a  =  3b,  on  aurait 

x2  —  6  by  —  10  b2  =  o, 

qui  serait  une  intégrale  incomplète;  mais  l'équation  précédente,  malgré 
la  constante  arbitraire  a,  n'est  pas  la  seule  équation  finie  qui  satisfasse 
à  l'équation  différentielle  proposée;  car  il  est  aisé  de  voir  que  l'équation 

x2  -Y-  y2  —  b2  —  o 

y  satisfait  aussi,  équation  qu'on  voit  bien  n'être  pas  comprise  dans  celle- 
là,  puisque  l'une  est  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  b,  et  l'autre  est  à  une 
parabole  ayant  ia  pour  paramètre. 
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L'équation 

x-  -+-  y2  —  b-  =  o 

sera  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle 


x  dx  -t-  ydy  =  dy  \j  x2  -t-  y1  —  b"  ; 

on  trouvera  de  même  que  l'équation 

x2  -t-  y2  —  b2  =  o 
est  l'intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle 


ydx  —  x  dy  —  b  y  dx2  -+-  dy2, 

dont  l'intégrale  complète  est 

y  —  ax  —  b  y'  i  -4-  «- , 

a  étant  la  constante  arbitraire.  11  en  est  de  même  d'une  infinité  d'autres 
équations  différentielles  qui  admettent  des  intégrales  particulières,  les- 
quelles ne  sauraient  être  comprises  dans  les  intégrales  complètes  de  ces 
équations. 

2.  Après  nous  être  assurés  à  posteriori  de  l'existence  des  intégrales 
particulières,  cherchons  maintenant  à  priori,  et  d'après  les  seuls  prin- 
cipes du  Calcul  intégral,  quelle  est  l'origine  de  ces  sortes  d'intégrales. 

Pour  considérer  les  choses  d'une  manière  générale,  soit 


une  équation  différentielle  quelconque,  Z  étant  une  fonction  de  se,  y  et 

dy 

de  -t-;  supposons  que  l'intégrale  complète  de  cette  équation  soit 

V  =  o, 

V  étant  une  fonction  de  x,  y  et  d'une  constante  arbitraire  a  qui  n'entre 
point  dans  la  fonction  Z,  et  voyons  comment  cette  équation  V  =  o  satis- 
fait à  l'équation  différentielle  Z  =  o. 
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L'équation  V  =  o,  étant  différentiée,  donne  celle-ci 

dy  =  p  dx,     ou  bien     -j-  =  p, 

où  />est  une  fonction  finie  de  a;,  jeta;  puis  donc  que  ces  deux  équations 

dy 

v=°    et    Tx-v  =  ° 

ont  lieu  en  même  temps,  on  peut  en  éliminer  la  quantité  a,  et  l'on  aura 

une  équation  entre  x,  y  et  —  où  a  n'entrera  plus,  et  qui  aura  donc  lieu 

en  même  temps  que  l'équation  finie  V=  o;  ce  sera  donc  nécessairement 
l'équation  Z  =  o. 

D'où  l'on  peut  conclure  que,  si  V  =  o  est  l'intégrale  complète  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  Z  =  o,  celle-ci  ne  peut  être 
autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constante  arbitraire  a, 
à  l'aide  des  deux  équations  V  =  o  et  dy  =  pdx. 

Ainsi,  l'équation  finie 

x2  —  2  ay  —  ai  —  b2  =  o 

donne  par  la  différentiation 

dy x 

dx        a  ' 

éliminant  a,  on  aura 

dy x 

— y  ■+■  \/x2  ■+■  T~  —  b' 
ce  qui  se  réduit  à 

x  dx  -+-  y  dy  =  dy  y/  x2  -+-  y2  —  b'  ; 

par  conséquent,  l'équation  ci-dessus  sera  l'intégrale  complète  de  cette 
équation  différentielle,  a  étant  la  constante  arbitraire  (1). 

3.  Maintenant,  puisque  l'équation  différentielle  Z  =  o  résulte  des 
deux  équations  V  =  oet  j-  =p,  en  éliminant  la  constante  a,  il  est  vi- 

IV.  2 
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sible  que  l'on  aura  toujours  la  même  équation  Z  =  o,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  la  quantité  a  qu'on  doit  éliminer;  ainsi,  quand  même  cette 
quantité  ne  serait  pas  constante,  comme  on  l'a  supposé  jusqu'ici,  il  est 
clair  que  l'équation  finie  V  =  o  satisfera  toujours  à  l'équation  différen- 
tielle Z  =o,  pourvu  que,  par  la  différentiation  de  l'équation  V  =  o,  on 
ait  également,  dans  le  cas  de  a  variable,  dy  =pdx.  Or,  en  faisant  varier 
dans  l'équation  V  =  o  les  quantités  x,y  et  a  à  la  fois,  il  est  clair  qu'on 
aura  cette  équation  différentielle 

dy  =  p  dx  ■+■  q  da, 

p  et  q  étant  des  fonctions  de  x,yeta;  et  l'on  voit  que,  pour  que  cette 
équation  se  réduise  à  ay  =  pdx,  comme  dans  le  cas  de  a  constante,  il 
n'y  a  qu'à  supposer  la  quantité  q  égale  à  zéro.  Faisant  donc 


on  aura  une  équation  par  laquelle  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  a 
en  a;  et  j,  et  cette  valeur  de  a  étant  ensuite  substituée  dans  l'équation 
finie  V  =  o,  cette  équation  satisfera  encore  à  l'équation  différentielle 
Z  =  o,  et  en  sera  une  intégrale  particulière. 

4.  Comme  en  faisant  varier  à  la  fois  les  quantités  x,  y  et  a  dans 

l'équation  V  =  o  on  a 

dy  =  p  dx  -+-  q  da, 

on  aura,  en  faisant  varier  seulement  y  et  a, 

dy  =  q  da, 

et  par  conséquent 

dy 
?  =  ^; 

donc  si  V  =  o  est  l'intégrale  complète  d'une  équation  différentielle  du 

premier  ordre  Z  =  o,  et  que  a  soit  la  constante  arbitraire  introduite  par 

l'intégration;  qu'on  fasse  varier  dans  l'équation  V  =  o, y  et  a,  et  qu'on 

dy 
suppose  ensuite  -4-  =  o;  qu'on  détermine  a  par  le  moyen  de  cette  équa- 
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tion,  et  qu'on  substitue  sa  valeur  dans  l'intégrale  complète  Y  =  o,  ou 
bien,  ce  qui  revient  au  même,  qu'on  élimine  a  par  le  moyen  des  deux 

équations  -j- =  o  et  V  =  o,  on  aura  une  intégrale  particulière  de  la 
même  équation  différentielle  Z  =  o.  Si  l'équation  j^  =  °  renferme  la 

quantité  a  mêlée  avec  les  variables  x  et  y,  alors  la  valeur  de  a  tirée  de 
cette  équation  sera  une  fonction  des  mêmes  variables;  par  conséquent 
l'intégrale  particulière,  qui  résultera  de  la  substitution  de  cette  valeur 
de  a  dans  l'équation  V  =  o,  sera  nécessairement  différente  de  l'intégrale 
complète  V  =  o,  dans  laquelle  a  est  supposée  constante. 

Mais  il  peut  arriver,  ou  que  l'équation  j-=o  ne  renferme  que  la 

quantité  a  avec  des  constantes,  mais  sans  x  ni  y,  ou  que  cette  équation 
ne  renferme  que  x  et  y  sans  a.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  a  sera 
nécessairement  constante;  ainsi  il  n'y  aura  point  alors  d'intégrale  parti- 
culière proprement  dite. 

Dans  le  second  cas,  l'équation  -j-  —  o  sera  elle-même  une  intégrale 

de  la  proposée;  mais,  pour  pouvoir  juger  si  c'est  une  intégrale  parti- 
culière ou  non,  il  faudra  combiner  cette  équation  avec  l'équation  V  =  o 
en  éliminant  x  ou  y,  et  voir  si  la  résultante  donne  a  variable  ou  con- 
stante. S'il  arrivait  que  la  valeur  de  a  demeurât  indéterminée  ou  =-> 
ce  serait  une  marque  que  l'équation  -r-  =  o  est  un  facteur  de  l'équa- 
tion V  =  o,  indépendant  de  la  constante  arbitraire  a,  et  par  conséquent 
étranger  à  l'équation  différentielle  Z  =  o. 

Au  reste,  si  l'équation  -j-  —  o  avait  des  facteurs,  il  faudrait  appliquer 
à  chacune  des  équations  qui  en  résulteraient  ce  que  nous  venons  de  dire 
en  général  sur  l'équation  -j-  =  o. 

5.  Si,  au  lieu  de  faire  varier  y  et  a  dans  l'équation  V  =  o,  on  y  fait 

dx 
varier  x  et  a,  et  qu  on  suppose  ~  =  o,  cette  équation,  traitée  comme 
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l'équation  y-  =  o,  servira  aussi  à  déterminer  les  intégrales  particulières 

de  la  même  équation  différentielle  Z  =  o;  ce  qui  est  aisé  à  démontrer 
par  les  mêmes  principes  que  nous  avons  établis  ci-dessus.  L'équation 

dx 

-£-  =  o  donnera  le  plus  souvent  les  mêmes  résultats  que  l'équation 

~=  o;  mais  il  y  a  des  cas  où  ces  équations  donnent  des  résultats  diffé- 
rents; il  faudra  donc  avoir  égard  à  ces  deux  équations,  pour  pouvoir 
trouver  toutes  les  intégrales  particulières  de  l'équation  Z  =  o,  et  il  est 
facile  de  démontrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  combinaisons  possibles  qui 
puissent  fournir  des  intégrales  de  cette  espèce  non  comprises  dans  l'in- 
tégrale complète  V  =  o. 

6.  Pour  éclaircir  la  théorie  précédente  par  quelques  exemples,  je 
prends  d'abord  l'équation  différentielle 


x  dx  ■+-  ydy  =  dy  Jx2  -hy*  —  b3 , 
dont  nous  avons  déjà  vu  que  l'intégrale  complète  est 
x2 —  lay  —  a*  —  62=  o, 

où  a  est  la  constante  arbitraire.  Faisant  donc  varier  d'abord  y  et  a,  on 

aura 

dy a-\-y 


da 

a 

et  faisant 

varier  x  et 

a, 

on 

a 

dx 
da 

a+r. 

X        ' 

les  deux  équations 

da         ' 

dx 
da 

donnent  également 

«+/=o,     d'où     a  = — y; 

ce  qui  étant  substitué  dans  l'intégrale  complète,  on  a 

x2  -+-  y2  —  62=  o, 
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intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  proposée,  et  la  seule 
qui  ait  lieu. 

Soit  ensuite  l'équation  différentielle 


ydx  —  xdy=b  \Jdx"-  •+-  dy2 , 
dont  l'intégrale  complète  est 

y  —  ax  —  b  \j  i  -+-  a1  =  o . 
En  faisant  varier  y  et  a,  on  en  lire 


donc 


dy  ba 

•'    zzz  X  -+-  —  - 

da  Ji-+-a2" 


ba  ,  .  ba 

=  o,     ou  bien     x  : 


\/l-\-a?  y/l-t-rt2 

et  combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  on  aura 

b__ 

donc 

x2  -+-  y*  =  b2, 

intégrale  particulière  de  la  proposée.  Si  l'on  faisait  varier  x  et  a,  on 

aurait 

dx  x  b 

da~       a       JT+TP' 

de  sorte  que  l'équation  -j-  =  o  donnera  le  même  résultat  que  l'équa- 
tion -j-  =o;  et  qu'ainsi  il  n'y  aura  d'autre  intégrale  particulière  possible 

que  celle  qu'on  a  trouvée. 

Soit  de  plus  l'équation  différentielle 


ydx  —  x  dy-  -+■  bdy=  \jcl  ( dx2  -+■  dy  2).—  b2dx2, 
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dont  on  trouve  que  l'intégrale  complète  est 


y  —  a  (se  —  b  )  =  \/ c2  ( i  -l-  a' )  —  b* , 


a  étant  la  constante  arbitraire. 
Faisant  donc  varier  v  et  a,  on  aura 


donc 


par  conséquent 

x  —  b  =  — 

y/c2(i  -+-  a2)  —  62 

et  combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  on  aura 

c2  -  IP 


dy                .                   c- a 
-j-  —  se  —  b  H — 

aa                        <Jc*(i-ha2) 

-62 

,                   c7  a 

\/c-(i  -h  a-)  —  bz 

,                        c'a 
.r.  —  A  — 

v/c2(H-a2)  — 62 

de  sorte  qu'on  aura,  en  éliminant  a, 

(x  —  b)-  y* 

c-  c2  —  b7         ' 

intégrale  particulière  de  la  proposée,  et  qui  n'est  point  comprise  dans 
l'intégrale  complète. 

Si  l'on  fait  varier  x  et  a,  on  aura 

dx x  —  b  c2 

da  ~       ~~â  ^(i  +  a2)— T^' 

et  l'équation  -r-  redonnera  le  même  résultat  que  nous  venons  de  trouver 

d'après  l'équation  ~  =  o.  Ainsi  la  proposée  n'admet  point  d'autre  inté- 
grale particulière  que  la  précédente.  Voyez  au  reste,  sur  l'intégration  de 
ces  deux  équations,  les  nos  17  et  19  ci-après. 
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Considérons  enfin  l'équation  différentielle  séparée 

dx dy 

dans  laquelle 

X  =  A  -f-  Bx  -+-  Cx-  -f-  Dx3  -+-  Ex*, 

Y  ==TX  4-  Bj  -+-  Cy2  -+-  Dj3  -+-  Ey<  ; 

l'intégrale  complète  de  cette  équation  est,  comme  j'ai   fait   voir  ail- 
leurs (*), 

V'X+  y  Y  =  [x—y)  \ja-\-\], 

où  a  est  la  constante  arbitraire,  et 

U  =  Df x  -+- y)  -+-  E  [x  4- y)1. 

Faisant  d'abord  varier  y  et  a,  et  ensuite  a;  et  a  à  la  fois,  et  supposant, 
pour  plus  de  simplicité, 

dX  _  d\  _  <W  _  dV  _  v, 

dx  dy  '      dx         dy 


on  aura 

rfy-_                          {x—y)JY 

da       Y'~Ja-hU  —  [\]'{x  —  :r)  +  2(a+U)]v'Y 

rfx                         (#  —  y)fà- 

da  _XV«+TJ—  [U'(a?  —  j)  +  2(fl  +  U)]v/X 

Les  équations  -.-  =  o  et  ^-==o  donnent  d'abord  la  même  équation 

ar—  j  =  o, 

laquelle,  ne  contenant  point  la  quantité  a,  peut  être  ou  n'être  pas  une 
intégrale  particulière.  Pour  pouvoir  en  juger,  je  reprends  l'intégrale 
complète,  et  j'en  tire 

aJ^  +  ^'-U, 
{x—yf 

(*)  OEwrcs  de  Lagrange,  t.  II,  p.  17. 
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où  l'on  voit  qu'en  faisant  x=y,  a  devient  =00  ;  par  conséquent,  l'é- 
quation ir  —  y  =  o  n'est  point  une  intégrale  particulière,  mais  un  cas 
rie  l'intégrale  complète. 

Rejetant  donc  le  facteur  x  —  y,  l'équation  ~-  =  o  donne  encore  Y  =  o; 


mais,  comme  le  dénominateur  de  la  fraction  se  réduit  alors  à  Y'\/a  +  U, 
qui  devient  aussi  nul  lorsque  Y'  est  en  même  temps  égal  à  zéro,  il  s'en- 
suit que  l'équation  Y  =  o  peut  être  une  intégrale  particulière,  pourvu 

que  Y'  ne  soit  pas  à  la  fois  égal  à  zéro.  De  même,  l'équation  ~r-  =  o  don- 
nera X  =  o,  pourvu  que  X'  ne  soit  pas  en  même  temps  égal  à  zéro.  Or  il 
est  clair,  par  l'expression  de  a  trouvée  ci-dessus,  que  la  valeur  de  a  ne 
devient  point  constante  par  la  supposition  de  Y  =  o,  ni  par  celle  de  X  =  o. 
Donc  on  peut  conclure  que  les  équations  Y  =  o  et  X  =  o  seront  deux 
intégrales  particulières  de  la  proposée,  pourvu  que  l'on  n'ait  pas  en 
même  temps  Y'  =  o  et  X'  =  o;  ainsi  donc  les  intégrales  particulières  de 
l'équation  dont  il  s'agit  seront  toutes  comprises  sous  cette  forme 

x  =  u    ou    y  =  u, 

en  prenant  pour  u  une  des  racines  simples  quelconques  de  l'équation 

A  +'B«  +  C((!  +  Db'  +  E«(  =  o. 
Si  l'équation  proposée  était 

dx        dy  _ 

l'intégrale  complète  serait 

v/X  —  \j Y  =  {x  —  f)  v'F+Û ; 

d'où  l'on  tirerait  les  mêmes  valeurs  de  -j-  et  y-  que  ci-dessus,  à  l'excep- 
tion que  dans  la  première  le  radical  y/Y  y  serait  avec  un  signe  différent. 
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On  aurait  donc  d'abord  l'équation 

x  —  y  —  o  ; 
mais  comme  la  valeur  de  a,  qui  dans  ce  cas  est 

'y/X-y/Y' 


^  — r 


u, 


devient,  par  la  supposition  de  a?  =_y,  égale  à  -•  il  s'ensuit  que  l'équation 
x  —  y  =  o  doit  être  rejetée  comme  étrangère  a  l'équation  différentielle 

dx  dy 

7x  +  7?  _  °' 

quoiqu'elle  soit  contenue  (4)  dans  l'intégrale 

v/X  —  v/Y  =  (■»  -  r)  v/w+TÎ . 

Ensuite  on  trouvera,  comme  plus  haut,  les  intégrales  particulières 

x  =  u     ou     y  =  u, 

u  étant  une  des  racines  simples  de  l'équation 

A  -+-  B  «  -i-  C  u1  -  h  1)  u3  h-  E  «<*  =  o. 

7.  On  voit  donc  par  ce  que  nous  venons  de  démontrer  comment,  lors- 
qu'on a  trouvé  l'intégrale  complète  d'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  on  en  peut  aisément  déduire  les  intégrales  particulières  qui 
satisfont  à  la  même  équation;  on  voit  aussi  que  si  ces  intégrales  particu- 
lières ne  sont  pas  comprises  dans  l'intégrale  complète,  ce  n'est  nullement 
une  imperfection  du  Calcul  intégral,  comme.on  pourrait  le  croire,  faute 
de  donner  à  ce  Calcul  toute  la  généralité  dont  il  est  susceptible.  Ainsi 
l'on  doit  regarder  la  théorie  que  nous  venons  de  donner,  moins  comme 
une  exception  que  comme  un  supplément  nécessaire  à  la  règle  générale 
du  Calcul  intégral. 

IV.  3 
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Article  II.  —  De  l'étendue  des  intégrales  particulières  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  et  de  la  manière  de 
trouver  ces  intégrales  sans  connaître  les  intégrales  complètes. 

8.   L'équation  finie 

V=o, 

dans  laquelle  V  est  une  fonction  des  variables  x,  y  et  d'une  arbitraire  a, 
donne  par  la  différentiation,  et  en  faisant  varier  à  la  fois  x,  y  et  a, 

dy  =  pdx  -+-  qda, 

p,  q  étant  des  fonctions  finies  de  x,  y  et  a\  différentiant  p  et  substituant 
pour  dy  sa  valeur,  on  aura 

dp  =  p'dx  -+-  q'da, 
et  différentiant  de  même/?',  on  aura 

dp'  =  p" dx  -+-  q"da, 

et  ainsi  de  suite.  Maintenant  si  l'on  regarde  a  comme  constante,  on  a 

pour  le  premier  ordre 

dy  =  p  dx; 

et  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre,  telle  que 

Z  =  o, 

à  laquelle  satisfera  l'équation  finie  V  =  o,  la  constante  a  demeurant  arbi- 
traire, sera  nécessairement  produite  par  la  combinaison  des  deux  équa- 
tions 

xr  dT 

V=°-      dx=P' 


de  manière  que  a  s'évanouisse. 
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En  regardant  toujours  a  comme  constante,  on  a 

-£—P    et    dp  =  p'dx\ 

donc  (en  prenant  dx  pour  constante) 

d'y  , 

d^=P> 

et  toute  équation  différentielle  du  second  ordre,  telle  que 

Z'=o, 

à  laquelle  satisfera  l'équation  finie 

.  V  =  o, 

la  constante  a  demeurant  arbitraire,  sera  nécessairement  formée  par  la 
combinaison  des  équations 

y  _     iz  —     élz  —  y 

'    '      dx       "'      dx'        ' 

en  sorte  que  a  disparaisse. 

En  continuant  ainsi,  dans  l'hypothèse  de  a  constante,  on  aura 

dp'  =  p"dx, 

par  conséquent 

d3y  „ 

,  ~dxT  ~P  ' 

et  toute  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  telle  que 

Z"  =  o, 
à  laquelle  satisfera  l'équation  finie 

V  =  o, 
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a  demeurant  arbitraire,  sera  formée  par  la  combinaison  des  équations 

_  dy  _  d-y ,       d3y „ 

'      dx       "'      dx-        "'      dx3        " 

de  manière  que  a  disparaisse;  et  ainsi  de  suite. 

9.  Voyons  maintenant  dans  quels  cas  l'équation  V  =  o  pourra  satis- 
faire aux  mêmes  équations 

Z  =  o,     Z'=o,     Z"  =  o, ..., 

en  supposant  que  a  soit  une  quantité  variable. 

Et  d'abord  il  est  clair  que  cela  aura  lieu  pour  l'équation  du  premier 

ordre  Z  =  o,  si  q  =  o;  parce  qu'alors  on  aura  également  -j-  =p,  comme 

dans  le  cas  de  a  constante.  De  là  naissent  les  intégrales  particulières, 

ainsi  que  nous  l'avons  vu  dans  l'Article  précédent. 

Pour  l'équation  du  second  ordre  Z'=o,  il  faudra  que  l'on  ait  de  plus 

d2y 
q'  =  o,  afin  que  l'on  ait  aussi  -j^  —  p',  comme  dans  l'hypothèse  de  a 

constante. 

De  même  pour  l'équation  du  troisième  ordre  Z"  =  o,  il  faudra  que  l'on 

ait  encore  q"  =  o  pour  que  la  valeur  de  -p-3  soit  également  —p";  et  ainsi 
de  suite. 

Donc,  en  général,  l'équation  finie  V  =  o  sera  une  intégrale  particu- 
lière de  l'équation  du  premier  ordre  Z  =  o,  si  a  est  une  quantité  telle, 
que  l'on  ait  q  =  o.  Elle  sera  une  intégrale  particulière  de  l'équation  du 
second  ordre  Z'  =  o,  si  l'on  a  à  la  fois  q  =  o  et  q'  =  o.  Elle  sera  une  in- 
tégrale particulière  de  l'équation  du  troisième  ordre  Z"=  o,  si  l'on  a  en 
même  temps  q  =  o,  q' ■=  o,  q"  =  o;  et  ainsi  de  suite. 

10.  En  regardant/  comme  une  fonction  de  a;  et  a  donnée  par  l'équa- 
tion V  =  o,  on  a,  suivant  la  notation  reçue  (8  ), 

dy  dy 

"       dx '     "       da  ' 
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ensuite 

dp         ,       dp         „_dp'       n„_dp_ 

donc 

_  rfr      ,  .    dy      ,,._  d'r  t  ... 

q~  da       q  ~~  dxda       H        dx'da 

Ainsi  l'on  aura  pour  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  la 
condition 

da 


pour  celles  du  second  ordre  les  deux  conditions' 


dy  _  d\r 

~dâ  ~~    '     dxda 


pour  celles  du  troisième  ordre  les  trois  conditions 

dr_       d*r  =0      d*r  _p. 

et  ainsi  de  suite. 

Et  comme  on  peut  échanger  y  en  x,  en  regardant  x  comme  une  fonc- 
tion de  y  et  a,  on  aura  de  même  {dy  étant  pris  pour  constante) 


da 


dx 

pour  le  premier  ordre, 

dx  _  d2x    _ 

da  —    '     dfda 

pour  le  second  ordre, 

dx  d-x  d3x 


da       °'     dyda         '     dy2dc 
pour  le  troisième  ordre;  et  ainsi  de  suite. 


=  o 
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11.  De  là  il  s'ensuit  que  si  Z'=o  est  une  équation  différentielle  du 
second  ordre  dont  l'intégrale  aux  premières  différences  soit  l'équation 
différentielle  Z  ==  o ,  l'intégrale  particulière  de  cette  dernière,  trouvée 
d'après  la  condition  de 

dr  dx 

-^-  =  O         OU  -r-    =  O, 

da  da 

ne  satisfera  pas,  en  général,  à  l'équation  proposée  Z'  =  o,  à  moins  que 
l'on  n'ait  à  la  fois 


dr 

d'r 

dx 

d-x 

da 

dxda 

ou 

da          ' 

dyda 

De  même,  si  Z"  =  o  est  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre, 
dont  l'intégrale  aux  premières  différences  soit  l'équation  Z  =  o,  l'inté- 
grale particulière  de  cette  dernière  équation,  déduite  de  la  condition 


dr  dx 

-f-  =  o     ou      -7- 
da  da 


ne  satisfera  pas  à  la  proposée  Z"  =  o,  à  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois 


dy d-y  d3y 


da  '      dxda  dx'da 

ou  bien 

dx  d-x  di  x 


da  dyda  dy-da 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général,  si  dans  la  solution  d'un  Problème  on  a  été  conduit 
directement  à  une  équation  différentielle  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
mier, et  qu'on  ait  déjà  ramené  cette  équation  au  premier  ordre  à  l'aide 
d'une  ou  de  plusieurs  intégrations,  l'intégrale  particulière  de  cette  équa- 
tion du  premier  ordre  ne  résoudra  pas  le  Problème,  à  moins  que  toutes 
les  conditions  relatives  à  l'ordre  de  l'équation  différentielle  primitive  ne 
se  trouvent  remplies. 

Mais,  si  l'équation  primitive  du  Problème  n'est  que  du  premier  ordre, 
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l'intégrale  particulière  de  cette  équation  résoudra  la  question  tout  aussi 
bien  que  l'intégrale  complète. 

12.  L'équation 

xd'y  —  dydx  =  o 

a  pour  intégrale  complète  du  premier  ordre 


x (Ix  -+-  ydy  —  dy  \jx2  -t-  y2  —  b7  =  o  ; 

et  celle-ci  a  pour  intégrale  complète  finie 

x'2  —  lay  —  ci1  —  b'  =  o, 

d'où  l'on  tire 

dy a  -t-  y 

da  —  a 

ce  qui,  étant  fait  égal  à  zéro,  donne,  pour  l'intégrale  particulière, 

a  -+-  y  =  o,     d'où     a  =  —  ) ; 

et  par  conséquent 

x-  -t-  y7  —  b'1  =  o, 

comme  on  l'a  déjà  vu  (6). 

Maintenant,  pour  que  cette  intégrale  particulière  satisfasse  aussi  à 
l'équation  différentio-diflerentielle,  il  faudra  que  l'on  ait  en  même  temps 

dy a         d'ly    

da         '  dxda 

ditférentiant  donc  la  valeur  trouvée  de  -j-->  on  aura 

da 

'■y  î  dy- 


dx da  a  dx-1 
mais  de  l'équation 

x 2  —  a  ay  —  a-  —  b-  =  o 

on  tire 

dy       x  d"-y 

-f-  =  -f-  :      donc  -j—  JT-  =  - 

dx        a  dxda 
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ce  qui  ne  peut  pas  être  égal  à  zéro,  en  général.  D'où  il  faut  conclure  que, 

quoique  l'équation 

x2  -{-  y2  —  b2  =  o 

satisfasse  à  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 


xdx  ■+-  ydy dy  \J  x2  -+-  y2  —  b2  =  o, 

elle  ne  satisfera  cependant  pas  à  l'équation  différentio-différentielle 

x  d2y  —  dydx  =  o, 
qui  en  est  dérivée.  En  effet,  on  trouve 


dy —  x  d'y —  b2 

(b2  —  x2)7 


dx        J'b2 •»*''       dx 


ce  qui,  comme  l'on  voit,  ne  satisfait  pas  à  l'équation  dont  il  s'agit. 
Prenons  maintenant  l'équation  différentio-différentielle 

(d2y)2-\-  ^xd'ydx2  —  ^dydx3  =  o, 
dont  l'intégrale  du  premier  ordre  est 

x2 dx  -+-  dy  =  {b3  —  x3  —  3^*)3 dx, 
laquelle  a  pour  intégrale  complète 


a}  —  b3 
y  —  a2x  -+-  ax7  H x —  =  o. 


On  aura  donc 

dy 
da 


2 ax  —  x"-  —  a2  =  —  (  a  —  x)2; 


ce  qui,  étant  fait  égal  à  zéro,  donne  a  —  x  =  o,  par  conséquent  a  =  x,  et 

x3  —  b3 

r+— 3—  =  ° 

pour  l'intégrale  particulière.  Pour  que  cette  intégrale  satisfasse  donc  aussi 
à  l'équation  différentio-différentielle,  il  faudra  que   .    \    =  i{a  —  x)  soit 
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nul  en  même  temps;  ce  qui  est  en  effet;  donc,  etc.  On  peut  s'assurer  à 
posteriori  que  l'équation 


r=- 


satisfait  à  la  proposée;  car  on  a 

dr  d2r 

-T-  =  —  x'1     et     -r4  =  —  ix; 

dx  dx2 

ce  qui  étant  substitué  dans  les  termes 

{d2y)2-\-  ^xd2y  dx2  —  ^dydx3, 

tout  se  détruit  de  soi-même. 

13.  S'il  arrivait  que  l'on  eût  en  même  temps 
dr  d2r  div 

— —  =  O, —  =  O, —  :=  O 

da  dxda  dx2da 

ou  bien 

dx  d2  x  dsx 


da  '     dy  da  dy2da 

et  ainsi  de  suite  à  l'infini;- alors  l'intégrale  particulière  satisferait  non- 
seulement  à  l'équation  différentielle  du  premier  ordre,  mais  aussi  à 
toutes  les  équations  différentielles  des  ordres  ultérieurs  qui  en  seraient 
dérivées.  Cette  intégrale  aurait  donc  les  mêmes  propriétés  que  l'intégrale 
complète;  et  nous  allons  prouver  qu'elle  sera  alors  effectivement  com- 
prise dans  celle-ci;  de  sorte  qu'elle  cessera  d'être  une  intégrale  particu- 
lière, et  devra  être  rangée  dans  la  classe  des  intégrales  incomplètes.  En 
effet,  puisqu'en  regardant  la  quantité  y  comme  une  fonction  de  a;  et  de  a 
donnée  par  l'équation  V=  o,  on  a 

dr  d2y  d3y  ,,,.„. 

-^-=0,      -= — ^—  =  o,      -, — f—  =  o, .  .  .  a  i  infini, 
da  da  dx  da  dx2 

il  est  visible  que  la  quantité  -j-  ne  doit  pas  contenir  x,  et  ne  peut  être, 
IV.  i 
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par  conséquent,  qu'une  fonction  de  a  mêlée  avec  des  constantes.  Ainsi, 

l'équation  ~  =  o  donnera  a  égal  à  une  constante;  donc,  etc.  Ce  sera' 

la  même  chose  si,  en  regardant  x  comme  une  fonction  de  y  et  de  «,  on 
a  en  même  temps 

dx  d- x  d3x  ,,,.„. 

-7—  =  o,     —, — ;—  =  o,     -; — =— „  =  o, .  .  .  a  I  infini. 
da  clady  dady1 

14.  Cette  considération  nous  conduit  à  une  méthode  directe  pour 
trouver  l'intégrale  particulière  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  sans  en  connaître  l'intégrale  complète.  Soit  Z  =  o  l'équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  dont  on  cherche  l'intégrale  particulière,  et 

dont  l'intégrale  complète  est  V  =  o,  Z  étant  une  fonction  de  oc,  y,  ~,  et 

V  une  fonction  de  x,  y  et  de  l'arbitraire  a.  Puisque  l'équation  Z  =  o  est 

indépendante  de  la  quantité  a,  il  s'ensuit  qu'on  aura  également  -3—  =  0, 

en  regardant  y  comme  une  fonction  de  x  et  a,  ou  x  comme  une  fonction 

de  y  et  a,  donnée  par  l'équation  V  =  o;  et  pour  avoir  la  valeur  de  -3—  il 

faudra  différentiel'  Z  en  faisant  varier  y  seul  dans  le  premier  cas,  ou  x  seul 
dans  le  second. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'équation  Z  =  o  ne  renferme 
point  de  fonctions  transcendantes,  et  imaginons,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible et  ne  change  point  la  nature  de  l'équation,  qu'elle  soit  délivrée  des 
fractions  et  des  radicaux,  en  sorte  que  Z  soit  une  fonction  entière  et  ra- 
tionnelle de  x,  y  et  -n-;  on  aura,  en  général,  par  la  différentiation, 
dx  °  v 

dZ=kdi?  _i_  Bdr  +  Cdx, 
dx  J 

A,  B  et  C  étant  aussi  des  fonctions  rationnelles  et  entières  des  mêmes 
quantités;  donc,  en  regardant/  comme  une  fonction  de  x  et  a,  on  aura 

d.'L  d2y        ^dr 

a  a  dx  da  da 
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dr 

or  dans  le  cas  de  l'intégrale  particulière  ona-f  =  o;  donc,  puisque  B 
ne  peut  devenir  infini  étant  une  fonction  sans  dénominateur,  le  terme 
B-p  deviendra  nul,  et  il  faudra  qu'on  ait 


A    d'y    _Q- 

dx  cl  a 


donc,  si    .    .    n'est  pas  nul,  il  faudra  que  A  =  o. 

•     d a  y  d'y 

Si    ,   •,    =o  en  même  temps  que  -f-  =  o,  l'équation 

.     d2r  dy 

dx  cla  da 

aura  lieu  d'elle-même;  mais  en  prenant  la  différentielle  de  cette  équa- 
tion, x  ety  variant  à  la  fois  et  a  demeurant  constante,  j'aurai 

A   d3T     ,    Idk    |  B\    d>y    [  m  dT  =  o. 
dx2da        \dx  J  dxda        dx  da 

dy*         d 2  y 
or  on  a  -j-  et   ,    \    nuls  à  la  fois  par  l'hypothèse;  donc,  puisque  les  coef- 
ficients de  ces  quantités  ne  sauraient  devenir  infinis,  étant  des  fonctions 
sans  dénominateur,  l'équation  précédente  se  réduira  à 

A .d*r  _„ 


dx-  da 


d3y 
laquelle,  si    ,  ;  ,    n'est  pas  nul,  donne  de  nouveau  A  =  o. 

d3r 
Si    ,  ,j    est  nul  aussi,  on  trouvera,  par  une  nouvelle  différentialion, 
dx2da  r 

que  l'on  aura  nécessairement  A  =  o,  à  moins  que    ,  /,    ne  soit  nul;  et 

ainsi  de  suite  a  l'infini. 

Mais  nous  avons  vu  ci-dessus  que  pour  que  l'équation  c-~  =  o  donne 

une  intégrale  particulière,  il  faut  que  les  quantités 

d'y        d3r        >.,.„. 

a  1  infini 


dx  da        dx2  da 

4- 
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ne  soient  pas  toutes  nulles  à  la  fois;  donc  il  faudra  que  quelqu'une  de 
ces  quantités  ne  soit  pas  nulle;  par  conséquent  il  faudra  nécessairement 
qu'on  ait 

A  =  o. 

Or  l'équation  différentielle  proposée  Z  =  o  donne  par  la  différentiation 
dZ  =  A.d  -j — \-~Rdy-\-Cdx  =  o; 

donc,  puisque  dans  le  cas  de  l'intégrale  particulière  A  doit  être  nul,  cette 
équation  se  réduira  à 

dy 
Rf/>  +  Cdx  =  o,     ou  bien     B-^ — hC=o, 

laquelle  devra  s'accorder  avec  l'équation  A  =  o,  après  avoir  chassé  la 
valeur  de  -j-,  au  moyen  de  l'équation  proposée  Z  ==  o. 


J5.  Donc,  puisque  la  valeur  de  y4  tiree  c'e  l'équation  différentielle 
Z  =  o  au  moyen  de  la  différentiation  est  exprimée,  en  général,  par 

B^  +  C 

dx 


il  s'ensuit  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  que  cette  valeur  deviendra 

égale  à  -  dans  le  cas  de  l'intégrale  particulière  tirée  de  la  condition 
o  o  or 

— -  =  o;  et  l'on  prouvera  de  même  que  la  condition  -r-  =  o  rendra  la 

valeur  de  -r—  égale  à  -,  en  prenant  ici  dy  pour  constante  au  lieu  de  dx. 
dy2     D  o        r  J  l 

Et  quoique  la  démonstration  précédente  soit  fondée  sur  l'hypothèse 

que  l'équation  proposée  ne  renferme  aucune  fonction  transcendante,  il 

n'est  cependant  pas  difficile  de  se  convaincre  que  la  même  conclusion 

aura  lieu  quelles  que  soient  la  nature  et  la  forme  de  cette  équation. 
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16.  En  supposant  que  l'équation  différentielle  proposée  Z  =  o  donne 
par  la  différentiation 

dZ  =  kd  ^  -+-  Bdy  -t-  Cdx  =  o, 
dx 

s'il  arrive  que  les  deux  termes  Bdy  -t-  Cdx  se  détruisent  d'eux-mêmes, 
on  aura 

.   ,dr  ,  , dr       o 

Ad  -j-  =  o,     et  par  conséquent     d  -.-  =  — -, 

i  .  i  i>  t  i'  r.-        d2f       °     *  fcx       o 

de  sorte  que  dans  ce  cas  1  une  et  1  autre  condition  -~-  =  -  et  -, —  =  - 

1  dx'       o        a  y2       o 

sera  remplie  par  la  condition  unique  A  =  o;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  élimi- 
ner la  quantité  ~  au  moyen  des  deux  équations  A  =  o  et  Z  =  o ,  et 

l'équation  résultante  entre  x  et  y  sera  l'intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée. Quant  à  l'intégrale  complète,  elle  est  facile  à  déduire  de  l'équation 

*  / dr 
kd  -~-  =o; 
dx 


car  cette  équation,  lorsque  A  n'est  point  nul,  donne 

d'Y  d'Y 

d-4-  =  o,     et  par  conséquent     -j-  =  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  cette 
valeur  de  -j-  dans  l'équation  donnée  Z  =  o,  et  l'on  aura  l'intégrale  com- 
plète où  a  sera  la  constante  arbitraire. 

Voyons  maintenant  quels  sont  les  cas  où  l'on  aura 

Bdy -h  Cdx  =  o. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  fais  -~-  =/?,  en  sorte  que  Z  soit  une  fonction 
de  x,  y,  p,  dont  la  différentielle  dZ  =  kdp  -+-  Bdy  ■+-  Cdx;  puis  donc 
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que  Bdy.-h  Cdx  =  o,  on  aura 

donc 

dZ  =  À  dp  -+-  B  (  dy  —  p  ûfo?  )  =  o  ; 

donc 

dy  —  pdx  -\ =1-  =  o. 


et intégrant 


y  —  px  +  /  ( -^  -h  x  \  dp  =  o  ; 


de  sorte  qu'il  faudra  que  la  quantité  -g  -+-  x  soit  une  fonction  de  p  sans  a; 
ni  y;  et  alors  l'équation  sera 

y  —  px-hf(p)  =  o, 
/(p)  dénotant  une  fonction  quelconque  de  p  seul. 

17.  Toute  équation  donc  de  la  forme 

y-px-hf(p)  =  o, 

p  étant  J-,  donnera  par  la  différentiation    ensupposant/'(/>)  =  -^p- 

celle-ci 

[f{p)  —  *]dp  =  °i 

en  faisant  dp  =  o,  on  aura 

p  =  o-, 

et 

y  —  ax  H-  f  (  a  )  =  o 

sera  l'intégrale  complète  où  a  est  arbitraire;  en  faisant 
f'(p)  —  x  =  o, 
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et  éliminant/;  au  moyen  de  cette  équation  et  de  la  proposée 

y  —  px+f(p)  —  o, 

on  aura  l'intégrale  particulière  de  cette  dernière  équation.  On  voit  par 
là  que  l'intégrale  complète  ne  donnera  jamais  autre  chose  qu'une  ligne 
droite,  tandis  que  l'intégrale  particulière  donnera  toujours  une  courbe; 
nous  en  donnerons  la  raison  à  priori  dans  l'Article  suivant. 

Ces  sortes  d'équations  sont  celles  qui  donnent  lieu  aux  paradoxes  dont 
il  est  question  dans  les  Mémoires  de  MM.  Clairaut  et  Euler  que  nous 
avons  cités  au  commencement  de  ce  Mémoire;  et  l'on  doit  voir  mainte- 
nant que  le  vrai  dénouement  de  ces  paradoxes  tient  à  la  théorie  des  in- 
tégrales particulières  que  nous  venons  d'exposer. 

18.  Reprenons  les  Exemples  que  nous  avons  apportés  dans  le  n°  6, 
et  voyons  si  la  règle  ci-dessus  donnera  les  mêmes  intégrales  particulières 
que  nous  avons  trouvées  d'après  les  intégrales  complètes. 
L'équation 

dy x 

"■x        \jx-  -+-  y-  —  b2 —  y 

donne  par  la  différentiation 


dx2  (  slx2  -+-  y1  —b'—y-y  vÂr'  -+-  y2  —  b2 

taisant  cette  quantité  égale  à  ->  on  a  les  deux  équations 


r2-bi-xrdx  +  \x±-n^+i 


(  y/ x'2 -h y2—  b2  —  y)  \Jx2 -t- y2  —  b2  =  o ; 
la  seconde  donne  d'abord, 

ou     \/x2-\-y2 — b2 — y  =  o,      ou      \Jx2-\-  y2  —  b2 
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Dans  le  premier  cas,  on  aura  donc 


sj  x2-^y2 —  b2  =  y, 

et  la  première  équation  deviendra  par  là 

-b2=o, 

ce  qui  ne  donne  rien.  Dans  le  second  cas,  la  première  équation  de- 
viendra 

a~        dr 

■y2  —  o-  —  xr   ,-  =  o  ; 

J  dx 


mais  la  proposée  donne,  en  supposant  \jx-  -+-  y2  —  b-  =  o, 

EL  =  _  £• 

donc  l'équation  précédente  deviendra 

y2  -+■  x-  —  b2=  o, 

laquelle  s'accorde  avec 

<Jx2-+- y2 —  b2  =:  o; 

ainsi  cette  équation  est  une  intégrale  particulière  de  la  proposée. 

Si  l'on  cherche  la  valeur  de  -r^en  prenant  dy  pour  constante,  on  aura 
ay 

.  ,  dx        I     dx  \    ,— r 

d2*  _/*-(r'-*')^+(r^:-*)i/*-+r'-^ 

dy2  X2^X2  +  y2—  6= 

d'où  l'on  tire  ces  deux  équations,  en  égalant  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur chacun  à  zéro, 

dx       I     dx 


VX  ~  (y"-  6'>  d^  +  V''  aï  ~  X)  V^  +  r-  b'  =  o, 

x2  \J x'  -+-  y2  —  b2  —  o  ; 
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la  dernière  de  ces  équations  donne 


ou     x  =  o,     ou     Jx2  ■+-  y2  —  b2  =  o  ; 
dans  le  premier  cas,  la  première  équation  deviendra 


dx        Jx-  -+-  r2  —  b-  —  r  . 

-j-  =  - - —  =  oo    lorsque  x  =  o  ; 

dy  x 

donc  x  =  o  n'est  pas  une  intégrale  particulière;  reste  donc  le  cas  de 


\J  x''-\-  y2 —  b2=  o, 
dans  lequel  la  première  équation  devient 

yx—  (J2—  *2)^-  =o; 

mais  on  a,  dans  ce  même  cas, 

dx  y 

dy  x"1 

donc  substituant  cette  valeur  et  multipliant  par  —,  l'équation  précédente 

deviendra 

x~'-+-  y2 —  b2=  o, 


qui  s'accorde  avec 


\Jx2-{-  y'1 —  b2  =  o, 


en  sorte  que  cette  équation  sera  une  intégrale  particulière. 

Ainsi  les  deux  conditions  Vr  =  -  et  -j— ■  =  -  donnent,  dans  le  cas 
dx2        o  dy2        o 

présent,  la  même  intégrale  particulière 

x2  -h  y2  —  b2  =  o  ; 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  (6),  d'où  il  s'ensuit  que 
IV.  5  • 
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cette  équation  est  l'unique  intégrale  particulière  dont  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  soit  susceptible. 

19.  Les  deux  autres  Exemples  du  n°  6  appartiennent  à  la  formule 
y—px+f{p)  =  o 

que  nous  avons  considérée,  en  général,  dans  le  n°  17  ci-dessus.  En  effet, 
en  faisant  -£-  =p,  les  équations  différentielles  des  deux  Exemples  dont 
nous  parlons  se  réduisent  à  ces  formes 

y  —  p x  —  b  \J  i  -\-  p2  =o 
et 


y  —  px  -+-  bp  —  y/c2(i  -+-  p2)  —  b-  =  o, 

qui  sont  évidemment  des  cas  particuliers  de  la  forme  générale 

y  —  px-i-  /(/>)  =  o; 

or  nous  avons  déjà  vu  (numéro  cité)  que  cette  équation  admet  toujours 
une  intégrale  particulière,  laquelle  est  le  résultat  de  l'élimination  àe  p 
des  deux  équations 

y  —  px-bf{p)—a,     f'(p)—x  =  o; 

ainsi  il  ne  s'agit  que  d'examiner  si  cette  intégrale  est  la  même  qu'on 
tirerait  de  l'intégrale  complète  par  la  règle  de  l'Article  I  (nos  4,  5). 
L'intégrale  dont  il  s'agit  est  (17) 

y  —  ax  -+-  f(a)  =  o, 
d'où  l'on  tire 

dy  ...  dx         /''(«)  —  x 

-f  —  x—  f'{a),       -j-  =  - ", 

da  da  a 

ainsi  les  deux  conditions  -f-  =o  et  -r-  =.o  donnent  également 

f'\a)  —  x  =  o; 
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et  l'intégrale  particulière  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  au  moyen 
de  cette  équation 

/'(«)  —  X  =  o, 

et  de  l'équation 

y  —  ax  -+-/(a)  =  o; 

or  il  est  visible  que  ce  résultat  sera  le  même  que  celui  de  l'élimination 
âep  au  moyen  des  équations 

f'{p)^-x  =  o,     y—px+f{p)  =  o; 
donc,  etc. 

20.  Le  dernier  Exemple  du  n°  6  est  tiré  de  l'équation  différentielle 
dx  dy 

dans  laquelle  X  est  un  quinôme  en  x,  et  Y  un  quinôme  semblable  en  y; 
mais  nous  supposerons  ici  que  X  soit,  en  général,  un  polynôme  quel- 
conque en  x,  et  Y  un  polynôme  quelconque  en  y,  et  nous  désignerons 

par  X'et  Y'  les  valeurs  de  -3—  et  de  -r-i  lesquelles  seront  par  conséquent 

aussi  des  polynômes  en  x  ety,  mais  d'un  degré  inférieur  d'une  unité. 
Puis  donc  que 

rfr  =  v/Y5 

dx       Jx' 

on  trouvera  par  la  différentiation,  après  avoir  réduit  au  dénominateur 

commun, 

XY'^-YX'        ,,  YX'^-XY' 

d2y dx  d2x  _  dy 


dx2  aXv/XY  dT2  aYy/XY 

en  prenant  dans  la  première  formule  dx  constant  et  dans  la  seconde  dy 
constant. 

Supposons  d'abord  que  les  quantités  X  et  X'  n'aient  aucun  diviseur 
commun,  rion  plus  que  les  quantités  Y  et  Y',  ce  qui  arrive  lorsque  les 

5. 
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équations  X  =  o  et  Y  =  o  n'ont  point  de  racines  égales;  dans  ce  cas  le 

•      d2y^       d 3  oc 
numérateur  et  le  dénominateur  de  l'une  et  de  l'autre  quantité  -~^  et  -y-j 

n'auront  non  plus  de  diviseur  commun. 
Donc  : 

i°  En  faisant  -~  =  -  on  aura  les  deux  équations 
dx2       o  n 

XY'^-YX'=o,     Xv/XY=o, 

dont  la  seconde  donne  ou  X  =  o  ou  Y  =  o;  mais  la  première  donne,  par 

la  substitution  de  la  valeur  de  -;-» 
dx 

Y'v/XY-YX'  =  o; 

faisant  X  =  o,  cette  équation  se  réduit  à  YX'  =  o,  laquelle  donnerait 
X'  =  o,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  faisant  Y  =  o,  l'équation  précé- 
dente se  trouve  remplie  d'elle-même;  ainsi  Y  =  o  est  une  intégrale  par- 
ticulière. 

2°  Si  l'on  fait  -j— ■  =  -  on  trouvera,  par  un  raisonnement  semblable, 
dy2       o  r 

l'intégrale  particulière  X  =  o;  de  sorte  que  ces  deux  intégrales  particu- 
lières auront  lieu  en  même  temps. 

Si  l'on  suppose  que  Y  et  Y'  aient  un  diviseur  commun,  alors  il  est  aisé 
de  voir  que  ce  diviseur  disparaîtra  entièrement  par  la  division  du  déno- 
minateur de  la  quantité  -r^,  par  conséquent  il  ne  pourra  servir  à  rendre 

cette  quantité  égale  à  --,  il  en  sera  de  même  relativement  à  la  quantité 

d2  x 

-j — »  si  X  et  X'  ont  un  diviseur  commun. 

dy' 

D'où  il  faut  conclure,  en  général,  que  l'équation  proposée 
dx        dy 

aura  pour  intégrales  particulières  tous  les  facteurs  simples  des  deux 
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équations  X  =  o  et  Y  =  o;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
trouvé  dans  le  n°  6  pour  le  cas  particulier  où  X  et  Y  étaient  des  qui- 
nômes  semblables. 


Article  III.  —  Dans  lequel  on  déduit  la  théorie  des  intégrales 
particulières  de  la  considération  des  courbes. 

21.  Soit  V  =  o  l'intégrale  complète  d'une  équation  différentielle  du 

premier  ordre  Z  —  o,  Z  étant  une  fonction  de  x,  y  et  —-;  on  sait  que  V 

sera  une  fonction  finie  de  x,  y  et  d'une  constante  arbitraire  a;  donc  si 
l'on  considère  la  courbe  exprimée  par  l'équation  V=o,  en  prenant  x 
et  y  pour  les  deux  coordonnées,  cette  courbe  exprimera  aussi  l'équation 
différentielle  Z  =  o,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  la  constante  a;  de 
sorte  qu'en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles  de- 
puis zéro  jusqu'à  l'infini  positif  et  négatif,  on  aura  un  assemblage  d'une 
infinité  de  courbes  toutes  de  la  même  famille,  et  infiniment  peu  diffé- 
rentes l'une  de  l'autre,  dont  chacune  représentera  également  l'équation 
différentielle  Z  =  o. 

Je  dis  maintenant  que  la  courbe,  qui  touchera  toutes  les  courbes  dont 
il  s'agit,  satisfera  aussi  à  la  même  équation  différentielle  Z  =  o.  Car 

cette  équation  détermine  la  valeur  de  '—  par  une  fonction  de  x  et  y;  par 

conséquent  elle  détermine  la  position  de  la  tangente  à  chaque  point  par 
la  position  de  ce  point  dans  le  plan  des  coordonnées  x  et  y;  donc  toute 
courbe,  qui  dans  un  point  quelconque  aura  la  même  tangente  qu'une 
des  courbes  dont  nous  venons  de  parler,  satisfera  aussi  nécessairement 
à  l'équation  Z  —  o;  or  il  est  visible  que  la  courbe,  qui  touche  toutes  les 
courbes  données  par  l'équation  V  =  o,  en  faisant  varier  le  paramètre  a, 
a  cette  propriété;  donc,  etc. 

22.  Si  l'on   considère  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe 
touchante,  il  est  facile  de  concevoir  que  les  deux  courbes  touchées  dans 
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ces  points  doivent  nécessairement  se  couper  dans  un  point  intermédiaire; 
par  conséquent,  en  faisant  coïncider  les  deux  points  d'attouchement,  le 
point  d'intersection  des  deux  courbes  touchées  se  confondra  avec  eux; 
d'où  il  suit  que  la  courbe  touchante  est  formée  par  l'intersection  mu- 
tuelle et  successive  des  courbes  données  par  l'équation  V  =  o,  en  faisant 
varier  le  paramètre  a;  donc  cette  courbe  satisfera  à  l'équation  Z  =  o;  ce 
qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  suivant  ce  point  de  vue  la  courbe 
dont  nous  parlons  n'est  composée  que  de  portions  infiniment  petites  des 
courbes  représentées  par  l'équation  V  =  o,  et  dont  chacune  satisfait  à  la 
même  équation  Z  =  o. 

23.  Maintenant,  si  l'on  regarde  y  comme  une  fonction  de  a?  et  de  a 
donnée  par  l'équation  V  =  o,  il  est  clair  que,  pour  la  même  abscisse  x, 
les  coordonnées  qui  répondent  à  deux  courbes  infiniment  proches  seront, 

en  général,^  et  y  -+-  -r-da;  donc,  au  point  d'intersection  de  ces  deux 
courbes,  on  aura  -~-  =  o;  par  conséquent,  si  l'on  élimine  a  au  moyen 

des  deux  équations  V  =  o  et  -j-  —  o,  on  aura  l'équation  de  la  courbe 

formée  par  les  intersections  continuelles  de  toutes  les  courbes  contenues 
dans  l'équation  V  =  o,  laquelle  sera  aussi  la  courbe  qui  touchera  toutes 
ces  mêmes  courbes. 

On  prouvera  de  même,  en  regardant  x  comme  fonction  de  y  et  de  a, 

que  la  condition  -,~  =  o,  combinée  avec  l'équation  V  =  o  en  sorte  que 

a  disparaisse,  donnera  aussi  la  courbe  touchante  des  mêmes  courbes. 

D'où  et  de  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut  (4  et  5)  on  doit  con- 
clure que  l'intégrale  particulière  d'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  est  représentée  par  la  courbe  qui  touche  toutes  les  différentes 
courbes  représentées  par  l'intégrale  complète  de  cette  équation,  en  fai- 
sant varier  la  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  toutes  les  différentes 
courbes  qui  peuvent  être  représentées  à  la  fois  par  la  même  équation  dif- 
férentielle. 
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Ainsi  les  caustiques  par  réflexion  et  par  réfraction  ne  sont  autre  chose 
que  les  courbes  représentées  par  l'intégrale  particulière  de  l'équation 
différentielle  qui  exprime  à  la  fois  toutes  les  lignes  droites  suivant  les- 
quelles les  rayons  sont  réfléchis  ou  réfractés. 

Et  les  développées  ne  sont  que  les  courbes  représentées  par  l'intégrale 
particulière  de  l'équation  différentielle  qui  exprime  toutes  les  lignes 
droites  qui  coupent  la  développante  à  angles  droits;  et  ainsi  du  reste. 

24.  Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  représente  donc 
premièrement  une  infinité  de  courbes  de  la  même  famille,  qui  ne  diffè- 
rent entre  elles  que  par  la  valeur  de  la  constante  arbitraire,  laquelle  tient 
lieu  de  paramètre;  en  second  lieu,  cette  équation  représente  aussi  la 
courbe  qui  touche  toutes  ces  mêmes  courbes;  en  sorte  qu'on  peut  regar- 
der en  quelque  façon  tant  les  courbes  touchées  que  la  courbe  touchante 
comme  une  seule  courbe  ayant  une  infinité  de  branches  liées  entre  elles 
par  la  même  équation.  Ainsi,  à  chaque  point  de  la  courbe  touchante  il  y 
aura  deux  branches  qui  se  rencontrent  dans  ce  point  et  qui  ont  une  tan- 
gente commune;  l'une  c'est  la  courbe  touchante  même,  et  l'autre  c'est 

la  courbe  qu'elle  touche  dans  ce  même  point;  donc  à  chaque  valeur  de  -j- 

il  devra  répondre  une  valeur  double  de  -—■-,  par  conséquent  l'expression 

de  la  quantité  -t^.,  tirée  de  l'équation  différentielle  proposée  au  moyen  de 

la  différentiation,  devra  devenir  égale  à  -  pour  tous  les  points  de  la  courbe 

touchante,  par  une  raison  semblable  a  celle  par  laquelle  on  prouve  que  la 

valeur  de  ~~  devient  éçale  à  -  dans  les  points  doubles  des  courbes;  et  l'on 
dx  °        .  o  * 

(Px 
dira  la  même  chose  à  l'égard  de  la  quantité  -.—  >  en  supposant  dy  con- 

ay 

stant  au  lieu  de  dx.  De  cette  manière  on  pourra  donc  déduire  de  l'équa- 
tion différentielle  même  celle  de  la  courbe  qui  toucherait  toutes  les  diffé- 
rentes courbes  représentées  par  cette  équation  différentielle;  et  comme 
l'équation  de  la  courbe  touchante  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  parti- 
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culière  de  l'équation  différentielle  dont  nous  parlons,  ainsi  qu'on  l'a  dé- 
montré ci-dessus,  il  résulte  de  là  la  même  règle  pour  trouver  ces  sortes 
d'intégrales,  que  nous  avons  donnée  dans  le  n°  15,  d'après  d'autres  prin- 
cipes. 

25.  Pour  jeter  un  plus  grand  jour  sur  la  théorie  précédente  et  rendre 
bien  sensible  la  liaison  qu'il  y  a  entre  les  intégrales  complètes  et  les  inté- 
grales particulières,  nous  allons  apporter  quelques  Exemples  tirés  de  la 
Géométrie  dans  lesquels  l'application  de  cette  théorie  se  présente  natu- 
rellement. 

Supposons  qu'on  demande  une  courbe  telle,  que  toutes  les  perpendicu- 
laires menées  d'un  point  donné  sur  les  tangentes  de  cette  courbe  soient 
d'une  grandeur  donnée. 

Il  est  visible  que  le  cercle  résout  d'abord  la  question,  pourvu  qu'on 
place  le  centre  dans  le  point  donné  et  qu'on  fasse  le  rayon  égal  à  la  gran- 
deur donnée;  mais  comme  le  Problème  conduit  naturellement  à  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  il  s'ensuit  que  la  solution  com- 
plète doit  renfermer  une  constante  arbitraire;  par  conséquent,  puisque 
le  cercle  qui  résout  le  Problème  est  nécessairement  donné  de  grandeur 
et  de  position,  on  ne  peut  pas  avoir  par  son  moyen  une  solution  com- 
plète, mais  seulement  une  solution  particulière. 

Or  si  l'on  considère  que  la  ligne  droite  satisfait  aussi  au  même  Pro- 
blème, et  que  pour  cela  il  suffit  que  la  perpendiculaire  menée»  du  point 
donné  sur  cette  ligne  soit  donnée,  on  verra  qu'il  y  a  une  infinité  de  droites 
qui  résolvent  le  Problème;  de  sorte  que  ces  droites  en  donnent  la  véri- 
table solution  complète,  puisque  dans  l'équation  qui  les  représente  toutes 
il  entre  nécessairement  une  constante  arbitraire;  et  l'on  verra  de  plus  que 
toutes  ces  droites  sont  nécessairement  les  tangentes  du  cercle  qui  donne 
la  solution  particulière. 

Pour  confirmer  par  le  calcul  ce  que  nous  venons  de  trouver  synthé- 
liquement,  soient  x,  y  les  coordonnées  de  la  courbe  cherchée,  et  t,  u 
les  coordonnées  d'une  quelconque  de  ses  tangentes  considérée  comme 
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une  ligne  droite;  on  aura  donc,  en  général,  entre  /  et  u  l'équation 

u  =  mt  -t-  n, 

metn  étant  constantes  pour  la  même  tangente,  mais  variables  d'une  tan- 
gente à  l'autre.  Or,  comme  la  droite  et  la  courbe  doivent  d'abord  se  ren- 
contrer dans  un  point,  on  aura  dans  ce  point  u  =  y,  t  =  x;  donc 

y  =  mx  -+-  n  ; 

ensuite,  comme  elles  doivent  de  plus  se  toucher  dans  le  même  point,  on 

du       dy  .     du  ,  dy 

aura  encore  —~  =  -~\  mais  —-  =  m;  donc  m  =  -j-\  et  par  conséquent 

dy 
n  =  y  —  x  ~-\  donc  l'équation  à  la  tangente  sera 

dy  dy 

u=  t-j — hr-iy- 
ux      -  clx 

Prenons  l'origine  des  coordonnées  pour  le  point  donné,  et  nommant 
p  une  ligne  menée  de  ce  point  à  la  tangente,  on  aura 

p2  =  f  +  u'  ; 

donc,  pour  que  cette  ligne  soit  perpendiculaire,  il  faudra  (pue  dp  =  o,  ce 
qui  donne 


donc 


tdt  -t-  u  du  =  o     et     —r- 
dt 


dZ,      t  =  —u^- 
dx  dx  ' 


donc,  substituant  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  ci-dessus,  on  en  tire 

{ydx  —  xdy)  dx 

dx-  -t-  dy'        ' 

donc 

,/         dy-\        {ydx  —  xdy)1 


(Ix1  )  dx2 -h  dy2 

c'est  le  carré  de  la  perpendiculaire  menée  du  point  donné  sur  la  tan- 
IV.  6 
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gente;  nommant  donc  cette  perpendiculaire  b,  on  aura  l'équation 


ydx  —  xdy  =  b  sj  dx2  -+-  dy-, 

qui  servira  à  résoudre  le  Problème.  Or  cette  équation  a  déjà  été  examinée 
dans  le  n°  6,  et  nous  avons  vu  qu'elle  donne  l'intégrale  complète 


y  —  ax  —  b  iyfi  -h  a'  =  o , 
et  ensuite  l'intégrale  particulière 

x2  -i- y2  =  b2: 
ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  trouvés  plus  haut. 

26.  Ayant  tiré  d un  point  donné  une  perpendiculaire  à  la  tangente  d  une 
courbe,  et  menant  du  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente 
à  un  autre  point  donné  une  droite,  on  demande  quelle  doit  être  la  nature 
de  la  courbe  pour  que  cette  droite  comprise  entre  les  deux  points  dont  il 
s'agit  soit  d'une  grandeur  donnée. 

Par  les  propriétés  connues  des  sections  coniques  il  est  facile  de  voir 
que  si  l'on  décrit  une  section  conique  qui  ait  le  premier  des  deux  points 
donnés  pour  l'un  des  foyers,  l'autre  point  pour  centre,  et  la  grandeur 
donnée  pour  demi-axe,  cette  section  conique  résoudra  le  Problème;  mais 
la  section  étant  entièrement  déterminée  par  ces  données,  elle  ne  pourra 
pas  fournir  une  solution  complète  du  Problème,  lequel  conduit  naturel- 
lement à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  par  conséquent 
indéterminée. 

Outre  la  section  conique,  on  voit  aisément  qu'il  y  a  une  infinité  de 
droites  qui  peuvent  aussi  résoudre  la  question;  car  si  l'on  décrit  autour 
du  second  point  donné  un  cercle  dont  le  rayon  soit  égal  à  la  grandeur 
donnée,  toute  ligne  droite  qui  coupera  ce  cercle  en  un  point  quelconque, 
de  manière  qu'elle  fasse  un  angle  droit  avec  la  droite  menée  de  ce  point 
d'intersection  au  premier  point  donné,  aura  évidemment  les  propriétés 
requises. 
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L'équation  générale  de  toutes  ces  lignes  droites  renfermant  donc  une 
constante  arbitraire,  elle  donnera  nécessairement  la  solution  complète 
du  Problème;  et  il  est  facile  de  prouver,  par  les  propriétés  connues  des 
sections  coniques,  que  toutes  ces  droites  seront  tangentes  à  la  section 
conique  que  nous  avons  vu  résoudre  aussi  le  Problème;  de  sorte  que  la 
solution  par  une  section  conique  ne  sera  qu'une  solution  particulière. 

En  effet,  pour  réduire  le  Problème  en  équation,  on  remarquera  que,  si 
de  l'origine  des  coordonnées  on  mène  une  perpendiculaire  à  une  tan- 
gente quelconque  d'une  courbe  dont  les  coordonnées  soient  x  et  y,  et 
qu'on  nomme  t  et  u  les  coordonnées  qui  se  rapportent  au  point  de  la 
tangente  sur  laquelle  tombe  la  perpendiculaire,  on  remarquera,  dis-je, 
que  les  formules  trouvées  dans  le  n°  25  ci-dessus  donneront 

_  {ydx  —  xdy)  dx  dy (ydx  —  xdy)  dy 

dx2  -+-  dy2  dx  dx* -h  dy'' 

maintenant  si  l'on  fait  passer  l'axe  des  abscisses  par  les  deux  points  don- 
nés, qu'on  prenne  le  premier  de  ces  deux  points  pour  l'origine,  et  qu'on 
nomme  b  la  distance  entre  les  deux  points  et  c  la  grandeur  donnée,  il  est 
aisé  de  concevoir  qu'on  aura 

c-  =  (  b  —  t  )'-  +  u-  ; 

donc 

l2  +  u-  —  2  ht  =  c-  —  b-, 

et  substituant  pour  t  et  u  les  valeurs  ci-dessus, 
(  y  dx  —  xdy)2  -h  2b  (y  dx  —  xdy)  t 


dx2  H-  dy2 


S-t>>: 


d'où,  en  multipliant  par  dx"  +  dy-,  et  extrayant  la  racine  carrée  après 
avoir  ajouté  de  part  et  d'autre  b-dy*,  on  aura  l'équation  du  Problème 


ydx  —  x  dy  ■+-  b  dy  =  y/c2  (  dx2  -+-  dy2)  —  b'dx2 . 

Nous  avons  déjà  traité  cette  équation  dans  le  n°  6,  et  nous  avons  vu  que 

6. 


kk  SUR  LES  INTÉGRALES  PARTICULIÈRES 

son  intégrale  complète  est 


y  —  a(x  —  b)  =  \/c'(j  -+-  a2)  —  b2, 

ce  qui  donne  différentes  lignes  droites  suivant  la  valeur  de  la  constante 
arbitraire  a;  nous  avons  vu  ensuite  que  cette  même  équation  est  suscep- 
tible d'une  intégrale  particulière,  laquelle  est 

[x-bf  y2      _ 

et  représente  par  conséquent  une  ellipse  dans  laquelle  les  abscisses  x 
sont  prises  depuis  l'un  des  foyers,  et  où  b  est  l'excentricité  et  c  le  demi 
grand  axe;  de  sorte  que  cette  ellipse  est  la  même  que  celle  dont  nous 
avons  parlé  ci-dessus. 

Article    IV.   —  Des   intégrales  particulières   des  équations 
différentielles  du  second  ordre  et  des  ordres  plus  élevés. 


27.  Soit 

Z'=o 

une  équation  différentielle  du  second  ordre,  Z'  étant  une  fonction  de  x, 
dr     ,cly 

y'dx>d^etsoxt 

V=o 

l'intégrale  finie  et  complète  de  celte  équation;  V  sera,  dans  ce  cas,  une 
fonction  de  x,  y  et  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  b.  Or,  puisque  a 
et  b  sont  arbitraires,  on  peut  supposer,  en  général,  que  b  soit  une  fonc- 
tion quelconque  de  a;  alors  V  sera  une  fonction  de  x,  y  et  a;  et,  de  ce 
que  nous  avons  démontré  dans  l'Article  II,  il  s'ensuit  que  l'équation  V=  o 
satisfera  également  à  l'équation  Z'=o,  en  supposant  a  variable,  pourvu 

que  l'on  ait 

dy d\y    

da  '      dadx  ' 
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ou 

dx  d'x 

da         '      dady 

et  dans  ce  cas  l'équation  V  =  o  deviendra  une  intégrale  particulière  (.10). 

28.  Considérons  les  deux  conditions 

dy  _  d'y    _ 

da         '      dxda 

et  supposant 

b=f[a),     db—f'(a)da, 

il  est  clair  que  si  l'on  regarde  y  comme  une  fonction  de  a  et  de  />,  la  va- 
leur complète  de  j-  sera  représentée  par  ^  +  -^/'(a),  de  sorte  que  les 
deux  conditions  dont  il  s'agit  seront  exprimées  ainsi 

dy       ily_  fl  d\y  d%y     .  „\  —  0 

da        db-         ~    '      dxda        dxdb'1 

Au  moyen  de  ces  deux  équations  on  déterminera  les  valeurs  de  a  et  de 
f(a)  ou  b  en  x  et  y,  et  on  les  substituera  ensuite  dans  l'équation  V=  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  éliminera  a  et  /(a)  au  moyen  des  trois 
équations  dont  il  s'agit;  et  l'équation  résultante  sera  l'intégrale  particu- 
lière de  l'équation  différenlio-différentielle  Z—  o. 

Si  l'on  remet  db  à  la  place  de /'(a)  da,  on  aura  les  deux  équations  de 

condition 

dy       dy  db  _  d-y  d-y    db 

da        db   da  dxda        dxdb   da 

au  moyen  desquelles  et  de  l'équation  V'=  o  il  faudra  éliminer  a  el  b. 

db_ 

da  ' 


En  éliminant  d'abord  les  différentiels  -y,  on  aura  l'équalioi 


dy    d2y         dy    d2y 

da  dxdb        db  dxda         ' 

laquelle,  étant  combinée  avec  l'équation  V  =  o,  servira  à  déterminer  a 
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et  b  en  x  et  y;  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  de  a  et  b 

dans  l'équation 

-r-  da-\ — fr  db  —  o  ; 
da  db 

ce  qui  donnera  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  en  x  et  y, 
laquelle  sera  par  conséquent  l'intégrale  particulière  cherchée  de  l'équa- 
tion du  second  ordre 

Z'  =  o. 

Mais  puisque  l'équation  V  =  o  donne  par  la  différentiation,  en  faisant 
varier  à  la  fois  x,  y,  a,  b, 

dy=  pdx  -+-  -r-  da  -h  -Jr  db, 

J       r  da  db 

on  aura 

-r-  da-\ — jV  db  =  dy  —  pdx; 
da  db  '        r 

par  conséquent  l'équation 

iz.  a„  ^  dJ 

sera  équivalente  à  celle-ci 


,    da  h — —  db 
da  db 


dy  —  p  dx  =  o  ; 

ainsi  il  n'y  aura  qu'à  substituer  les  valeurs  de  a  et  de  b  dans  cette  der- 
nière équation,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  éliminer  les  valeurs  de  a  et 
de  b  au  moyen  des  équations 

_  dy    d2y         dy    d2y    __  .    _      ,    _ 

da  dxdb        db  dxda         '        "       " 

l'équation  du  premier  ordre  qui  en  résultera  sera  l'intégrale  particulière 
dont  il  s'agit. 

29.  De  là  je  conclus,  en  général,  que  pour  trouver  l'intégrale  parti- 
culière de  l'équation  différentio- différentielle  Z'=o,  dont  l'intégrale 
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finie  et  complète  est  V=  o,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  les  quantités  a,  b  et 

db  ,      , 

-r-  au  moyen  des  équations 

v dy  dy       dy  db  _  d2y  d'y    db  _ 

dx       "  da       db  da         '      dxda        dxdb  da 

et  comme  au  lieu  de  regarder  y  comme  une  l'onction  de  x,  a,  b,  on  peut 
vice  versa  regardera;  comme  une  fonction  de  y,  a,  b,  on  pourra  aussi,  à 
la  place  des  deux  dernières  équations,  substituer  ces  deux-ci 

dx       dx  db  _  d2x  d2x    db 

da        db   da         '      dyda        dydb  da  ~ 

30.  Soit  l'équation  du  second  ordre 

dy       x'1  d2y I  dy  d2y\2       fd2y\2 

■*  dx        i  dx1  ~  \dx  ~~~  X  dx1  )        \dx*J  ■ 

dont  l'intégrale  finie  et  complète  est 

ax2       ,  . 

jr= h  bx  -+-  a2  -+-  b2, 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  On  tire  par  la  différentiation 

dy  dy-       x2  dy  .         d2y  d2y 

-y-  =  ax  -h  b,     -f-  = y- ici,     -Yj-=x-hib,      ,    %    =  x,       ,    J„  =  i: 

dx  da         i  db  dxda  dxdb 

on  aura  donc  ces  quatre  équations 

axl       i  i,  dy  , 

y  = h  bx  +  a  -+-  b2,  -f-  =  ax  -+-  b, 

J  i  dx 

x2  .    db  db 

h2a  +  ix  +  2»  h-  =  o,     x  -\ — r-^o; 

2  da  da 

au  moyen  desquelles,  éliminant  les  quantités  a,  b,  ->-,  on  aura  pour  ré- 
sultante l'intégrale  particulière  de  la  proposée. 
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Les  trois  dernières  donnent 


x-           dy 

dy       x' 

4          dx 

I  -+-  X' 

.       dx        4 

I  -+-  x- 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première,  on  aura 


dy        a  dy2 

bx)  ~  -+-  io  -f— 

dx  dx2 


ib.r 


i6(n-a;s) 

c'est  l'intégrale  particulière  aux  premières  différences  de  l'équation  dif- 
férentio-différentielle  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  intègre  cette  équation,  on  aura  alors  l'intégrale  particulière 
finie  de  la  proposée.  Pour  cela,  je  tire  par  l'extraction  de  la  racine  carrée 

la  valeur  de  -?-■>  i'ai 
dx    J 

4  -y- — h2T  +  ï'=/i  +  î!  \]l&y  ■+-  ^x'-\-  xf; 


donc,  divisant  par  \/i6j  -t-  £\x~  ■+-  x''  et  multipliant  par  2,  on  aura 

8  d y  -+-  4  x  dx  ■+-  2  x3  dx  ,      . 

— •  —  =  idx  \J\-\-  x-, 

\/i6y  -t-  ^x2  -+-  x'' 

équation  intégrable,  et  dont  l'intégrale  est,  en  ajoutant  une  constante 
arbitraire  a, 

^/ibj--t-  ^X'  -+-  X4  =  X  y/l  -I-  x2  —  log  (\/i  -+-  x2  —  x)  -ha. 

11  est  remarquable  que  tandis  que  l'intégrale  complète  de  la  proposée 
est  algébrique,  l'intégrale  particulière  en  est  transcendante. 

31.  L'intégrale  particulière  aux  différences  premières  que  nous  avons 
trouvée  ci-dessus  admet,  outre  l'intégrale  complète  précédente,  encore 
une  intégrale  particulière  finie,  qu'on  peut  trouver  par  les  méthodes  des 
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Articles  I  et  II.  Déduisons-la  de  l'intégrale  complète  au  moyen  de  la  con- 

.  .      dr 
dition  ~-  =  o;  la  différentiation  de  la  dernière  équation  donne 
de/.  ^ 


dy y/i6j-'-t-  4^2  -I-  x' 

~da~  8 


ainsi  l'on  aura 


\j 1 6 y  -+-  4  x'-  -+-  x''  =  o  ; 


comme  cette  équation  ne  renferme  point  la  quantité  a,  il  faut  la  combi- 
ner avec  l'intégrale  complète  en  éliminant  l'une  des  variables  x  ou  y, 
pour  voir  si  la  valeur  résultante  de  a.  est  constante  ou  variable  (4);  or 
l'équation  que  nous  venons  de  trouver  donne 

et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'intégrale  complète  (numéro  précé- 
dent), on  a 

x  Ji  -+-  x-  —  Iog  (\Ji  -+-  x'1  —  x)  -+-  a  =  0; 

d'où  l'on  voit  que  a  est  déterminée  par  une  fonction  de  a;;  par  conséquent 
l'équation  dont  il  s'agit  est  une  intégrale  particulière. 

Mais  cette  intégrale  particulière,  quoiqu'elle  satisfasse  à  l'intégrale 
particulière  aux  premières  différences  de  l'équation  proposée,  il  ne  s'en- 
suit pas  qu'elle  doive  aussi  satisfaire  à  cette  dernière  équation;  au  con- 
traire, elle  n'y  satisfera  pas  à  moins  que  l'on  n'ait  en  même  temps 

dy  d2y 

-f-  =0,     -, — 7—  =  0, 

de/.  dx  de/. 

à  cause  qu'il  s'agit  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre  (11);  or 

ayant 

dy \/i6y  -+■  4*12  ■+■  xi 

tU.  ~  8 


,  S-^-    -+-  Lx  -+-  2.2 

d*y    _       dx 
dx  doc  ~~  8  v/i6j  +  4:r2  +  . 
IV. 
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cl  mettant  pour  J-  sa  valeur 


-  -  —  j  —  ji/ï+z* \Ji&y  -4-4^  +  x>, 

il  viendra 

d'y   \J  i  -4-  x2 

dx  da.  4 

ce  qui  n'est  pas  nul;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  dont  il  s'agit,  savoir 

ne  satisfait  pas  à  la  proposée  du  second  ordre,  comme  on  peut  aisément 
s'en  assurer.  Cet  Exemple  peut  servir  de  confirmation  à  la  théorie  donnée 
dans  l'Article  II. 

Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que  cette  intégrale  particulière 

x-         X1 

r~  ~~  J  ~  76 
peut  aussi  se  déduire  immédiatement  de  l'intégrale  finie  et  complète 

y= h  bx  -t-  a2  -4-  b-, 


en  faisant  en  même  temps 


dy dy 

da  db 


ce  qui  donne  les  deux  équations 

—  +2(J  =  0,       X  -4-26  =  0, 


d'où  l'on  tire 


a  = Ti     b  = 

4 
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ce  qui,  étant  substitué  dans  l'intégrale  complète,  donne 

.r"        x7 
r=  ~  76  ~~  J' 

Et  cette  règle  est  générale  pour  toutes  les  équations  différentio-différen- 
tielles  dont  on  connaît  l'intégrale  finie  et  complète. 

32.  Si,  au  moyen  de  l'équation  finie  V  =  o  et  de  l'équation  aux  pre- 
mières différences  -j p  =  o  qui  en  est  dérivée  par  la  différenliation, 

on  élimine  l'une  des  deux  constantes  a,  b,  on  a  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  Z  =  o,  qui  sera  l'intégrale  complète  aux  diffé- 
rences premières  de  l'équation  différentio-différentielle  Z'  =  o;  et,  comme 
on  peut  éliminer  à  volonté  l'une  ou  l'autre  des  deux  constantes  arbi- 
traires a,  b,  on  aura  ainsi  deux  intégrales  aux  premières  différences;  ce 
qui  est  connu  des  Géomètres. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  éliminé  b,  en  sorte  que  dans  l'équa- 
tion Z  =  o  la  quantité  Z  soit  une  fonction  de  x,  y,  -jt-eta;  si  l'on  diffé- 
rence cette  équation  en  faisant  varier  x,  y  et  a,  et  qu'on  suppose,  en 
général , 

dZ  =  \d^-hB dy -hCdx-h  Eda, 

dx  J 


,dy B dy  -+-  C dx  -+-  E da 

dx=  ~^T~      ""■' 


donc,  en  faisant  varier  a  seul,  on  aura 

d7y    _         B  dy       E 
dxda  ~        A  da       A 


et,  faisant  varier  b  seul, 


dy         _  B  dy 

dx  db  A  db 
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ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  de  condition 

d'y  d'y    db  _ 

dxda        dxdb  da 

du  n°  29,  on  aura 

A \da       db  da)        A         ' 

mais  on  doit  avoir  aussi  (numéro  cité) 

dy       dy  db  _ 
da        db  da 

donc  on  aura 

_  E 
A 


=  o; 


kdd-f  + 
dx 

Eda-. 

=  o, 

E 

A 

d& 

dx 

da 



dy 

dx  da 

or  si  dans  l'équation  Z  =  o  on  fait  varier  uniquement  ~~  et  a,  en  regar- 
dant y  et  x  comme  constantes,  on  a 


d'où 


ainsi  l'équation  de  condition  se  réduira  à 

d'y 
dx  da 

laquelle,  étant  combinée  avec  l'équation  Z  =  o,  donnera  par  l'élimi- 
nation de  a  la  même  équation  qu'on  eût  obtenue  d'après  les  quatre 
équations  du  n°  29. 

Et  si  au  lieu  d'éliminer  b  on  eût  éliminé  a,  en  sorte  que  Z  fût  une 

fonction  de  x,  y,  ~-  et  b,  alors  on  aurait  l'équation  de  condition 

d'y   _ 
dx  db 
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laquelle  donnerait  encore  le  même  résultat  en  éliminant  b  au  moyen  de 
l'équation  Z  =  o. 

33.  Il  s'ensuit  de  là  que  si  l'on  ne  connaît  pas  l'intégrale  finie  et  com- 
plète V  =  o  de  l'équation  différentio-différentielle  Z'=o,  mais  seule- 
ment une  des  deux  intégrales  aux  premières  différences  de  cette  équation, 

telle  que  Z  =  o,  Z  étant  une  fonction  de  x,  y,  -~-  et  d'une  constante  ar- 
bitraire a,  on  pourra  également  trouver  l'intégrale  particulière  de  la 
même  équation  Z'=o;    pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  faire  varier  dans 

l'équation  Z  =  o  les  deux  quantités  -J-  et  a,  et  à  supposer  ensuite 

d2y 


dxda 


cette  équation,  étant  combinée  avec  l'équation  Z  =  o,  en  éliminant  la 
quantité  a,  donnera  l'intégrale  cherchée. 

Cette  règle  peut  aussi  se  démontrer  directement,  et  indépendamment 
de  la  considération  de  l'intégrale  finie  et  complète  V  =  o.  En  effet,  puis- 
que l'équation  du  premier  ordre  Z  =  o  satisfait  à  l'équation  du  second 
ordre  Z'=o,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  a  contenue 
dans  Z,  il  s'ensuit  que  cette  équation  Z'=o  ne  peut  être  que  le  résultat 
de  l'élimination  de  a  au  moyen  de  l'équation  Z  =  o  et  de  l'équation 

d-j-  =p'dx  déduite  de  celle-là  au  moyen  d'une  différent! ation.  Or  il  est 

clair  que  ce  résultat  sera  toujours  le  même,  quelle  que  soit  la  quantité  à 
éliminer  a,  constante  ou  non,  pourvu  que  les  deux  équations 

i 

■7  /  dr      <  i 

L  =  o,      cl  -j—  =  p  ax 
dx      r 

soient  les  mêmes;  mais  en  regardant  a  comme  variable,  on  a 

dy 
d  -j—  =  p'dx  -+-  q'da  ; 
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équation  qui  se  réduira  à  la  forme  précédente  en  faisant  y'=o;  donc  si 

l'on  détermine  a  en  sorte  que  q ',  ou  ce  qui  est  la  même  chose  —, —  ;  ou 
bien  -3— 4->  soit  nul,  l'équation  Z  =  o  satisfera  encore  à  l'équation  Z'  =  o; 

et,  comme  a  devient  dans  ce  cas  égal  à  une  quantité  variable,  l'équation 
Z  =  o  ne  sera  plus  qu'une  intégrale  particulière  de  la  même  équation. 

34.  Pour  confirmer  cette  règle  par  un  Exemple,  reprenons  l'équation 
différentio-différentielle  du  n°  30,  et  nous  trouverons  aisément,  d'après 
l'intégrale  finie  et  complète  qu'on  connaît  déjà,  ces  deux  intégrales  aux 
premières  différences 

a         A     »  v     dy  dy2 

— \-  a-\  x2  +    i  —  2  a  )  x  -j — h  a2-  -+-  -j—  1 
1  l  dx  flr 

{>+'£)'   (»-£)"  , 

y=  - 1- : — - — \- 1>-, 

2  X2 

a  et  b  étant  les  constantes  arbitraires. 

Faisant  varier  dans  la  première  les  quantités  -j-  et  a,  on  en  tire 

/'  \     ,"  dy 

.  2«)  X2  -+-  2X-r 2« 

a2 y    \2  /  ax 


dxda  ,  ,  dy 

(  1  —  î«kr  +  2-f- 
dx 


et  supposant  cette  quantité  égale  à  zéro,  on  aura  l'équation 


dy 
2  a  )  x1  -+-  2  x  -j- 2  «  =  o, 


d'où  résulte 

x2  dy 

1  dx 


et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  ci-dessus,  il  viendra, 
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après  les  réductions, 


dy       dy2        V*"  dx 


dx        dx2  1 6  (  i  -4-  x2  ) 


ou  bien 


—  xA  -+-  (8x3  ■+-  i6x  )  -£-  -+- 16  -?— 
_  dx  dx1 

r~  i6(n-x=)  —  ' 

c'est,  comme  l'on  voit,  la  même  équation  qu'on  a  trouvée  clans  le  n°  30. 
On  trouvera  encore  le  même  résultat  si,  dans  la  seconde  équation  ci- 
dessus,  on  fait  varier  les  quantités  ~—  et  b,  et  qu'on  suppose  ensuite 

d'r 

.    '    =  o;  on  aura  en  effet,  par  la  différentiation  de  cette  équation, 


d'y   _ 
dxdb 


X3 

-+■  ; 

>,  b  x' 

-h  i 

(» 

-*r\ 

1 

V 

dx) 

»l 

b- 

dy\ 

dx  j 

X* 

a 

ce  qui  étant  supposé  égal  à  zéro  donne 

dy       x3 
, dx        2 

~~  2(1  +  x2)  ' 

et  cette  valeur  étant  substituée  à  la  place  de  b,  on  aura,  après  les  réduc- 
tions, 

_  x  dy        1   dy'       \   dx  J 

2  dx       x2  dx2       1 6 x2 (  1  -+-  x2) 


ou  bien 


,.     dy       n    ,dy        ndy2 

\bx  -f-  -+-  Sx*-/-  -t- 16-/ . 

dx  dx  dx2 


J  ib(i-hx2) 

Ainsi  les  deux  intégrales  aux  premières  différences,  quoique  très-dif- 
férentes entre  elles,  donnent  cependant  la  même  intégrale  particulière; 
la  raison  en  est  claire  par  l'analyse  du  n°  32. 
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35.  La  méthode  du  n°  33  pour  trouver  l'intégrale  particulière  d'une 
équation  différentio-différentielle  lorsqu'on  connaît  seulement  une  de 
ses  intégrales  complètes  aux  premières  différences  est,  comme  l'on  voit, 
absolument  analogue  à  celle  du  n°4  pour  trouver  l'intégrale  particulière 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  au  moyen  de  son  intégrale 
finie  et  complète;  l'une  et  l'autre  sont  fondées  sur  les  mêmes  principes, 
et  doivent  par  conséquent  donner  lieu  à  des  conséquences  semblables. 
Ainsi  tout  ce  qu'on  a  dit  dans  l'Article  II,  relativement  à  l'étendue  des 
intégrales  particulières  des  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
pourra  s'appliquer  aussi  aux  intégrales  particulières  des  équations  diffé- 
rentio-différentielles. 

Donc,  si  l'équation  différentio-différentielle  Z'  =  o  est  elle-même  l'in- 
tégrale d'une  équation  différentielle  du  troisième  ordre  Z"=o,  l'inté- 
grale particulière  de  l'équation  Z'  =  o,  déduite  de  la  condition   .   •     =o, 

ne  satisfera  pas  à  l'équation  Z"=o,  à  moins  que  l'on  n'ait  en  même 

d-y  d3r  .    •     •   i 

temps    .    ,    =.o  et    .  ; .   =  o  ;  et  ainsi  de  suite. 
1      dx  an  dx-  a  a 

Si  l'on  a 

d'y  d3y  ,,,.„. 

-= — y-  =  o,      -j — ^  =  0,...     a  I  îiiHii!. 
dxda  dx-da 

on  prouvera,  comme  dans  le  n°  13,  que  la  condition  ,  ~.  =o  ne  don- 
nera plus  une  intégrale  particulière;  et  de  là,  par  un  raisonnement  sem- 
blable à  celui  du  n°  14,  on  déduira  une  règle  pour  trouver  immédiate- 
ment l'intégrale  particulière  d'une  équation  différentio-différentielle 
Z'=  o  sans  connaître  aucune  de  ses  intégrales  complètes. 

O  Û?3V 

Celte  règle  consiste  à  supposer  égale  à  -  la  valeur  de  ~~  tirée  de 

l'équation  proposée  Z'=  o  au  moyen  de  la  différentiation;  on  aura  ainsi 

deux  équations  en  x,  y,  -f-,  -—-■,  d'où  éliminant  C-T±~  à  l'aide  de  la  même 
^  J     dx    dx2  dx- 

équation  Z'=  o,  on  aura  deux  équations  en  x,  y,  -j-  qui  devront  s'accor- 
der entre  elles  et  se  réduire  à  une  même  équation,  si  la  proposée,  est  sus- 
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ceptible  d'une  intégrale  particulière  ;  et  alors  cette  équation  sera  l'inté- 
grale particulière  cherchée. 

36.  Si  l'équation  différentio-différentielle  Z'  =  o  était  telle,  que  l'on 

eût 

d7J  =  A'  cl  & 
dx- 

alors  la  condition  de  ~^  =  -  donnerait  cette  équation  unique  A  =o; 
par  conséquent,  en  chassant  la  quantité  -~  au  moyen  des  deux  équations 

A'=  o,     Z'  =  o, 

la  résultante  sera  toujours  une  intégrale  particulière  de  la  proposée  Z'  =  o. 
Or  dans  ce  cas  on  peut  aussi  trouver  aisément  l'intégrale  finie  et  com- 
plète de  la  même  équation.  En  effet,  puisque  Z'=  o,  on  aura  aussi,  en 
différenliant, 

dZ'=A'd^  =  o; 
dx- 

donc  ou  A'—  o,  ce  qui,  comme  nous  venons  de  le  voir,  donne  l'intégrale 
particulière,  ou  d-~ri=o,  et  par  conséquent 

d'y  dr  ,  ax1       , 

-j^-  —  a,      -r-  =  ax  -ho,      y= 1-  bx  -+-  c, 

dx2  dx  2 

a,  b,  c  étant  trois  constantes  arbitraires;  or  comme  l'équation  Z'=o 
n'est  (hypothèse)  que  du  second  ordre,  il  s'ensuit  que  son  intégrale  finie 
et.  complète  ne  peut  renfermer  que  deux  constantes  arbitraires;  ainsi,  si 

l'on  y  substitue  les  valeurs  précédentes  de  y,  -f-  et  -r^>  il  viendra  néces- 

sairement  une  équation  entre  les  constantes  a,  b,  c,  sans  x  ni  y,  par  la- 
quelle il  faudra  déterminer  l'une  de  ces  constantes  par  les  deux  autres, 
qui  resteront  par  conséquent  arbitraires. 

De  là  on  peut  déduire  la  forme  générale  de  ces  sortes  d'équations;  car 
IV.  8 
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soil,  en  général,  c  une  fonction  de  a  et  b  représentée  par  f{a,  b),  et 
puisqu'on  a 

d2r        ,        dy  dy  d-y 

a  =  —~  -,      b  =  -f- ax  =  -j x  -.—  > 

dx-  ax  ax  dx2 

on  aura 

__  ffd'T    dy  _     d2y\  . 
^  \dx2  '   <ir  cfa;2  /  ' 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

ax2        . 
y  = h  bx  -t-  c, 

on  aura  celle-ci 

dy       x2  d2y       f/d2y    dy  d2y\ 

dx        2   dx2      ^  \  dx2     dx       '    dx'  j 

ou  bien,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité  -j-—p,  -£-  —  p  , 

y  =  px—  ~-^f{p',  p  —  xp'); 

toute  équation  donc  qui  sera  réductible  à  cette  forme  aura,  comme  celle 
du  n°  17,  la  propriété  de  pouvoirêtre  facilement  intégrée  au  moyen  d'une 
nouvelle  différentialion,  et  son  intégrale  finie  et  complète  sera 

y= 1-  bx  -\-f(a,  b), 

laquelle  représente  toujours  une  parabole. 

De  plus,  l'équation  précédente  aura  la  propriété  d'admettre  toujours 
une  intégrale  particulière,  qu'on  trouvera  en  éliminant/?'  au  moyen  de 
l'équation. 

_  f!  h-  df{P''  P~P'XÏ  —  0 
2  dp' 

et  qui  pourra  représenter  différentes  courbes. 

L'équation  qui  a  servi  d'exemple  dans  le  n"  30  est  comprise  sous  la 
forme  précédente. 
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37.  La  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  les  intégrales  particu- 
lières des  équations  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  peut 
s'appliquer  aisément  aux  équations  d'un  ordre  quelconque  plus  élevé. 

Soit  par  exemple  Z '=  o  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre, 

Z"  étant  une  fonction  de  x,  y.  -?-,  -t^-->  —-;■>  si  l'on  connaît  son  intégrale 

dx    dx'    ilxi 

iinie  et  complète  V=o,  V  étant  une  fonction  de  x,  y  et  de  trois  con- 
stantes arbitraires  a,  b,  c,  on  déterminera  l'intégrale  particulière  de 

l'équation  Z"=  o  en  éliminant  les  trois  quantités  a,  b,  c  et  les  deux  ^ 
-y-  de  ces  six  équations 

xr  dy  d-y 

Y=0'  ix-^0'  ^-^=°' 


dy       dy  db        dy  de 
da       db  da       de  da 

d'y            d'y     db          d'y 
da  dx         db  dx   da       de  dx 

de 
da 

=  0, 

d3y           d3y    db          d3y 

de 

=  o 

dadx'       dbdx'  da       dedx-  da 

Si  l'on  connaît  seulement  une  des  intégrales  complètes  aux  premières 
différences  telle  que  Z  —  o,  Z  étant  une  fonction  de  x,  y,  —  et  de  deux 
constantes  arbitraires  a  et  b,  on  déterminera  l'intégrale  particulière  en 

da 


éliminant  les  quantités  a,  b,  -r-,  au  moyen  de  ces  quatre  équations 


v  d  r 

Z  =  o,      -j-^ p  =  o, 

dx-       ' 

d'y  d-y     db  

dxcla  dxdb    da 

d3y  d3y    db  _ 

dx'da  dx'db  da 


Si  l'on  ne  connaît  qu'une  intégrale  complète  aux  secondes  différences, 
telle  que  Z' —  o,  Z'  étant  une  fonction  de  x,  y,  -—-,  ~7i  et  d'une  con- 
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stante  arbitraire  a,  on  pourra  déterminer  l'intégrale  particulière  en  éli- 
minant a  au  moyen  des  deux  équations 


Z'=o, 


T 


dx-  da 


Enfin  on  pourra  aussi  déterminer  cette  intégrale  d'après  la  seule  équa- 
tion différentielle  Z"=  o;  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  chercher  par  la  dif- 

férentiation  la  valeur  de  -J-k  et  la  supposer  égale  à  -;  les  deux  équations 
qu'on  aura  de  cette  manière  devront  revenir  à  la  même,  après  l'élimina- 
tion de  -j-t  faite  par  le  moyen  de  la  proposée  Z"=  o,  si  celle-ci  est  sus- 
ceptible d'une  intégrale  particulière,  et  alors  l'équation  résultante  de 
l'élimination  dont  il  s'agit  sera  l'intégrale  particulière  en  question. 

On  pourra  faire  au  reste  sur  les  intégrales  particulières  des  équations 
différentielles  du  troisième  ordre  des  remarques  analogues  à  celles  qu'on 
a  faites  plus  haut  sur  les  intégrales  particulières  des  équations  du  second 
ordre;  c'est  sur  quoi  nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  nous 
étendre  davantage. 

38.  Nous  terminerons  cet  Article  par  faire  remarquer  qu'il  y  a,  dans 
chaque  ordre,  des  équations  différentielles  qui  ont  des  propriétés  ana- 
logues a  celles  des  équations  des  nos  17  et  36. 

Soit  Z"=  o  la  forme  générale  de  ces  sortes  d'équations  pour  le  troi- 
sième ordre,  on  aura  par  la  différentiation 

dZ"=A"d^  =  o; 
dx3 

d'où  l'on  tire  ou  A"=o,  ce  qui  donnera  une  intégrale  particulière 

cl 3  v*  cl  *  v*       o 

après  l'élimination  de  la  quantité -t-^î  parce  qu'alors  -—  —  -■.  ou  bien 

e?y4  —  o,  ce  qui  donnera  l'intégrale  complète 


dx3 


dx3 
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d'où 

•  d2r  ,       dr       ax2        ,  .     ax3        bx- 

-r-  =ax  -+-  b,      -^-  = 1-  bx  -f-  c,      y  =  — -  H h  ex  +  e; 

ax-  ax         i  2.5         i 

or  comme  l'équation  Z"=  o  n'est  que  du  troisième  ordre,  son  intégrale 

finie  et  complète  ne  peut  renfermer  que  trois  constantes  arbitraires;  par 

conséquent,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs  précédentes 

,  dr    d2r    d3r    ...  ,  ,  . 

de  y,  -j—>  -~,  ~-,  il  arrivera  nécessairement  nu  on  aura  une  équation 
J     dx    dx2    dx3  l  l 

entre  les  constantes  a,  b,  c,  e  sans  x  ni  y,  par  laquelle  il  faudra  déter- 
miner une  de  ces  constantes  par  les  trois  autres. 
Supposons  donc,  en  général,  que  l'on  ait 

e  =f[a,  b,  e), 

et  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité 

dr dp ,      dp'  „ 

dx      "'     dx      "  '     dx     :  "  ' 
on  aura 

«—/?",     b  =  p'  —  xp",     c=p  —  xp'-\ !—  ; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

ax3       bx2 

r=  — ~  H h  ex  -+-  e, 

2.3  2 

on  aura  pour  la  formé  générale  des  équations  dont  il  s'agit 

x3p"         x2p'  /./,/,  „  ,        x2p" 

T=  -^y +  «P  +/  [p  >  P  -  xp  ,  p  -  xP' +  -£- 

L'intégrale  finie  et  complète  sera 

ax3        bx2  . 

y=  — ~  H h  ex  -+-  fia,  b,  c); 

■       J         2.3  2  j  \    >     '     /> 

et  l'intégrale  particulière  se   trouvera  en   éliminant  p"  au  moyen  de 
l'équation    - 

A,3  Clf  \P">    P'-  XP"'    P  -  XP'+    ^f"  -, 

2 . 3  dp" 
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Article  V.  —  Des  intégrales  particulières  des  équations'  aux 
différences  partielles ,  avec  des  remarques  nouvelles  sur  la 
nature  et  sur  l'intégration  de  ces  sortes  cl  équations. 

39.   Soit 

V=o 

une  équation  entre  trois  variables  x,  y,  z  et  deux  constantes  a,  b;  je  dis 
qu'on  en  peut  déduire  une  équation  à  différences  partielles  du  premier 
ordre  dans  laquelle  les  constantes  a  et  b  ne  se  trouvent  plus.  En  effet, 
supposons  qu'en  faisant  varier  à  la  fois  x,  y  et  z  on  ait 

dz  =  pdx  -+-  q  dy, 

p  et  q  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z,  a  et  b;  donc  en  regardant  z 

comme  une  fonction  de  x  eiy,  on  aura,  suivant  la  notation  ordinaire  des 

différences  partielles, 

dz  dz 

dx=P'      dï  =  1; 


qu'on  élimine  les  deux  quantités  a  et  b  dans  les  trois  équations 

dz  dz 

dx       r  dr 


dz  dz 


et  l'on  aura  pour  résultante  une  équation  entre  x,  y,  z  et  -j—>  -r-,  où  les 

constantes  a  et  b  ne  se  trouveront  plus,  et  que  nous  représenterons,  en 

général,  par 

Z  =  o. 

On  peut  donc  regarder  l'équation  finie  V  =  o  comme  l'intégrale  com- 
plète de  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre  Z  =  o; 
et  comme  les  deux  constantes  a  et  b  demeurent  arbitraires  clans  l'équa- 
tion -V=o,  il  s'ensuit  que  l'intégrale  complète  de  toute  équation  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  entre  trois  variables  doit  néces- 
sairement renfermer  deux  constantes  arbitraires. 
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Soit  par  exemple  l'équation  finie 

z  =  a  -+-  bx  -+-  mby; 

on  a  par  la  différentiation 

dz  =  bdx  -t-  mbdy; 


donc 


dz        ,       dz  . 

—r-  =  b,      -j-  =  mb, 
dx  dy 


et  éliminant  a  et  b,  on  aura 

dz_  _dz_ 

dx       dy 

équation  dont  l'intégrale  complète  sera  donc 

z  =  a  +  b  {x  -+-  my), 

aetb  étant  arbitraires. 

Soit  l'équation 

z  =  a  -+-  bx  -l-  cy, 

dans  laquelle  c  soit  une  fonction  quelconque  de  a  et  6,  que  nous  dési- 
gnerons par  /(a,  b);  on  aura  par  la  différentiation 

dz  dz  , 

-j-  =  o,     -j- =  c=/(a,  o); 

donc 

.3  =:  <Z   -)-  4?  -; hf-p! 

m       *    dy 
d'où 

"  dx       '    rfj  ' 

par  conséquent  l'équation  différentielle  sera 

^.z  „  I  dz         _  </z     É?2  \ 

dy      J  \  dx  dy*  dx] 
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laquelle  aura  pour  intégrale  complète 

z  =  a  -+-  bx  -hf[a,  b)y. 

Soit  encore  l'équation 

z  =  c  -+-  ax  +  by     et     c  =f(a,  b), 

on  aura  par  la  différentiation 

dz  dz  , 

dx  dy 

donc  l'équation  différentielle  sera 

dz  dz       f(dz     dz\ 

dx  dy      J  \dx'  dyj 

et  son  intégrale  complète  sera 

z  =f(a,-b)  -+-  ax  ■+■  by. 

40.  Nous  avons  supposé  les  quantités  a  et.  b  constantes;  mais  si  elles 
étaient  variables  on  parviendrait  toujours  à  la  même  équation  différen- 
tielle Z  =  o,  pourvu  que  l'on  eût  également 

dz  =  pdx  -+-  q  dy, 

comme  dans  le  cas  où  ces  quantités  seraient  constantes;  car  il  est  clair 
<pie  le  résultat  de  l'élimination  de  a  et  b,  dans  les  équations 

dz  dz 

sera  toujours  le  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  b.  Or  en 
faisant  varier  à  la  fois  les  quantités  x,  y,  z,  a  et  b,  on  aura 

dz  =  pdx  -h-  qdy  +  rda  -+-  sdb  ; 

donc  la  condition  dont  il  s'agit  aura  lieu  si  rda  ■+-  sdb  =  o,  par  consé- 
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quent  si  l'on  détermine  les  quantités  a  et  b  en  sorte  que  l'on  ait 

rda  H-  sdb  =  o, 

et  qu'on  substitue  ensuite  leurs  valeurs  dans  l'équation  finie  V  =  o,  on 
aura  une  nouvelle  intégrale  de  l'équation  proposée  Z  =  o. 

41 .  La  manière  la  plus  simple  de  satisfaire  à  l'équation 

r  da  -+-  s  db  =  o 

est  de  supposer  séparément 

r  =  o,      s  =  o, 

ce  qui  donne  deux  équations  qui  serviront  à  déterminer  a  et  b.  Or,  en 
regardant  z  comme  fonction  de  a  et  b,  il  est  visible  que 

dz         dz 

r~Ta      '—db' 

donc  les  deux  conditions  dont  il  s'agit  seront  représentées  par 

dz  _         dz  

da         '     db  ' 

lesquelles  étant  analogues  à  la  condition  -f  =  o  que  nous  avons  trouvée 

dans  l'Article  I  pour  la  détermination  des  intégrales  particulières  des 
équations  à  deux  variables,  on  pourra  regarder  aussi  les  intégrales  pro- 
venantes de  ces  conditions  comme  des  intégrales  particulières  des  équa- 
tions a  différences  partielles  entre  trois  variables. 

42.  Prenons  par  exemple  l'équation 

dz  dz  I  dz     dz\ 

dx      ■*  dy  \dx'  dy) 

dont  nous- avons  déjà  vu  que  l'intégrale  complète  est  (39) 

z  —f(a,  b)  ■+■  ax  -t-  by. 
IV.  o 
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En  faisant  varier  successivement  a  et  b,  on  aura 

dz  _  df(a,  b)  dz  _  df{a,  b) 

da  da  *     db  ~        db  '   ' 

ainsi  on  aura,  pour  la  détermination  de  l'intégrale  particulière,  les  deux 

équations 

df(a,b)  df(a,b) 

X  H J    ,  '  =  O,  Y  H ^77 '   =  O, 

da  J  db 

au  moyen  desquelles  on  éliminera  a  et  b  de  l'équation 

z  =/(  a,  b  )  +  ax  +  6j; 

et  la  résultante  sera  l'intégrale  particulière  qu'on  cherche. 
Supposons  que  l'équation  proposée  soit 


dz  dz       .  t  ■/        TdTy      Jdz 

z=r^+xTx  +  h\l+\dx)+{d.y 

on  aura  dans  ce  cas 


donc- 


ainsi  on  aura  d'abord  cette  intégrale  complète 


f(- 
J\dx 

,_b)  = 

,dA- 

dy) 

/(«»  b 
ha 

)  =  AV 

+  (ë)2-*- 

($)"' 

df(a 

'i  -+-  a2  +  6% 
db 

hb 

da 

v/i  -s-  «2- 

+-62 

Ji-hce-h  b2 

z  =  h  y/i  -+-  a2  H-  A2  -t-  «X  +  /y  ; 

ensuite,  pour  avoir  l'intégrale  particulière,  il  n'y  aura   qu'à  éliminer 
dans  cette  équation  les  quantités  aetb  au  moyen  de  ces  deux-ci 

/;«  Ai 

a;  H —  =^  =  o,      ^-  h —  =  o, 

\/i  -+-  a2  -t-  b-  y i  +  a2  -+-  b' 
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lesquelles  donnent 


,      b  = J        —-      \/i  -4-  a2 H-  b2 


\/h2  —  x1  —  y2  \jli2  —  x2  —  f  \/h'  —  x2  —  y 

de  sorte  que  l'intégrale  particulière  sera 


z  =  \jk2  —  x2  —  y2. 

43.  Pour  rendre  plus  sensible  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les  intégrales 
particulières  des  équations  aux  différences  partielles  et  celles  des  équa- 
tions différentielles  à  deux  variables,  on  remarquera  que,  si  l'on  exprime 
les  variables  x, y,  z  par  les  coordonnées  rectangles  d'une  surface  courbe, 
l'équation  V  =  o  pourra  représenter  une  infinité  de  surfaces  courbes,  en 
donnant  aux  arbitraires  a  et  b  toutes 'les  valeurs  possibles,  et  chacune 
de  ces  différentes  surfaces  satisfera  également  à  l'équation  du  premier 
ordre  Z=o;  ensuite  on  prouvera,  par  un  raisonnement  semblable  à 
celui  des  nos  21  et  suivants,  que  la  surface  qui  touchera  toutes  celles-ci 
satisfera  aussi  à  la  même  équation  différentielle  Z  =  o;  enfin  on  démon- 
trera aisément  que,  pour  avoir  l'équation  de  la  surface  touchante  dont  il 
s'agit,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  a  et  b  de  l'équation  V  =  o  au  moyen  des 
deux  équations 


dz  _         dz 
da         '     db 


■  o; 


d'où  il  s'ensuit  que  cette  surface  touchante  exprimera  l'intégrale  parti- 
culière de  l'équation  Z  =  o;  ce  qui  est  conforme  à  la  théorie  donnée 
dans  l'Article  III  relativement  aux  lignes  courbes. 

44.  Pour  confirmer  cette  théorie  par  un  exemple,  supposons  qu'on 
demande  la  surface  courbe  qui  aura  cette  propriété,  qu'en  menant  d'un 
point  donné  sur  un  quelconque  des  plans  touchants  de  cette  surface  une 
perpendiculaire,  elle  soit  toujours  d'une  même  grandeur  donnée. 

Il  est  d'abord  visible  qu'une  sphère  décrite  autour  du  point  donné  avec 
un  rayon  égal  à  la  grandeur  donnée  satisfera  à  la  question;  mais  comme 

9- 
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dans  cette  solution  tout  est  déterminé  et  que  le  Problème  conduit  natu- 
rellement à  une  équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre, 
comme  on  le  verra  ci-après,  il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  avoir  de  cette  ma- 
nière qu'une  solution  particulière  du  Problème. 

De  plus,  il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  plans  qui  résolvent  ce 
Problème;  car  il  suffit  pour  cela  que  la  position  du  plan  soit  telle,  que  la 
perpendiculaire  qu'on  y  abaisserait  du  point  donné  soit  égale  à  la  gran- 
deur donnée;  et  si  l'on  cherche  l'équation  générale  de  tous  les  plans  qui 
ont  celte  propriété,  on  verra  sans  peine  que  cette  équation  renfermera 
deux  constantes  arbitraires;  de  sorte  qu'on  pourra  la  regarder  comme 
l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  du  Problème. 

Enfin  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  tous  les  différents  plans  dont  il 
s'agit  toucheront  une  surface  sphérique  décrite  autour  du  point  donné 
avec  un  rayon  égal  à  la  valeur  donnée  de  la  perpendiculaire;  c'est-à-dire 
la  même  surface  qui  nous  a  déjà  donné  une  solution  particulière  du 
Problème. 

Appliquons  maintenant  le  calcul  à  cette  question,  et  nommons*,  i,  u 
les'  trois  coordonnées  rectangles  qui  répondent  à  un  point  quelconque 
d'un  des  plans  touchants  de  la  surface  cherchée  dont  les  coordonnées 
rectangles  et  parallèles  à  celles-là  sont  x,  y,  z;  on  aura,  par  la  nature  du 

plan,  l'équation 

u  =  l  -+-  ms  ■+■  nt, 

l,  m,  n  étant  des  constantes.  Or,  puisque  le  plan  et  la  surface  passent  par 
un  même  point,  on  aura  dans  ce  point  s  —  x,  t=y,  u  —  z,  donc 

z  =  l  -+-  mx  -t-  iiy,     d'où      /  =  z  —  mx  —  ny; 

ensuite,  puisque  dans  le  même  point  le  plan  et  la  surface  se  touchent,  on 

aura  aussi 

du        dz  du        dz 

ds       dx  dt        dy  ' 


du  du 

-=-  =  m,      —r 
ds  dt 


n; 
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donc 

dz  dz 

m  =  -7-  t      11=  -=—  î 
m  dy 

et  par  conséquent 

dz  dz 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  plan  touchant,  elle  de- 
viendra 

dz  dz  dz  dz 

u  =  s  —. h  t  —, — h  z. —  X  -j Y  T" 

.    dx  dy  ax      '    dy 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  donné  soit  l'origine 
des  coordonnées,  et  cherchons  l'expression  générale  de  la  perpendicu- 
laire menée  de  ce  point  sur  le  plan  dont  l'équation  est 

u  =  l  -+-  ms  -+-  nt; 

soit  p  la  valeur  d'une  ligne  menée,  du  point  dont  il  s'agit  à  un  point  quel- 
conque de  ce  plan,  on  aura,  en  général, 

p-z=  s2  -h  t-  -+-  lC, 

et,  dans  le  cas  où  cette  ligne  devient  perpendiculaire,  on  aura  dp  =  o  et 

par  conséquent 

s  ds  -+-  t  dt  -+-  u  du  =  o  ; 

mais  l'équation  au  plan  donne 

du  =  m  ds  -t-  n  dt, 


donc 

et  par  conséquent 

d'où  l'on  tire 
donc 


[s  +  mu  )ds  -+-  (t  -h  nu)  dt  =  o, 

s  -+-  mu,  =  o,      /  +  nu  =  o, 

s  =  —  mu,     t  =  —  nu  ; 

u  —  l  —  ni-  u  —  n2  u  ; 
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donc 


:  S2  -+-  t'1  -+-  U1  =  (  i  -+-  m2  -+-  ri)  «2  = 


/?'' 


donc 


y/ 1  -+-  m2  -t-  «2 


donc,  substituant  pour  /,  w,  «  les  valeurs  trouvées  ci-dessus,  on  aura 
enfin  pour  l'expression  générale  de  la  perpendiculaire  p 


dz         dz 

dx      y  dy 


vM£HI 


Supposant  donc  cette  perpendiculaire  égale  à  une  constante  donnée  h, 
on  aura  enfin 


pour  l'équation  du  Problème. 

Cette  équation  est  la  même  que  nous  avons  déjà  traitée  plus  haut  (42), 
et  dont  nous  avons  trouvé  que  l'intégrale  complète  est 


z  =  ax  ■+■  by  -t-  h  \/ï  -+-  a2  -+■  6: , 
et  que  l'intégrale  particulière  est 


Z  =  v/A2  —  a;2  —  j»; 

ce  qui  s'accorde  avec  les  conclusions  trouvées  ci-dessus. 

45.  Si  l'on  rapproche  la  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  les 
intégrales  particulières  des  équations  aux  différences  partielles  de  celle 
que  nous  avons  donnée  plus  haut  sur  les  intégrales  particulières  des 
équations  différentielles  à  deux  variables,  on  en  pourra  déduire  une  règle 
analogue  à  celle  des  nos  15  et  24  pour  trouver  les  intégrales  particulières 
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sans  connaître  les  intégrales  complètes;  car  on  prouvera  aisément,  par 
des  principes  analogues  à  ceux  qu'on  a  employés  clans  les  endroits  cités, 
que,  dans  le  cas  de  l'intégrale  particulière,  les  différences  des  quantités 

-j-i  -f  déduites  de  l'équation  différentielle  proposée  Z  =  o,  au  moyen 

d'une  nouvelle  différentiation,  devront  rester  indéterminées. 

Ainsi,  si  après  avoir  différentié  l'équation  Z  =  o,  et  avoir  fait  dispa- 
raître les  fractions  on  a  une  équation  de  la  forme 

Md~+^dc^-  -hl?dx  +  Qdy  =  o, 

M,  N,  P,  Q,  R  étant  des  fonctions  connues  et  entières  de  x,  y,  z,  —,  (-^, 

17  dx    dy 

il  faudra,  pour  obtenir  l'intégrale  particulière  de  l'équation  dont  il  s'agit, 

faire  séparément  les  quantités  M,  N,  P,  Q  chacune  égale  à  zéro;  ce  qui 

donnera,  comme  l'on  voit,  quatre  équations,  lesquelles  étant  combinées 

avec  l'équation  Z  =  o  donneront,  par  l'élimination  des  deux  quantités 

-j—>  -y-j  trois  équations  finales  en  oc,  y,  s,  qui  devront  avoir  lieu  en  même 

temps.  Par  conséquent,  si  ces  équations  ont  un  facteur  commun,  ce  fac- 
teur sera  l'intégrale  particulière  cherchée;  sinon  la  proposée  n'admettra 
point  d'intégrale  particulière. 

46.  Si  l'équation  Z  =  o  était  telle,  que  l'on  eût  par  la  différentiation 

dZ^Ad~+Bd~, 
dx  dy 

alors  on  aurait  l'équation  différentielle 

.    .  dz  dz 

A  d  -, — h  B  d  -,-  =  o, 
dx  dy 

et  les  conditions  de  l'intégrale  particulière  seraient  remplies  en  faisant 
A  =  o  et  B  =  o;  on  n'aurait  donc,  dans  ce  cas,  que  deux  équations  de 

condition,  lesquelles  serviraient  à  éliminer  les  deux  quantités  -4-,  ~ 
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dans  l'équation  Z  =  o;  et  l'équation  résultante  serait  toujours  l'intégrale 
particulière  de  cette  même  équation  Z  =  o. 

Au  reste  on  peut  aussi  trouver  son  intégrale  complète  en  remarquant 
que  l'équation 


donne  aussi 


d'où 


dx  dy 


,  dz  ,  dz 

a  -y-  =  o,     d  -7—  =  o, 
dx  dy 


dz  Tr 

-=—  =  a     et     z  =  ax  -+-  Y, 
dx 


a  étant  une  constante  et  Y  une  fonction  de  y  sans  x;  mais,  puisqu'on 
doit  avoir  en  même  temps  d  -j-  =  o,  il  faudra  que  d  -3-  =  o,  donc 

-5-  =  o,     et     Y  =  67  -1-  c, 

6  et  c  étant  des  constantes  ;  donc 

z  =:  ax  -+-  by  -+-  c  ; 

si  l'on  substitue  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  différentielle  Z  =  o, 
il  arrivera  nécessairement  que  les  quantités  x  et  y  s'en  iront  et  que  l'on 
aura  une  équation  entre  les  constantes  a,  b,  c,  par  laquelle  il  faudra  en 
déterminer  une  par  les  deux  autres. 

Soit  donc,  en  général,  c  =f(a,  b),  l'intégrale  complète  sera  alors 

3=a»+  by  -+-f(a,  b  ), 

et  l'équation  différentielle  sera,  comme  on  l'a  déjà  vu  (39), 

dz  dz       f  I  dz     dz\ 

dx  dy      J  \dx'   dy  j  ' 

c'est  la  forme  générale  des  équations  différentielles  qui  peuvent  avoir  la 
propriété  dont  il  s'agit. 
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En  effet,  si  l'on  différentie  cette  équation,  on  aura,  à  cause  de 

,        dz    ,         dz    , 

dz  ~  -T-  dx  -+-  -r-  dy, 
dx  dy 

n  at  /y   <i    I  •}   il  1  q  n  n  t\  a  a  f   

dr 


celle-ci,  où  je  mets,  pour  plus  de  simplicité,  p  et  q  à  la  place  de  -r1  et 


ainsi  l'on  aura  pour  l'intégrale  particulière  les  deux  équations 
df{p,q)  df(p,q) 

x  h — J  f  *   —  o,     r-\ —    ,        =  o, 

dp  J  dq 

à  l'aide  desquelles  il  faudra  éliminer  les  quantités/?  et  q  dans  la  proposée 

z  —  px  -+-  qy  +f{p,  q). 

Et  il  est  visible  qu'on  aura  de  cette  manière  le  même  résultat  que  par  la 
méthode  du  n°  42. 

Les  équations  à  différences  partielles  de  la  forme  dont  il  s'agit  répon- 
dent, comme  l'on  voit,  à  celles  qu'on  a  considérées  plus  haut  (17). 

47.  Nous  avons  vu  ci-dessus  (40)  que,  pour  que  l'équation  finie  V— o 
satisfasse  à  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre  Z  =  o, 
sans  supposer  que  les  arbitraires  a  et  b  soient  constantes,  il  suffit  que  ces 
quantités  soient  telles,  que  l'on  ait  la  condition 


; 

■da-h  sdb  = 

0, 

c'est-à-din 

3,  à  cause 

de 

/': 

_dz 
da 

>      s  = 

dz 
db 

suivant  la 

notation 

ordinaire, 

dz 
da 

da  -+- 

dz    ik 
dbdb 

=  i 

IV. 
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Dans  les  nos  41  et  suivants  nous  avons  satisfait  à  cette  condition  en  fai- 
sant séparément  y-  =  o  et  -n-  =  o,  ce  qui  nous  a  donné  l'intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  Z  =  o;  mais  il  est  clair  que  cette  supposition  est 
trop  limitée  et  qu'on  peut  remplir  la  condition  dont  il  s'agit  d'une  ma- 
nière plus  générale.  En  effet,  comme  il  y  a  deux  indéterminées  a  et  b,  on 
peut  supposer  que  l'une  soit  une  fonction  quelconque  de  l'autre,  par 
exemple, 

(en  prenant  la  caractéristique  <p  pour  dénoter  une  fonction  indéterminée); 
substituant  cette  valeur  de  b  en  a  et  faisant 

do(a)  =  tp'(a)  cla, 

on  aura  l'équation  de  condition 

dz        dz     , 

_  +  _5.?(a)  =  o, 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  éliminer  a  dans  l'équation  V ■=  o. 
L'équation  résultante  de  cette  élimination  satisfera  également  à  l'équa- 
tion différentielle  Z  =o,  et  comme  elle  renferme  une  fonction  arbitraire, 
elle  sera  beaucoup  plus  générale  que  l'intégrale  complète  V  =  o;  c'est 
pourquoi,  et  pour  la  distinguer  de  celle-ci,  nous  la  nommerons  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  Z  =  o. 

48.  Ainsi  donc,  connaissant  l'intégrale  complète  d'une  équation  à  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre,  on  pourra  toujours,  par  la  méthode 
précédente,  en  déduire  l'intégrale  générale,  laquelle  résoudra  la  même 
équation  clans  toute  son  étendue.  Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  supposer  que 
dans  l'intégrale  complète  l'une  des  deux  arbitraires  soit  une  fonction 
quelconque  de  l'autre,  différentiel1  ensuite  cette  intégrale  en  faisant  va- 
rier uniquement  l'arbitraire  restante,  et  éliminer  celte  arbitraire.  Appli- 
quons cette  méthode  a  quelques  Exemples. 
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Soit  proposée  d'abord  l'équation 

dz  _      dz 
dy  dx 

dont  nous  avons  vu  ci-dessus  que  l'intégrale  complète  est 

z  =  a  -+-  b(x  -h  my). 

Je  fais  a  =  <p  (b),  j'ai 

z  =  cp  (  b  )  -l-  6  (  a:  -t-  /nj.)  ; 

je  différentie  en  faisant  varier  b  seul  et  divisant  par  db,  j'ai 

cp'  (  6  )  -+-  a?  -t-  wy  =  o  ; 

au  moyen  de  ces  deux  équations  on  éliminera  b  et  l'on  aura  l'intégrale 

générale.  Or  comme 

—  cp'  (  b  )  ==  x  -+-  my, 

on  aura  b  égale  à  une  fonction  de  x  +  my;  par  conséquent 

cp!  b)  -+-  b  {x  -t-  /n^-) 

sera  aussi  nécessairement  une  fonction  de  x  -+-  my,  fonction  qui  restera 
indéterminée,  à  cause  que  <p(b)  est  une  fonction  indéterminée  de  b.  Ainsi 
l'on  aura  pour  l'intégrale  générale  de  la  proposée 

z  =  <P(x  -+■  my), 
la  caractéristique  $  dénotant  une  fonction  quelconque. 

49.  Soit  l'équation 

dz  dz        .  I  dz     dz 

dx  dy      ^  \dx'  dy 

dont  l'intégrale  complète  est  (39) 

z  =f(a,  b)  -t-  ax  -+-  by; 
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faisons  b  =  <p(a),  on  aura 

z  =f[a,  <p(a)]  -t-  ax  -y-  a(a)y, 
et  faisant  varier  a  seul,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  da, 

f'[a,  cp(a)]  -4-  x  -4-  tp'(«)j-  =  o; 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  a  au  moyen  de  ces  deux  équations. 
Si  l'équation  était  par  exemple 


dz  dz        ,      I         fdz\2       fdz 

z  =  xdi+^Tr  +  h\/l+\Tx)  +{dj- 

comme  dans  le  Problème  du  n°  44,  on  aurait 


fia,  b )  =  Il  \Ji  +  a1  ■+■  b7 ; 
faisant  donc  b,  =  <p  (a),  on  aurait  ces  deux  équations 


=  ax  -+-  o 


(a)y-i-  h  Ji  -h  a-+  [cp(a')]2 


x  -4-  œ '  (  a  )  y  ■+-  h        .  =  o, 

y/H-  a2+  [<?(«)]2 

d'où  il  faudrait  éliminer  a;  on  aurait  ainsi  la  solution  générale  du  Pro- 
blème dont  il  s'agit. 

Cette  élimination  est  impossible,  en  général,  c'est-à-dire  tant  que  la 
fonction  <p(a)  est  indéterminée;  ainsi  nous  nous  contenterons  d'exami- 
ner quelques  cas  particuliers. 

Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  simple, 

<p(a)  =  m  ■+-  na, 
m  et  n  étant  des  coefficients  constants  quelconques,  on  aura 

<p'(a)  =  n, 
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et  les  deux  équations  précédentes  deviendront 


z  =  a  (x  -+-  ny  )  -+-  my  +  /iy'i  +  aI+'(  m  ■+-  na )■ , 

,       (1  -f-  ri2)  a  -t-  mn 
x  -+-  ny  -f-  «  -— ===^=  =  o. 
y/ 1  -+-  «2  -l-  (  m  +  ««  )2 

Pour  chasser  a  de  ces  deux  équations,  je  commence  par  tirer  de  la  se 
conde  la  valeur  du  radical,  j'ai 


\j  j  -+-  a2  -+-  (  m  -+-  na  )-'  =  —  h 


n'  )  a  ■+■  mn 


x  -f-  >})■ 

ce  qui,  étant  substitué  clans  la  première,  donne 


:  a  \  x 


(  i  H-  il2  )  h2  1                       mn  h- 
ny —     -t-  my 

x  -+-  ny     I  -         x  -h  /n- 


Maintenant  je  carre  l'équation  précédente  et  je  la  réduis  à  celle-ci 


ni- ii- h-  —  (i  -t-  m2)  (x  -t-  ny)2 

.  i  -+-  n-   a1  -f-  2  /n  na  -I ^ — •—-  —  o, 

( i  -f-  n2 )  li2  —  (x  -h  ny)2 


d'où  je  tin 


\/i  ■+■  m2  -+-  n2  x  -+-  ny 


i  -+-  n2  .  +  n2         v/( I  +  n2)/p_  {x  _,_  nyj ' 


cette  valeur  étant  enfin  substituée  dans  l'équation  ci-dessus,  on  aura 
celle-ci 

_ /n  (  y  —  nx  )       \/ 1  -+-  m2  -t-  n2 


i  -+-  7?-  i  -+-  n: 


y/(  i  +  n2  )  h2  —  (  x  -t-  «j)2 . 


Cette  équation  est  celle  d'un  cylindre  droit  qui  a  le  rayon  de  la  base 
égal  à  h;  en  effet,  si  l'on  change  les  deux  coordonnées  rectangles  a:,  y 
en  deux  autres  aussi  rectangles  x' ,  y',  telles,  que 


x  -+-  ny ,        y  —  nx         , 

\/l-\-n2  \j\^rll2 


m  y'       .    y/ 1  -4-  m'  -f-  n2    ,-. - 

■  ± ,  —  \jk-  —  x2, 

\/i  -+-  n1  \J  i-h  ri' 
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et  si  l'on  change  encore  les  deux  coordonnées  z,y'  en  deux  autres  z',  y" 

telles,  que 


z  y/i  -l-  n-  —  my' ,       y'  y/i  -+-  n-  -+-  mz u 


y'  i  -+-  m2  -+-  n1  y/ 

on  aura  cette  équation-ci 


z'=  y/Ti2  —  x'2, 

laquelle  est  évidemment  celle  d'un  cylindre  droit  dont  l'axe  coïncide 
avec  l'axe  des  coordonnées  y",  et  dont  la  hase  a  le  rayon  égal  à  h. 

Or,  comme  en  changeant  les  coordonnées  nous  n'avons  fait  que  chan- 
ger la  position  du  cylindre  relativement  aux  coordonnées  primitives  x, 
y,  ;,  il  s'ensuit  que  tout  cylindre  droit  dont  l'axe  passera  par  le  point 
donné  qui  a  été  pris  pour  l'origine  des  coordonnées  et  dont  la  base  aura 
la  quantité  h  pour  rayon,  satisfera  au  Problème  du  n°  44;  ce  qui  est  évi- 
dent par  soi-même. 

Supposons 

ce  qui  donne 

on  aura  alors  ces  deux  équations 


y/ 1  H-  d 


ax  -h  y  y//«'2  —  i  —  a-  -+-  hk, 


y//f 2  —  I  —  d- 

d'où,  éliminant  a,  il  viendra 


:  O, 


z  =  lik  -+-  y//i!  —  i2  sjx2  -+- y2, 

équation  à  un  cône  droit  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  des  ordonnées  z, 
le  sommet  est  distant  du  plan  des  ordonnées  x,  y  de  la  quantité  hk,  et  la 

base  prise  dans  ce  plan  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  —  ;  de  sorte 

que  si  du  centre  de  la  base  on  mène  une  perpendiculaire  à  la  surface  du 
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cône,  cette  perpendiculaire  sera  égale  à  h;  ce  qui  est  la  condition  du 
Problème. 

On  trouverait  un  cône  semblable,  mais  dans  une  situation  oblique  à 
l'axe  des  ordonnées  z,  si  l'on  prenait  la  quantité  cp  (a)  telle,  que 


y/i  -t-  «2  -t-  [cp(a)]2  =  h  -+-  ma  -t-  recp(a); 

le  calcul  en  étant  un  peu  long,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Comme  la  forme  de  la  fonction  <p(a)  est  arbitraire,  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  solutions  différentes  du  Problème  proposé;  mais  il  est 
remarquable  que  la  solution  qui  donne  une  sphère,  et  qui  est  en  quelque 
façon  la  plus  simple,  n'est  point  comprise  dans  cette  infinité  de  solutions 
qui  résultent  de  l'hypothèse  que  b  est  une  fonction  quelconque  de  a. 

En  effet,  si  l'on  reprend  les  équations  générales  et  qu'on  cherche  à 
déterminer  f(a)  en  sorte  qu'il  en  résulte  l'équation  à  la  sphère 

h1  =  z'2  -+-  y1  -+-  xr, 


il  faudra  qu'en  substituant  pour  z  sa  valeur  \jh2  —  x2 — y2  et  éliminant 
ensuite  l'une  des  deux  variables  ce  ou  y  l'autre  disparaisse  aussi,  de  ma- 
nière que  l'équation  résultante  soit  uniquement  entre  les  quantités  a 
et  <p(a);  or  en  éliminant  par  exemple  ce,  on  aura  une  équation  où  y  mon- 
tera au  second  degré,  en  sorte  qu'il  faudrait  faire  évanouir  séparément 
les  coefficients  des  trois  termes  de  cette  équation  ordonnée  par  rapport 
à  y;  ce  qui  donnerait  trois  équations  au  lieu  d'une;  et  l'on  se  convaincra 
aisément  par  le  calcul  qu'il  est  impossible  de  satisfaire  à  ces  trois  équa- 
tions à  la  fois. 

Au  reste  ce  résultat  ne  doit  pas  paraître  surprenant  quand  on  considère 
que  la  sphère  est  donnée  par  une  intégrale  particulière  (44);  et  nous 
n'avons  fait  cette  remarque,  qui  peut  d'ailleurs  être  appliquée  à  toutes 
les  intégrales  particulières  des  équations  à  différences  partielles,  que 
pour  montrer  la  nécessité  d'avoir  égard  à  ces  sortes  d'intégrales  pour 
avoir  toutes  les  solutions  possibles  des  équations  de  l'espèce  dont  il  s'agit. 

Une  autre  chose  digne  d'être  remarquée,  c'est  que  les  surfaces,  qui 
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représentent  l'intégrale  particulière  et  l'intégrale  générale  d'une  même 
équation  à  différences  partielles  du  premier  ordre,  touchent  dans  chaque 
point  une  des  surfaces  exprimées  par  l'intégrale  complète  de  la  même 
équation,  mais  avec  cette  différence  que  la  surface  représentée  par  l'in- 
tégrale particulière  touche  absolument  toutes  les  surfaces  possibles  que 
donne  l'intégrale  complète  (43),  au  lieu  que  la  surface  représentée  par 
l'intégrale  générale  ne  touche  que  celles  de  ces  surfaces  qui  se  rappor- 
tent à  une  certaine  espèce  dépendante  du  rapport  qu'on  établit  entre  les 
deux  quantités  a  et  b,  qui  sont  les  constantes  arbitraires  de  l'intégrale 
complète;  c'est  de  quoi  on  peut  se  convaincre,  en  général,  par  les  prin- 
cipes de  la  méthode  du  n°  48,  et  dont  l'Exemple  précédent  fournit  des 
preuves  particulières,  puisqu'il  est  visible  que  les  cylindres  et  les  cônes, 
que  nous  avons  déduits  de  l'intégrale  générale,  sont  touchés  partout  par 
des  plans  exprimés  par  l'intégrale  complète. 


50.  Soit  l'équation 


/(£-)=»($■  ^ 


les  caractéristiques/ et  F  dénotant  des  fonctions  quelconques  données 
de  deux  quantités. 
Je  suppose 

a  étant  une  constante;  je  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  -f-,  qui  sera 

exprimée  en  x  et  a;  et  après  avoir  multiplié  par  dx  j'intègre  en  faisant 
varier  x  seul;  j'aurai 

z  =  X  4-  W, 

X  étant  une  fonction  connue  de  x  où  entrera  aussi  la  constante  a,  et  M 
une  fonction  quelconque  indéterminée  de  y,  j'aurai  ensuite 
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et  j'en  tirerai  de  même 

Y  étant  une  fonction  connue  de  y  où  entrera  aussi  a  comme  constante, 
et  H  une  fonction  quelconque  de  x;  donc,  puisque  ces  deux  valeurs  de  z 
doivent  être  identiques,  il  faudra  que 

XY  =  Y    el    E  =  X; 

par  conséquent  la  valeur  de  z  sera  X-t-Y,  et  il  est  visible  qu'on  peut 
ajouter  à  cette  valeur  une  constante  quelconque,  puisque  dans  l'équation 
différentielle  la  quantité  finie  s  ne  se  trouve  pas. 
On  aura  donc 

z  =  x  -+-  y  -+-  u, 

intégrale  complète  de  la  proposée,  puisqu'elle  renferme  deux  constantes 
arbitraires  a  et  b. 

Pour  en  tirer  l'intégrale  générale,  on  fera  b  =  o{a),  ensuite  on  diffé- 
rentiera  en  faisant  varier  a  seul;  on  aura  ainsi  les  deux  équations 

■        „  dX       d\        ,.    . 

Z  =  X -t- Y  +  9  a),     —, h -j i-<p'(«)  =  o, 

c/a         da 

au  moyen  desquelles  on  éliminera  a,  et  la  résultante  sera  l'intégrale 
cherchée. 


51.  Soit  l'équation 


Je  fais 


«.  Idz     dz       \ 


dz  dz 

-r~  =  t'y     -i-  =  ai.: 

dx  ay 


substituant  ces  valeurs,  j'aurai  une  équation  en  z  et  Z,  d'où  je  tirerai 
Z  exprimé  par  une  fonction  de  z  seul  dans  laquelle  a  entrera  aussi  comme 
constante;  or  l'équation 


dx 


IV. 
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donnera,  en  intégrant, 


rdz      v 


Y  étant  une  fonction  de  y  seul;  de  même  l'équation 

dz 


donnera 


—  aZ 
ay 


-r-i 


X  étant  une  fonction  de  x  seul;  donc,  pour  que  ces  deux  équations  de- 
viennent la  même  chose,  il  faudra  que  l'on  ait 

X  =  —  x,     Y  =  -  ay, 

et  alors  on  aura,  en  ajoutant  une  constante  b  à  l'intégrale  /  —■>  cette  in- 
tégrale complète 

rdz       . 
x+ay=  \  —  +6. 

Je  fais  maintenant  6  =  f  (a),  et  je  différentie  en  faisant  varier  a  seul  ; 
j'aurai  les  deux  équations 


«r=JT +  ?(«),    r=-gi 


-\-®'\a), 
da 


au  moyen  desquelles  il  faudra  éliminer  a  pour  avoir  l'intégrale  générale 
de  la  proposée. 


52.   Soit  l'équation 


dx  ay 


V  étant  une  fonction  quelconque  de  x  eiy,  etZ  une  fonction  quelconque 
de  x,  y,  z. 

Je  multiplie  l'équation  par  dx,  et  j'ajoute  ensuite  à  l'un  et  à  l'autre 
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membre  la  quantité  -pdy,  j'ai,  à  cause  de 

,        dz    ,         dz    , 
dz  =  -y-  dx  -t-  -=—  f/V, 
a.r  dy   J 

cette  équation-ci 

dz  =  (Vrfx  -t-  rfj)  -7-  -t-  Z</r; 

je  suppose  pour  un  moment 

\ dx  -+-  dy  =  o, 

j'ai  une  équation  entre  deux  variables  x  et  y,  que  j'intègre  en  y  ajoutant 

la  constante  arbitraire  a;  je  regarde  maintenant  a  comme  une  fonction 

de  x  et  y  déterminée  par  cette  même  équation;  j'aurai  par  la  difleren- 

tiation 

V dx  -+-  dy  =  Kdoc, 

A  étant  une  fonction  connue  de  x,  y  et  a;  ainsi  substituant  cette  valeur 
dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra 

dz  =  A  -7-  rfa  -+-  Z  efa?. 

Or,  si  l'on  substitue  partout  dans  cette  équation  à  la  place  de  jsa  va- 
leur en  x  et  a,  on  aura  une  équation  entre  les  trois  variables  x,  z,  a;  et, 
supposant  a.  constante,  on  aura  l'équation 

dz  =  Z  dx 

entre  les  deux  variables  x  et  s,  laquelle  étant  intégrée  en  y  ajoutant  une 
constante  arbitraire,  qui  pourra  être  une  fonction  quelconque  indéter- 
minée de  a,  donnera  sur-le-champ  l'intégrale  générale  de  la  proposée; 
car  il  n'y  aura  plus  qu'à  y  remettre  à  la  place  de  a  sa  valeur  en  x  et  v. 

53.   Soit  encore  l'équation 

x  =  Yy-hZ, 
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V  étant  une  fonction  quelconque  de  -.-  et ''-/-,>  et  Z  une  fonction  quef- 

,     dz     dz  dz  dz 

conque  de  -tti  -j-j  z  —  x  -j Y  ~r- 

*  dx    dy  dx       J   dy 

Je  fais  pour  plus  de  simplicité 

dz  _  dz  _  dz         ■ dz  _ 

dx       "'      dy       "'  dx  dy  ~ 

en  sorte  que  V  soit  une  fonction  quelconque  dep  et  q,  et  Z  une  fonction 
quelconque  de  p,  q,  r;  je  multiplie  toute  l'équation  par  dp  et  j'ajoute 
aux  deux  membres  la  quantité ydq,  j'ai 


or,  puisque 
et  que 


xdp  -h  ydq  =  y(\dp  -+-  dq)  -t-  %dp; 


xp  —  yq. 


dz  =  -j-  dx  -k-  -j—  dy  =  p  dx  -t-  q  dy, 


dr=  —  x  dp  —  y  dq  ; 
donc  l'équatïon  précédente  deviendra 

—  dr  —  y[\dp  -t-  dq)  -+-  Zdp-. 

Je  suppose 

V  dp  -+-  dq  =  o, 

ce  qui  fait  une  équation  entre  /j  et  <jr  que  j'intègre  en  y  ajoutant  une 
constante  arbitraire  oc;  de  sorte  que  j'ai  une  équation  finie  entre  p,  q 
et  x,  dans  laquelle  je  puis  regarder  v.  comme  une  fonction  de  p  etq,  et 
qui  donnera  par  la  différentialion 

Y  dp  -t-  dq  =  kda, 

A  étant  une  fonction  connue  de-/?,  q  et  «;  ainsi  l'équation  précédente 
deviendra 

—  ^/-  =yh.da.  -r-7.dp. 
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Qu'on  substitue  partout  dans  celte  équation  à  la  place  de  q  sa  valeur 
enp  et  a,  on  aura  une  équation  entre  les  trois  variables  r,  p,  a,  laquelle, 
en  supposant  y.  constante,  sera 

—  dr=Zdp; 

qu'on  intègre  donc  cette  équation  entre  les  deux  variables  /'  et/»,  et  soit 
R  =  o  l'intégrale,  dans  laquelle  on  pourra  supposer  que  la  constante  ar- 
bitraire soit  une  fonction  quelconque  indéterminée  de  «;  faisant  ensuite 
varier  dans  l'équation  R  =  o  les  trois  quantités  ;-,  p  et  a  à  la  fois,  il 

viendra 

dr—  —Zdp  +  Qda, 

Q  étant  une  fonction  connue  de  r, p,  <x;  donc,  substituant  celte  valeur 
dans  l'équation  ci-dessus,  on  aura 

—  Qdx  =  yAdx,     d'où     Ay  +  Q  =  a. 

On  a  donc  ainsi  deux  équations  finies 

R  =  o,     A  y  -+-  Q  =  o 

entre  les  quantités  p,  q,  a.,  y;  et,  comme  a  est  donnée  par  une  fonction 

connue  de  p  et  q,  substituant  cette  valeur  de  <z,  on  aura  deux  équations 

entre  les  trois  quantités/»,  q  et  y,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  éliminer 

,    .  ,    ,.      dz     .  dz     j        ,, , 
p  et  q,  c  est-u-dire  -r-  et  -,-■>  dans  I  équation  proposée 

x=z\y  +  Z; 

et  l'équation  résultante  sera  l'intégrale  générale  de  cette  même  équation, 
puisqu'elle  contient  déjà  une  fonction  indéterminée. 


54.  Soit  enfin  l'équation 

il 
dx 


=  Vy  +  Z, 
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V  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  -r--,  et  Z  une  fonction  quel- 

,         dz  dz 

conque  de  x,  -r--,  z—y-j~,' 

Je  fais 

dz  dz 

Tx=P,     ^  =  </>     z-rq  =  >; 


j'aurai  1  équation 


VjH-Z, 


dans  laquelle  V  sera  une  fonction  quelconque  de  >r,  q,  et  où  Z  sera  une 
fonction  quelconque  de  x,  q,  r.  Je  multiplie  cette  équation  par  dx,  cl 
j'ajoute  aux  deux  membres  la  quantité  —ydq,  j'aurai,  à  cause  de 

<//•  =  dz  —  d(yq)  =  pdx  -+-  qdy —  d(yq)  =  pdx  —ydq, 

j'aurai,  dis-je,  l'équation 

dr=^y(\dx  —  dq)-\-  Zdx. 

Je  suppose  Vdx  —  dq  =  o,  j'ai  une  équation  entre  x  et  q  que  j'intègre 
en  y  ajoutant  une  constante  arbitraire  a;  ensuite,  regardant  a  comme  va- 
riable, je  différence  de  nouveau,  j'ai 

V  dx  —  dq  =  Ad  a, 

A  étant  une  fonction  connue  de  x,  q,  a;  cette  substitution  ainsi  que 

celle  de  la  valeur  de  q  en  x  et  «  étant  faites  dans  l'équation  ci-dessus, 

elle  deviendra 

dr=yA.dtz  -h  Zdx, 

où  A  et  Z  seront  maintenant  des  fonctions  connues  de  r,  x  et  a.  Regar- 
dant donc  a  comme  constante,  on  aura  l'équation 

</r—  rLdx 

entre  les  variables  r  et  x,  dont  l'intégrale  pourra  contenir  comme  con- 
stante une  fonction  quelconque  indéterminée  de  «.  Soit 
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cette  intégrale;  en  y  faisant  varier  à  la  fois  r,  x  et  a,  on  en  tirera 

dr  =  Z  dx  -+-  Ode; 

mais  on  a 

dr  =  y  kda.  -+-  Zdx; 

donc 

Cette  équation  étant  combinée  avec  l'équation 

R  =  o, 

on  pourra  éliminer^,  après  avoir  remis  pour /sa  valeur  z  -Ayq,  et  pour  a 
sa  valeur  en  x  et  q;  l'équation  résultante  ne  contiendra  que  x,  y,  z,  et 
sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée  à  cause  de  la  fonction  indéter- 
minée qui  s'y  trouvera 

On  pourra,  par  un  procédé  semblable,  trouver  l'intégrale  générale  de 
toute  équation  de  la  forme 

dz         xr 

— -  =  Vx  +  Z, 

Vétant  une  fonction  de  y,  j- >  et  Z  une  fonction  de  y,  —,  z  —  x-r-- 

J     dx  J     dx  dx 

Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  changer  dans  l'analyse  précédente  x  en  y 
et  vice  versa. 

On  voit  par  là  que  les  équations  de  la  forme 

__      dz        „  j        dz     dz 
~ *  dy       '  \    '  dx"   dy 


dz         ./        dz     dz 
dx       ■'  y  '   dy1  dx 


(la  caractéristique /dénotant  une  fonction  quelconque  donnée  de  trois 
quantités),  sont  intégrables  en  général  ;  car  si*  l'on  tire  de  la  première  la 
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valeur  de  s-'  ou  de  la  seconde  celle  de  —-,  on  aura  des  équations  de  la 

ax  dy  1 

l'orme 

dz       _  dz 

-j—  =  Z,    ou     -7-  =  Z, 

ete  a/ 

et  par  conséquent  inlégrables  par  la  méthode  ci-dessus. 

55.  Les  Exemples  précédents  renferment  d'une  manière  générale 
tous  les  cas  connus  d'intégration  des  équations  de  différences  partielles 
du  premier  ordre  entre  trois  variables;  et  c'est  pour  celte  raison  que 
nous  avons  ajouté  les  trois  derniers  Exemples,  quoique  la  méthode  qu'on 
y  a  suivie  n'ait  pas  un  rapport  immédiat  avec  la  méthode  générale  du 
n°  48;  nous  avions  déjà  donné  ailleurs  l'intégration  de  l'équation  du 
n°  52  [voyez  les  Mémoires  pour  1772  (*  j]  ;  mais  celle  des  équations  des 
nos  53  et  54  est,  si  je  ne  me  trompe,  entièrement  nouvelle. 

56.  On  a  vu  ci-dessus  que  l'intégrale  particulière  n'est  renfermée  ni 
dans  l'intégrale  complète  ni  dans  l'intégrale  générale;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  de  l'intégrale  complète  par  rapport  à  l'intégrale  générale; 
car  il  est  facile  de  se  convaincre,  soit  d'après  notre  théorie  de  la  forma- 
tion des  intégrales  générales,  soit  d'après  la  seule  considération  de  la 
nature  de  ces  intégrales,  laquelle  consiste  en  ce  qu'elles  doivent  renfer- 
mer une  fonction  arbitraire,  il  est  aisé,  dis-je,  de  se  convaincre  que  ces 
sortes  d'intégrales  doivent  toujours  renfermer  les  intégrales  complètes 
comme  des  cas  particuliers.  En  effet,  si  dans  l'intégrale  générale  on 
donne  à  la  fonction  indéterminée  une  valeur  particulière  dans  laquelle 
il  y  ait  des  coefficients  .arbitraires,  en  sorte  qu'il  se  trouve  deux  de  ces 
coefficients  dans  l'intégrale,  cette  intégrale  sera  alors  une  intégrale  com- 
plète, et  conduira  nécessairement  par  la  différentiation  à  la  même  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  premier  ordre  que  l'intégrale  générale 
dont  elle  est  dérivée.  On  voit  par  là  qu'on  peut  donner  différentes  formes 
aux  intégrales  complètes,  mais  que  ces  formes  différentes  sont  néanmoins 

(*)  OEmres  dp  Lagrange ,  t.  III,  p.  549- 
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liées  entre  elles,  en  sorte  que  dès  qu'on  en  connaît  une  on  peut  en  dé- 
duire toutes  les  autres,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  chercher  d'abord,  par  notre 
méthode,  l'intégrale  générale,  et  ensuite  donner  à  la  fonction  indéter- 
minée des  valeurs  particulières. 

57.  Nous  allons  maintenant  considérer  les  équations  à  différences 
partielles  du  second  ordre;  et  nous  remarquerons  d'abord  que  si  V  =  o 
est  une  équation  finie  entre  les  trois  variables  x,  y,  z  et  cinq  constantes 
a,  b,  c,  h,  g,  on  pourra  en  déduire  une  équation  aux  différences  partielles 
du  second  ordre  dans  laquelle  ces  constantes  ne  se  trouveront  plus.  Car, 
en  regardant  z  comme  une  fonction  de  x  et  y  et  faisant  varier  successi- 
vement ces  deux  quantités  dans  l'équation  donnée,  on  en  tirera  par  une 
double  différen dation  ces  cinq  équations-ci 


dz 
dx 

-p  =  o, 

dz 

d2z 
dx- 

—  r  =  o, 

d-z 

dx  </y 

d*z 

S  =   0,            -; 

"■T 

p,  q  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z,  et  r,  s,  t  des  fonctions  aussi 
connues  de  x,  y,  z,  -y,  —■  Si  donc  au  moyen  de  ces  cinq  équations  dif- 
férentielles et  de  l'équation  finie  V  =  o  on  élimine  les  cinq  constantes  a, 
b,  c,  h,  g,  on  aura  une  équation  finale  entre  les  quantités 

dz     dz      d2z       d2z       d'z 


'  '     '  dx    dr     dx2     dxdy    dr2 

dans  laquelle  les  constantes  dont  il  s'agit  ne  se  trouveront  plus,  et  que 
nous  représenterons,  en  général,  par  Z'=  o. 

On  pourra  donc  regarder  l'équation  V=  o  comme  l'intégrale  finie  et 
complète  de  l'équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre  Z'=  o, 
et  comme  le_s  cinq  constantes  a,  b,  c,  g,  h  demeurent  arbitraires,  il  s'en- 
suit que  l'intégrale  finie  et  complète  de  toute  équation  aux  différences 
partielles  du  second  ordre  doit  renfermer  cinq  constantes  arbitraires. 
IV.  ,2 
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Soit  par  exemple  l'équation  finie 

z  =  a  -+-  hx  ■+-  cy  -+-  h x-  H-  gxy  +  mh  y-  ; 
on  aura  par  la  différentiation 

dz        ,  ,  dz  . 

-r-  =  b  -t-  2  hx  ■+-  gv,      -j-  =c+sï  +  3  nifiy, 
dx  SJ       dy  b 

d'z .         d-z    _  d2z . 

dx-  dxdy       °'      dy2 

donc,  éliminant  les  constantes  a,  b,  c,  h,  g,  on  aura  cette  équation  finale 

d'z  d2  z 

dy-  dx2 

dont  l'équation  précédente  sera  par  conséquent  l'intégrale  complète. 

58.  Soit  encore  l'équation 

z  =  If  ■+■  ax  ■+-  by  -+-  ex2  ■+■  gxy  -t-  h  y'1, 

dans  laquelle  k  soit  une  fonction  donnée  de  a,  b,  c,  g,  h;  on  aura  par  la 
différentiation 

dz  dz       .         . 

-y-  =  a  -t-  2  ex  -t-  gy,      -y-  =  b  -I-  2  llT  -+-  gx, 
dx  bJ        dy  J       ° 

d2z  d2z    _  d2z . 

dx2  '      dxdy       &'     dy2 

donc 

,        \  d2z  d2z  i  d2  z 

2  dy'1        "        dx  dy  2  dx2 

dz  d2z  d2z  , dz  d'z  d2z 

~  dx  dx'1       ^  dxdy'  dy       J  dy2  dxdy1  » 

donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura  l'équation  différentielle  du  second 
ordre 

dz  dz        x2  d2  z  d2z  y2  d2  z 

J  dx  dy        2    dx2         ^  dx  dy         2    dy2 

fldz  d2z  d2z       dz  d2  z  d2z        1  d2z       d'1  z        1  d2z\ 

\dx  dx2      •   dxdy     dy         dy2  dxdy     1  dx2'    dxdy'    2  dy'1)' 
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dont  l'intégrale  complète  sera 

z  —  ax  ■+-  by  -+-  ex2  -+-  gxy  -+-  li y2  -hf(a,  b,  c,  g,  h), 
la  caractéristique /dénotant  une  fonction  quelconque  de  cinq  quantités. 

59.  En  suivant  les  principes  établis  dans  ce  Mémoire,  il  est  facile  de 
démontrer  que  pour  avoir  l'intégrale  particulière  d'une  équation  à  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre  Z'=o,  dont  on  connaît  l'intégrale 
finie  complète  V=o,  il  n'y  aura  qu'à  faire  varier,  tant  dans  la  quan- 
tité V  que  dans  les  deux  quantités  p  et  q  des  équations 

dz  dz 

dx       "         '      d y      ^        .  ' 

les  cinq  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  g,  h,  et  supposer  les  différences 
de  ces  trois  quantités  V,  p,  q  nulles;  ce  qui  donnera  trois  équations  qui 
contiendront  les  cinq  différentielles  da,  db,  de,  dg,  dh  sous  une  forme 
linéaire;  on  éliminera  deux  de  ces  différentielles,  et  l'on  fera  ensuite 
évanouir  séparément  dans  l'équation  résultante  les  coefficients  des  trois 
différentielles  restantes;  on  aura  ainsi  trois  équations  de  condition  qui 
étant  combinées  avec  les  trois  équations 

dz  dz 

V=°'     dx-P  =  °>     Ty-1  =  ° 

donneront,  par  l'élimination  des  cinq  quantités  a,  b,  c,  g,  h,  une  équa- 
tion à  différences  partielles  du  premier  ordre,  laquelle  sera  l'intégrale 
particulière  aux  premières  différences  de  la  proposée  Z'=  o  du  second 
ordre. 

Par  exemple,  l'équation  différentio- différentiel  le  du  numéro  précé- 
dent donne 

Y=  —  z  -h  ax  -h  by+  ex2  -+-  gxy  +  hy2  -+-  f{a,  b,  c,  g,  h), 
p  =  a  -+-  icx  ■+-  gy,     q  =  b  -+-  2 hy  -+■  gx ; 

donc  les  équations  de  condition  de  l'intégrale  particulière  seront,  en  fai- 


92  SUR  LES  INTÉGRALES   PARTICULIÈRES 

sant,  pour  abréger,  f{a,  b,  c,  g,  h)  =  F, 

h  sf)  f/"+  (r+  ï) db+  (x2+  dv)  '/c+  (^  +  Jf )  '^+  (r*+  ï)  ^=0  ' 

c/rt  -t-  zxdc  -+-  ydg  =  o,     db  -t-  zydh  -+-  xdg=o. 

Mettant  dans  la  première  équation  les  valeurs  de  da  et  db  tirées  de  ces 
deux  dernières,  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des  différences 
de,  dh,  dg,  on  aura  ces  trois  équations 

dF  d¥  dF  dF 

de  da  dh  J  db       J 

f/F         dF         dF 

dg  db       •    da  J 

à  l'aide  desquelles  et  des  équations 

v  dz  dz 

V=0'     -dx-P  =  °'     dj'-1  =  ° 

on  éliminera  les  cinq  quantités  a,  b,  c,  g,  h;  et  la  résultante  sera  l'inté- 
grale particulière  aux  premières  différences  de  l'équation  dont  il  s'agit. 

60.  Soit  à  présent  Z  =  o  une  équation  entre  les  variables  finies  x,  y,  z 

et  les  différences  partielles  du  premier  ordre    -j-,  -3-    dans  laquelle 

entrent  deux  constantes  arbitraires  a  el  b;  on  pourra  en  déduire  par  la 
différentiation  une  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre 
dans  laquelle  les  deux  constantes  a  et  b  ne  se  trouveront  plus.  Car,  si 
l'on  fait  varier  successivement  x  et  y,  on  aura  les  deux  équations 

dZ  __         dZ  _ 

dx  '      dy 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  éliminer  dans  la  proposée  Z  =  o  les  deux 
constantes  a  et  b;  et  l'équation  résultante  sera  entre  les  variables  x,  y,  z 

et  leurs  différences  partielles  —-,  -j-s  -7-p    ,     ,  ?  -j-4;  nous  la  désiene- 
1  dx     dy    dx-     dx  dy     dyn 

rons,  en  général,  par.Z'^  o. 
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Ainsi  l'on  pourra  regarder  l'équation  Z  =  o  comme  l'intégrale  com- 
plète du  premier  ordre  de  l'équation  du  second  ordre  Z'  ==  o,  et,  comme 
les  deux  constantes  a  et  b  restent  arbitraires,  on  peut  conclure,  en  géné- 
ral, que  toute  intégrale  complète  du  premier  ordre  d'une  équation  aux 
différences  partielles  du  second  ordre  doit  contenir  deux  constantes  ar- 
bitraires. 

Soit  par  exemple  l'équation  aux  différences  premières 

dz  dz  . 

—, m  -=-  =  a  -+-  ox  -+-  11  or, 

dy  dx 

a  et  b  étant  deux  constantes  qui  doivent  rester  indéterminées,  et  m,  n 
deux  coefficients  donnés. 

Faisant  varier  successivement  x  et  y,  on  aura  les  deux  équations 

d2z  d2z  ,         d2z  d'z       , 

—. m  -. — y-  =  no,     —. — ; m  -y—  =  b  ; 

dj-2  dxdy  dx  dy  dx1 

d'où  chassant  b,  il  viendra  l'équation 

■  d-z  ,    d2z  d2z 

-=-—  —  (  m  -+-  n  i  —. — ; 1-  mn  -r^r  =  o,     - 

dy2  dx  dy  dx2 

dont  l'équation  ci-dessus  sera  par  conséquent  l'intégrale  complète  du 
premier  ordre. 

Ainsi,  ayant  une  équation  du  second  ordre  de  la  forme 

d2z  d2z        u^2z  — 

dy2       '   dxdy  dx2 

il  n'y  aura  qu'à  chercher  les  racines  de  l'équation 

s2  —  A  s  -h  B  =  o, 

et  nommant  ces  racines  m,  n,  on  aura  l'intégrale  complète  du  premier 

ordre 

dz  dz  , 

-3—  —  m-r-  =  a  -+-  0 {x  -f-  ny); 
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et,  comme  on  peut  échanger  entre  elles  les  racines  m  et  n,  on  aura  aussi 
cette  autre  intégrale  du  premier  ordre 

dz         dz       .         ,  , 

dr-ndrx-h  +  ^x  +  mr)' 

h  et  g  étant  d'autres  constantes  arbitraires. 

Au  moyen  de  ces  deux  intégrales  du  premier  ordre  on  pourra,  si  l'on 

dz 
veut,  trouver  l'intégrale  complète  finie;  car  en  chassant  par  exemple  -r-, 

on  aura  l'équation 

dz 
(n  —  m)  ^  =  a  —  h  -+-  (b  ~  g)  x  -h  (nb  —  mg)y, 

qui  peut  être  intégrée  en  faisant  varier  x  seul;  et  l'on  aura 

X2 

(  n  —  m)  z  =  Y  -4-  (a  —  h) x  +  (b  —  g) 1-  (nb  —  mg)  xy, 

Y  étant  une  fonction  quelconque  de  y. 

Or,  si  des  mêmes  équations  on  chasse  -r->  on  a 

dz 
(n  —  m ) -j-  =  na  —  mh  -h  (nb  —  mg )x ■+■  (n?b  —  m2 g) y, 

et,  intégrant  par  rapport  à  y  seul,  on  aura 

(n  —  m)  z  =  X  -I-  (na  —  mil) y  -h  (nb  —  mg)  xy  -+-  {n2b  —  m'2 g)  —  ■> 

et,  comme  ces  deux  équations  doivent  être  la  même  chose,  il  faudra  faire 

yï 

Y  =  c  -+-  ! na  —  m  h)  y -h  (n2b  —  m2  g)—, 
X=  c  -+-  (a  —  h)  x  -h  (b  —  g)  — ; 
c  étant  une  constante  arbitraire. 
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Ainsi  l'intégrale  complète  finie  de  la  proposée  sera 

(«  —  m)  z  =  c+  {a  —  h)x  -+-  [na  —  mh) y  -+-  (b  —  g)  — 
■+■  (nb  —  mg)  xy -t-  ( h2 b  —  m2 g)- —  » 

où  a,  b,  c,  g,  h  sont  les  cinq  arbitraires. 

Au  reste  il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  de  trouver  l'intégrale 

complète  finie  d'une  équation  du  second  ordre,  lorsqu'on  connaît  deux 

différentes  intégrales  complètes  du  premier  ordre  de  la  même  équation, 

est  générale  et  réussira  toujours,  quelle  que  soit  la  forme  de  ces  inté- 

dz 
grales  complètes;  car  en  éliminant  -r-  on  aura  toujours  une  équation 

où  y  pourra  être  traitée  comme  constante,  et  en  éliminant  -3-  on  en  aura 

une  où  x  pourra  être  regardée  elle-même  comme  constante  ;  et,  l'intégra- 
tion introduisant  nécessairement  une  nouvelle  constante  arbitraire,  on 
aura  dans  l'intégrale  finie  le  nombre  de  cinq  arbitraires;  ce  qui  est  le 
caractère  des  intégrales  complètes  (57). 

61.  Lorsqu'on  connaît  l'intégrale  complète  du  premier  ordre  Z  =  o 
d'une  équation  du  second  ordre  Z' =  o,  on  en  peut  déduire  sans  peine 
son  intégrale  particulière. 

Car  il  ne  faudra  que  faire  varier  dans  l'équation  Z  =  o  les  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  b,  et  supposer  ensuite  les  coefficients  des  deux 
différentielles  da  et  db  chacun  égal  à  zéro;  on  aura  ainsi  deux  équations 
qui  serviront  à  éliminer  les  quantités  a  et  b  dans  l'équation  Z  =  o,  et  la 
résultante  sera  l'intégrale  particulière  aux  premières  différences  de  la 
proposée  Z'=  o. 

62.  Enfin,  si  l'on  ne  connaît  aucune  des  intégrales  complètes  de 
l'équation  Z'=o  du  second  ordre,  on  pourra  néanmoins  trouver  son 
intégrale  particulière  aux  premières  différences. 

Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  différentiel'  l'équation  proposée,  et,  ayant 
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t'ait  disparaître  les  fractions  pour  avoir  une  équation  de  la  forme 

Md~+  Nrf  ^  +  P(f  ~4-  +  Qdx  -+-  Rdr=o. 
dx2  dy2  dxdy  J 

M,  N,  P,  Q,  R  étant  des  fonctions  connues  et  entières  de 

dz     dz     d'z       d'z       d2z 
'  '  dx     dy    dx1     dx  dy     dy2 

on  supposera  séparément  égale  à  zéro  chacune  des  cinq  quantités  M,  N, 
P,  Q,  R,  ce  qui  donnera  cinq  équations,  lesquelles  étant  combinées  avec 

l'équation  Z'  =  o,  en  sorte  que  les  trois  quantités  -t— p  -j—, ;>  -, — 3-  dispa- 
raissent, il  résultera  trois  équations  finales  en  x,  y,  s,  -=— >  -j-;  il  faudra 

1  J  dx    dy 

donc  que  ces  trois  équations  puissent  avoir  lieu  en  même  temps,  c'est- 
à-dire  qu'elles  aient  un  facteur  commun,  pour  que  la  proposée  soit  sus- 
ceptible d'une  intégrale  particulière;  et  ce  facteur,  s'il  y  en  a  un,  sera 
l'intégrale  cherchée. 

La  démonstration  de  cette  méthode  et  de  celle  du  numéro  précédent 
est  facile  à  déduire  des  principes  exposés  dans  ce  Mémoire,  et  nous  ne 
croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 

63.  Si  l'équation  Z  =  o  est  telle,  que 

,„,       .    ,  d-z  .    d'z  ,d2z 

dZ '  =  kd~r-  -+-  Bd  -, — ; — h  La-7-7) 
dx2  dx  dy  dy2 

alors  on  n'aura  pour  la  détermination  de  l'intégrale  particulière  que  les 
trois  équations  de  condition 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o, 

lesquelles  serviront  à  éliminer  les  trois  quantités  7-.    ,'!  1   -A  dans 
1  >  dx-     dxdy     dy2 

l'équation  Z'  =  o;  et  la  résultante  sera  l'intégrale  particulière  de  cette 

même  équation 
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64.  Pour  trouver  la  forme  générale  des  équations  qui  ont  cette  pro- 
priété, il  n'y  a  qu'à  remarquer  qu'on  peut  satisfaire  à  l'équation  dTJ  =  o 
en  faisant  séparément 

,  d-z  .    d-z  ,  d2z 

d  -j—  =10,     d  -, — j-  =  o,     d  -j—  =  o,    . 
dx2  dxdy  dy2 

ce  qui  donne,  en  prenant  des  constantes  arbitraires, 


d2z 

-T-—   =  2.C, 

dx1 

d2z 
dx  df       °' 

d2z          . 
—, —  =  ih, 
dy2 

et  intégrant  de  nouveau 

dz 

-t~  =  a  H-  icx 
dx 

dz 

:  b  -+-  ?.hy-h 

et  enfin 

z  =  k  -V-  ax  H-  b  y  -+-  ex2 -h  gxy  -4-  hy2; 

où  il  se  trouve,  comme  l'on  voit,  six  constantes  indéterminées.  Or,  si  l'on 
substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  Z'  =  o,  il  arrivera  nécessairement 
que  les  quantités  x  et  y  s'en  iront  d'elles-mêmes,  en  sorte  qu'il  ne  restera 
qu'une  équation  entre  les  constantes  k,  a,  b, . . . ,  par  laquelle  il  faudra  en 
déterminer  une  par  les  autres. 

Supposons  donc  qu'on  ait  déterminé  k,  en  sorte  que  l'on  ait,  en  général, 

k=f(a,  b,  c,  g,  h), 

alors  on  aura  l'équation  finie 

*  z=ax  -l-  b  y  -+-  cx!+  gxy  -+-  hy2-hf(a,  b,  c,  g,  h) 

qui,  contenant  cinq  constantes  arbitraires,  sera  l'intégrale  complète  de 
la  proposée  Z'  =  o;  et  d'où  l'on  pourra  par  conséquent  déduire  la  forme 
générale  de  cette  même  équation,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  plus 
haut  (58). 

L'équation  différentio-différentielle,  que  nous  avons  trouvée  dans  le 
n°  58,  sera  donc  la  formule  générale  de  toutes  les  équations  qui  peuvent 
IV.  i3 
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avoir  la  propriété  en  question  ;  et  si  l'on  différentie  cette  équation,  qu'en- 
suite on  suppose  égal  à  zéro  chacun  des  coefficients  des  trois  différences 

d -j— ,  d -j — -j-i  à-,—,,  on  aura  trois  équations,  qui  étant  combinées  avec 
ax2        dxdy        ay-  i  »  i 

d2z    d2z 
l'équation  proposée  donneront,  par  l'élimination  des  quantités  -j-j >  -r-p 

?    ; .'  'e  même  résultat  que  l'on  aura  par  la  méthode  du  n°  62. 

65.  Après  avoir  vu  comment  on  peut  déduire  les  intégrales  particu- 
lières des  intégrales  complètes,  voyons  comment  on  peut  en  déduire  aussi 
les  intégrales  générales.  Et  d'abord  il  est  facile  de  prouver  d'après  les 
principes  exposés  ci-dessus  (57)  que  pour  que  l'équation  V  =  o,  qu'on 
suppose  être  l'intégrale  complète  finie  de  l'équation  du  second  ordre 
Z'  =  o,  satisfasse  à  cette  même  équation,  en  y  regardant  les  cinq  arbi- 
traires a,  b,  c,  g,  h  comme  variables,  il  suffira  que  ces  quantités  soient 
telles,  qu'elles  satisfassent  aux  trois  équations  différentielles  qu'on  aura 
en  égalant  à  zéro  les  différences  des  quantités  V,  p,  q,  dans  lesquelles  on 
n'aura  fait  varier  que  les  quantités  a,  b,  c,  g,  h. 

Or,  comme  de  celte  manière  on  n'a  que  trois  équations  pour  la  déter- 
mination des  cinq  variables  a,  b,  c,  g,  h,  il  est  clair  qu'il  y  en  aura  deux 
à  volonté  qu'on  pourra  supposer  être  des  fonctions  quelconques  indéter- 
minées des  trois  autres;  il  s'agira  seulement  de  faire  en  sorte  qu'on  puisse 
déterminer  ensuite  les  valeurs  des  cinq  variables  dont  il  s'agit  d'une  ma- 
nière finie,  en  fonctions  de  ce, y,  z;  alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer 
ces  valeurs  dans  l'équation  V  =  o,  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  de  la 
proposée  Z'  =  o  du  second  ordre,  laquelle  intégrale  contiendra  deux 
fonctions  indéterminées. 

Nous  avons  vu  ci-dessus  (57)  que  l'équation  du  second  ordre 

d2z  _       d2z 
dy-  dx2 

a  pour  intégrale  finie  complète 

z  =  a  -I-  bx  -h  cy  -+-  hx2  -+-  gxy  -f-  mhy2. 
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De  là  on  a 

V  =  —  z-\-a-\-bx  +  cy-k-  h x- -+-  gxy -+■  mhy*, 

dz       ,  ,  dz  , 

p==  —  =b  +  %hx  h-  gy,     q  =  j-  =  c  +  gx  +  imhy; 

donc,  faisant  varier  les  quantités  a,  b,  c,  g,  h,  on  a  les  équations  de 

condition 

da  -+-  xdb  -+-  y  de -\-  x"  d/i  -t-  xy  dg  -+-  m  y 2  dli  =  o , 

db  -+-  ix  dh  +ydg=o, 
de  -t-  x  dg  -4-  i  rnydh  =  o. 

J'ajoute  ces  deux  dernières  équations  ensemble  après  en  avoir  multiplié 
une  par  un  coefficient  constant  arbitraire  \x,  ce  qui  donne 

7                ii                 li         imdh  \ 
fj.db  -+-  de  -+-  x  (  dg  -t-  i^dli  )  -+-  y.y  I  dg  -l I  =  o, 

où  l'on  voit  que,  si  l'on  fait  \j.  =  —  »  ce  qui  donne  a  =  \Jm,  on  aura 

dc-h  db  s/m  -+-  {x  -4-  ysfm)  {dg-\-  idlwjm)  =  o; 

cette  équation  ne  contenant  plus  que  deux  variables  c-\-b\Jm  et 
g -h  2h\Jm,  il  n'y  aura  qu'à  supposer,  à  l'imitation  de  ce  que  nous  avons 
pratiqué  plus  baut  (47), 

c  -h  b  y/w  =  <p(g-+-  2fl\fm), 

ce  qui  donnera 

de  -f-  dbs/m  =  cf'{g-\-  2/1  y/m)  {dg-+-  idh\fm), 

et  l'on  aura,  après  la  substitution  et  la  division  par  dg+  idhsjm, 

<p'(g-+  ih\jm)  -t-  x  -+-y\Jm=  o; 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  g -+-  2h\jm,  en  fonction  de  x-^ysfm;  or, 

comme  le  radical  \jm  peut  être  pris  également  en  moins,  on  aura  de 

i3. 
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même  l'équation 

de  —  db  \Jm  -+-  (x  —  ydm)  (dg  —  idh  dm)  ==  o, 

laquelle,  en  faisant 

e  —  b  \Jm  =  i|>  (g" —  2/i  rfm), 

donnera 

i[/'(g- —  2/*  ^/m)  -4-  x  — ydm  —  °; 

moyennant  quoi  on  connaîtra  séparément  g-  et  A  en  a?  et  y. 
Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

x  ■+■  ydm  =  t,     x — y\[m—u, 
et  soient  T,  U  deux  fonctions  de  t  et  de  u;  il  est  clair  qu'on  aura 

g  -t-  ihJ  m  =  T,     g'  —  ?.  /(  \J  m  =  U  ; 

donc 

de  -t-  db  dm  H-  l  rfT  =  o,      rfc  —  <//>  v'nî  -I-  u  d\]  =  o, 

par  conséquent 

e  -+-  i  J m=  —  /  /rfT,     e  —  b  dm  =  —  /  udV. 


On  au  l'a  donc  ainsi 


/'/(/TH-JKf/U  JtdT+J'udV 


1  dm 

T  -t-  U  ,       T  -  U 

g= ,  /(  = — — -, 

4  \m 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  trois  équations  de  condi 
don,  on  aura,  après  les  réductions, 

.         I2  d'ï  —  u-dV 
du  — = =  o, 

4  v'  m 
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d'où  l'on  tire 

fr-dT  —  fu-d\] 
a=  J- jL 

Connaissant  ainsi  les  valeurs  des  cinq  quantités  a,  b,  c,  g,  h,  il  n'y 
aura  plus  qu'à  les  substituer  dans  l'équation  V  =  o,  et  l'on  aura 

fpdT  —  ilÇtdT-v-  t-T        fu>dU  —  ïufud\J+  iï'U 
^\Jm  4  *<J  m 

ce  qui  se  réduit  à  cette  forme  plus  simple 

fdlfTdt  —  fdufUdu 

Z  — ! ^— -, 

or,  T  étant  une  fonction  quelconque  de  t  ou  & -h y  \fm ,  et  U  une  fonction 

quelconque  de  u  ou  x  —y\]m,  il  est  visible  que  I  dt  j  Idt  et  I  du  I  Vdu 

seront  aussi  des  fonctions  quelconques  des  mêmes  quantités.  De  sorte 
qu'on  aura,  en  général, 

z  =  $(3?  +y-\fm)  -+-  W  (x  — y\Jm), 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  depuis  longtemps. 

Au  reste  on  voit  par  cet  Exemple,  qui  est  d'ailleurs  un  des  plus  sim- 
ples, que  la  méthode  dont  il  s'agit,  quoique  directe  et  générale,  est  en 
quelque  façon  plus  curieuse  qu'utile,  à  cause  des  difficultés  qui  peuvent 
se  rencontrer  dans  l'intégration  des  équations  de  condition;  c'est  pour- 
quoi nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

66.  Il  est  beaucoup  plus  aisé  de  tirer  l'intégrale  générale  aux  pre- 
mières différences  de  l'intégrale  complète  du  premier  ordre.  Car  nous 
avons  vu  (60)  que,  si  Z  =  o  est  l'intégrale  complète  du  premier  ordre  de 
l'équation  du  second  ordre  Z'=o,  il  suffit  qu'il  y  ait  dans  l'équation 
Z  =  o  deux  constantes  arbitraires  a  et  b;  et  il  est  facile  de  prouver  que 
cette  équation  satisfera  également  à  l'équation  Z'=  o  en  y  regardant  a 
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et  b  comme  des  variables,  pourvu  que  l'on  ait 

dZ   7        dZ   ,. 
—j-da-^. — rr  do  =  o  ; 
da  do 

de  sorte  qu'en  faisant,  en  général, 

b  =  tp(a), 

on  n'aura  que  cette  seule  équation  de  condition 

dZ       dZ    ,,   v 

da-  +  Tb*{a)  =  0' 

laquelle  servira  à  éliminer  a  dans  l'équation  Z  =  o;  et  la  résultante 
contenant  une  fonction  arbitraire  sera  nécessairement  l'intégrale  géné- 
rale aux  différences  premières  de  la  proposée  Z  =  o;  il  n'y  a,  comme 
l'on  voit,  aucune  difficulté  dans  l'application  de  cette  méthode. 

L'équation 

d2z  d7z        R  d-z 

dy%  dx  dy  dx2  ~ 

a  pour  intégrale  complète  du  premier  ordre 

dz  dz  .  , 

—. m-j-=:a-hb(x-h  nr), 

dy  dx  J 

comme  on  l'a  vu  plus  haut  (60).  Pour  en  déduire  l'intégrale  générale  on 
fera  donc  varier  a  et  b,  ce  qui  donnera 

da  -+-  (  x  ■+■  ny)  db  =  o  ; 

et  faisant  b  =  cp  (a)  on  aura 

r  -I-  (x  -f-  njr)<p'(a)  =  o, 
d'où  l'on  voit  que 


x  -+-  ny 
donc  a  est  égale  à  une  fonction  de  x  -+-  ny,  et  par  conséquent  b  est  aussi 
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égal  à  une  fonction  de  x  +  ny;  donc  aussi  a  ■+-  (x  -+-  ny)  b  est  égal  à  une 
fonction  de  x  -+-  ny,  que  je  dénoterai  par  $(#->-  ny)  ;  et  il  est  visible  que 
cette  fonction  pourra  être  quelconque.  Ainsi  l'intégrale  générale  du  pre- 
mier ordre  sera 

dz  dz        .  , 

-, m  -r-  =  <P  (.#-+-  ny). 

dy  dx 

De  plus  on  a  vu  que  la  même  équation  a  aussi  pour  intégrale  complète 
du  premier  ordre 

d'où  l'on  tirera,  par  un  procédé  semblable  au  précédent,  la  nouvelle  in- 
tégrale générale 

dz  dz       ... , 

-î n  -r-  =xt!{x+  mr), 

dy  dx 

la  caractéristique  W  dénotant  aussi  une  fonction  quelconque. 

Maintenant  de  même  que  dans  l'endroit  cité  on  a  tiré  l'intégrale  finie 
complète  des  deux  intégrales  complètes  du  premier  ordre,  de  même  aussi 
pourra-t-on  déduire  des  deux  intégrales  générales  du  premier  ordre 
qu'on  vient  de  trouver  l'intégrale  générale  finie  de  l'équation  proposée 

du  second  ordre. 

dz 
En  effet  on  a  d'abord,  en  éliminant  -y-, 

dy 

dz 
(n  ■—  m)  -î-  =  0(J?  +  ny)  —  W  (x  -+-  my); 

multipliant  par  dx  et  intégrant  relativement  à  x,  on  aura 

[n  —  m)z  =v$(.r  +  ny)  —  'W (x  -+-  my)  -+-  Y. 

Y  dénote  une  fonction  quelconque  de  y,  et  les  caractéristiques  V<I>,  HF  dé- 
notent les  intégrales  des  fonctions  exprimées  par  les  <J>,  M'.  En  éliminant 

de  même  la  quantité  pona 

dz 
(n  —  m)-j-  =<«,$ ( x  -+-  ny)  —  m VF  x  +  my), 
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et  intégrant  relativement  à  y  seul,  on  aura 

(n  —  m)z  =*®{x  +  ny)  —  'W  (x  -h  my)  -+-  X, 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x;  or,  connue  ces  deux  valeurs  de  z 
doivent  être  identiques,  il  faudra  que 

X  =  Y, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  les  deux  quantités  X  et  Y  ne  soient 
constantes;  mais,  comme  les  caractéristiques  (<ï>  etvT  expriment  des  fonc- 
tions quelconques,  il  serait  superflu  d'ajouter  à  ces  fonctions  une  con- 
stante quelconque.  Ainsi  l'intégrale  générale  finie  de  la  proposée  sera 

[n  —  m)2  =  ($(j  +  nj)  —  VVF( x  •+■  my). 

Cette  méthode  est  générale,  et  l'on  pourra  toujours  par  son  moyen 
trouver  l'intégrale  générale  finie  de  toute  équation  à  différences  par- 
tielles du  second  ordre,  dont  on  connaîtra  deux  intégrales  complètes  du 
premier  ordre. 

67.  On  pourrait  croire  qu'il  suffit  de  connaître  l'intégrale  complète 
finie  d'une  équation  à  différences  partielles  du  second  ordre  pour  pou- 
voir trouver  deux  intégrales  complètes  du  premier  ordre  de  la  même 
équation,  comme  cela  a  lieu  pour  les  équations  différentielles  à  deux 
variables  (32)  ;  mais  il  n'en  «st  pas  ainsi  des  équations  à  différences  par- 
tielles. En  effet,  dans  ces  sortes  d'équations,  lorsqu'il  n'y  a  que  trois 
variables,  toute  différentiation  simple  fournit  deux  équations,  mais  une 
différentiation  double  en  fournit  cinq,  et  une  différentiation  triple  en 
fournira  neuf,  et  ainsi  de  suite.  De  là  vient  que  toute  intégrale  complète 
simple  ou  du  premier  ordre  doit  contenir  deux  constantes  arbitraires, 
toute  intégrale  double  ou  du  second  ordre  doit  contenir  cinq  arbitraires, 
et  ainsi  du  reste.  Ainsi,  pour  pouvoir  déduire  une  intégrale  complète  du 
premier  ordre  d'une  intégrale  complète  du  second,  il  faudrait  pouvoir 
éliminer,  par  une  simple  différentiation  de  celle-ci,  trois  constantes  ar- 
bitraires à  la  fois;  ou  bien,  si  l'on  n'en  élimine  que  deux,  il  faudrait  que 
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la  résultante  fût  telle,  que  les  trois  arbitraires  restantes  pussent  être  éli- 
minées à  la  fois  par  une  nouvelle  différentiation  simple;  or  c'est  ce  qui 
est  impossible,  en  général,  et  ne  peut  guère  avoir  lieu  que  clans  des  cas 
particuliers. 

A  plus  forte  raison  sera-t-il  impossible  de  déduire,  en  général,  d'une 
intégrale  complète  du  troisième  ordre  une  intégrale  complète  du  second 
ou  du  premier,  et  ainsi  du  reste. 

Nous  allons  rendre  tout  cela  sensible  par  quelques  Exemples. 

68.  Soit  prise  d'abord  l'équation  du  n°  58  ci-dessus,  dont  l'intégrale 
complète  finie  est 

z  ==  h  ■+-  ax  -+-  by  -+-  ex*  -+-  gxy  -+-  hy", 

k  étant  =f(a,  b,  c,  g,  h). 

Une  différentiation  simple  donne  les  deux  équations 

dz  dz       .  . 

-r~  =  a  -+-  i.cx  -+-  g  y,      -j—  =  o  -+-  sx  -+-  i  h  y  ; 
dx  bJ         dy  b 

il  faut  donc  voir  si  en  combinant  ces  deux  équations  avec  la  précédente 
on  peut  chasser  à  la  fois  trois  des  cinq  arbitraires  a,  b,  c,  g,  h.  Je  fais 
d'abord  cette  combinaison 

dz  dz  , 

x-j i~T'j~  =  ax  "+"  "y-*-  2(c#2-t-  gxy -i-  hy1), 

et  je  remarque  que  si  je  retranche  cette  équation  de  celle  ci-dessus  mul- 
tipliée par  2,  j'en  aurai  une  du  premier  ordre  qui  ne  contiendra  plus  que 
les  deux  arbitraires  a  et  b,  pourvu  qu'on  suppose  que  k  soit  une  fonction 
de  a  et  b  seulement. 

J'aurai  donc  dans  ce  cas  l'équation 

dz  dz  * 

™-*-^-y-3j.  =  zf«*>i>)  +  <**  +  by> 

qui  sera  l'intégrale  complète  du  premier  ordre  de  l'équation  du  second 
IV.  4 
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ordre 

dz  dz        x2  d-z  d-z  y2  d2z 

dx  dy        i    dx2  dxdy         a    dy2 

f(dz  d2z  d2z       dz  d-z  d-z   \ 

\dx  dx2      -   dxdy     dy      '    dy2  dxdy) 

De  là  on  pourra  donc  trouver,  si  l'on  veut,  l'intégrale  générale  du  pre- 
mier ordre  de  cette  même  équation  (66). 
Car  en  faisant  varier  a  et  b,  et  supposant 

b  =  w(a),     db  =  cp'( a )  da, 
on  aura  l'équation 


df(a,b)       V  df[a,b) 


ca'(a;  =  o, 


par  laquelle  on  éliminera  a  dans  l'intégrale  complète  après  avoir  mis 
partout  y  (a)  à  la  place  de  b;  la  résultante  sera  l'intégrale  générale 
cherchée. 

Dans  cet  Exemple  nous  avons  pu  éliminer  à  la  fois  les  trois  arbi- 
traires c,  g,  h,  ce  qui  nous  a  donné  une  intégrale  complète  du  premier 
ordre;  mais  pour  avoir  une  autre  intégrale  complète  il  faudrait  pouvoir 
éliminer  à  la  fois  trois  autres  des  cinq  arbitraires  a,  b,  c,  g,  h,  ce  qui' 
n'est  guère  possible,  comme  on  peut  s'en  assurer  aisément  par  le  calcul. 

Au  reste  on  voit  aussi  par  l'Exemple  précédent  que,  si  la  quantité  k 
était  une  fonction  qui  contint  les  arbitraires  c,  g,  h,  il  ne  serait  plus  pos- 
sible de  parvenir  à  une  intégrale  complète  du  premier  ordre,  par  l'élimi- 
nation simultanée  de  trois  arbitraires. 

69.  Soit  maintenant  l'équation 

d2z        iy     d'z  y1  d2z  _ 

dx2         x    dxdy        x2  dy2 

dont  l'intégrale  complète  est 

z  =  a  -h  b  x  H-  cy  -(-  g  : 1-  Il  —  ■> 
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comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  la  substitution  de  cette  valeur 
de  z. 

J'aurai  par  la  différentiation 

dz        ,  T        i  K2       dz  s       2  Ar 

-j-  =b  —  s—  —  h—,i     -t-=c+-&h ^-, 

dx  °  x-  x-        dy  x  x 

d'où  l'on  tire  cette  combinaison 

dz  dz        .  ,  r2 

x~. \-  r-r-  —  bx  -h  cr-h  h  —  , 

dx  dy  J  -x 

et,  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  j'aurai  celle-ci 

dz  dz  _  y 

dx  dy  °  x' 

laquelle  ne  contenant  plus  que  deux  arbitraires  sera  par  conséquent  l'in- 
tégrale complète  du  premier  ordre  de  la  proposée. 

On  pourra  donc  tirer  de  celle-ci  l'intégrale  générale  du  premier  ordre, 

laquelle  sera 

dz  dz  ly 

dx  dy       ™\x 

Je  remarque  de  plus  que  l'on  a 


dz        y  dz 

=  6  +  c^  +  h^- 

dx        x  dy 

X                 X7 

et  que  cette  équation  est  telle,  que  les  trois  arbitraires  qu'elle  renferme 
peuvent  être  éliminées  à  la  fois  au  moyen  de  ses  deux  différentielles 

d2z       y    d2z  y  dz  cy       ihy2 

dx7        x  dxdy       x2  dy  x2  xz 

d2z         y  d2z         1    dz  c        %hy 

dxdy       x  dy2        x  dy       x         x2   ■ 

car,  en  ajoutant  ces  deux  équations-ci  ensemble  après  avoir  multiplié  la 

•4- 
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seconde  par  —,  on  a 

r       X 

d2z       iy    d-z         y2  d2z 
dx2        x    dxdy        x2  dy2  ~~ 

qui  est  l'équation  même  proposée. 

De  là  il  s'ensuit  donc  que  l'équation  dont  il  s'agit  sera  aussi  une  inté- 
grale complète  du  premier  ordre,  et  même  on  y  pourra  pour  plus  de  sim- 
plicité supposer  égale  à  zéro  une  quelconque  des  trois  arbitraires  qu'elle 
renferme. 

On  aura  doue  de  cette  manière  cette  nouvelle  intégrale  complète 

dz         y  dz       ,  y 

-, h  —  -T-  =  6-4-  c  —  5 

dx       x  dy  x 

d'où  l'on  tirera  aussi  une  nouvelle  intégrale  générale  du  premier  ordre, 

laquelle  sera 

dz        y  dz  _  ,  /  y\ 
dx        x  dy  \x  j 

Au  moyen  dé  cette  intégrale  et,  de  la  précédente  on  pourra  avoir  sur- 
le-champ  l'intégrale  générale  finie;  car  multipliant  la  dernière  par  x  et 
l'ajoutant  à  la  première  on  aura 

x  y  '  ' 


? 


70.  Nous  nous  dispenserons  d'examiner  les  équations  à  différences 
partielles  des  ordres  plus  élevés,  comme  aussi  celles  où  il  y  aurait  plus 
de  trois  variables;  l'application  des  principes  que  nous  venons  d'établir 
à  ces  sortes  d'équations  ne  doit  pas  être  difficile  à  présent,  et  d'ailleurs 
ce  Mémoire  n'est  déjà  que  trop  long. 
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MOUVEMENT  DES  NŒUDS 


ORBITES  PLANÉTAIRES1*1 


(  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1774.) 


Un  des  principaux  effets  de  l'attraction  mutuelle  des  planètes  est  le 
changement  de  situation  de  leurs  orbites.  La  théorie  fait  voir  que  si  un 
corps  qui  se  meut  autour  d'un  centre,  en  vertu  d'une  force  quelconque 
tendante  à  ce  centre,  est  attiré  par  un  autre  corps  mû  autour  du  même 
centre  et  dans  le  même  sens,  mais  dans  un  plan  différent,  le  nœud,  c'est- 
à-dire  l'intersection  de  l'orbite  du  corps  attiré  sur  celle  du  corps  attirant 
regardée  comme  fixe,  a  nécessairement  un  mouvement  rétrograde  et 
contraire  à  celui  des  deux  corps,  sans  compter  les  inégalités  périodiques 
qui  auront  lieu  tant  dans  ce  mouvement  du  nœud  que  dans  l'inclinaison 
des  orbites.  C'est  ainsi  que  les  nœuds  de  la  Lune  rétrogradent  sur  l'éclip- 
tique  d'environ  19  degrés  par  an,  par  l'action  du  Soleil.  La  même  chose 
doit  donc  avoir  lieu  aussi  à  l'égard  des  orbites  des  planètes  principales, 
dont  l'attraction  mutuelle  est  un  fait  qu'on  ne  saurait  plus  révoquer  en 

(*)  Lu  le  9  juin  1774. 
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cloute;  chaque  orbite  doit  rétrograder  continuellement  sur  chacune  des 
autres  orbites;  ce  qui  doit  nécessairement  produire  à  la  longue  un  dé- 
placement général  de  toutes  les  orbites  planétaires.  Il  en  est  de  même 
des  orbites  des  satellites  de  Jupiter,  ainsi  que  de  celles  des  satellites  de 
Saturne. 

M.  Euler  est  le  premier  qui  ait  entrepris  de  déterminer  le  changement 
que  le  plan  de  l'orbite  de  la  Terre  doit  souffrir  par  sa  rétrogradation  con- 
tinuelle sur  les  plans  des  orbites  des  autres  planètes. 

M.  de  Lalande  a  étendu  ensuite  cette  théorie  à  toutes  les  planètes,  et, 
après  avoir  déterminé  séparément  le  mouvement  des  nœuds  de  chaque 
planète  sur  l'orbite  de  chacune  des  cinq  autres,  a  examiné  quel  change- 
ment il  devrait  en  résulter  dans  la  position  de  chaque  orbite  relativement 
à  un  plan  fixe. 

Enfin  M.  Bailly  a  appliqué  cette  même  théorie  aux  satellites  de  Jupiter 
et  a  tâché  d'expliquer  par  là  les  variations  observées  dans  les  inclinaisons 
des  orbites  du  second  et  du  troisième  satellite. 

Mais  comme  les  formules  que  ces  Auteurs  ont  employées  n'expriment 
à  proprement  parler  que  les  variations  instantanées  ou  différentielles  des 
lieux  des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites,  il  s'ensuit  qu'elles  ne 
peuvent  servir  que  pour  un  temps  limité ,  et  qu'elles  sont  absolument 
insuffisantes  pour  faire  connaître  les  véritables  lois  des  variations  de  ces 
éléments.  D'où  l'on  voit  que  le  Problème  dont  il  s'agit  n'a  pas  encore 
été  résolu  avec  toute  la  généralité  et  la  précision  nécessaires  pour  qu'on 
en  puisse  tirer  des  conclusions  exactes  sur  les  phénomènes  que  l'action 
mutuelle  des  planètes  doit  produire  h  la  longue  relativement  à  la  position 
de  leurs  orbites. 

L'importance  de  ce  Problème  m'ayant  engagé  à  m'en  occuper,  je  vais 
communiquer  ici  aux  Géomètres  les  recherches  que  j'ai  faites  depuis 
quelque  temps  pour  en  trouver  la  solution.  Elles  m'ont  conduit  à  des 
résultats  qui  me  paraissent  mériter  leur  attention,  tant  par  l'utilité  dont 
ils  peuvent  être  dans  l'Astronomie  physique,  que  par  l'analyse  même 
sur  laquelle  ils  sont  fondés. 

Je  considère  d'abord  deux  seules  orbites  mobiles  l'une  sur  l'autre,  et 
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je  donne  dans  ce  cas  une  solution  générale  complète  de  la  question;  je 
fais  voir  ensuite  que  le  cas  de  trois  orbites  mobiles  à  la  fois  l'une  sur 
l'autre  dépend  de  la  rectification  des  sections  coniques,  et  par  consé- 
quent ne  peut  être  résolu  par  les  méthodes  connues;  d'où  je  conclus 
qu'à  plus  forte  raison  on  ne  saurait  se  flatter  de  pouvoir  résoudre  le  Pro- 
blème lorsque  le  nombre  des  orbites  mobiles  est  plus  grand.  Cependant 
comme  les  orbites  des  planètes  ainsi  que  celles  des  satellites  sont  peu 
inclinées  les  unes  aux  autres,  j'examine  si  cette  circonstance  ne  pourrait 
pas  apporter  quelque  simplification  aux  calculs,  et  je  parviens  enfin  à 
une  méthode  très-simple  et  très-générale  par  laquelle,  quel  que  soit  le 
nombre  des  orbites  mobiles,  le  Problème  se  réduit  toujours  à  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  du  premier  ordre,  dont  l'intégration  est 
facile  par  les  méthodes  connues;  de  sorte  qu'on  peut  par  ce  moyen  avoir 
une  théorie  complète  des  principaux  changements  que  l'attraction  mu- 
tuelle des  planètes  doit  produire  dans  les  lieux  des  nœuds  et  dans  les 
inclinaisons  de  leurs  orbites.  Je  me  contente  ici  de  poser  les  fondements 
de  cette  théorie,  et  je  me  propose  d'en  donner  dans  une  autre  occasion 
tout  le  détail,  et  l'application  même  au  système  du  monde  (*). 

1.  Considérons  d'abord  deux  seules  planètes  P  et  Q  qui  se  meuvent 
dans  les  plans  des  grands  cercles  AP,  BQ  (fig.  1 ,  page  1 14)  faisant  entre 
eux  l'angle  PLQ;  et  supposons  que  par  l'attraction  de  la  planète  P  sur  la 
planète  Q,  le  nœud  L  soit  forcé  de  rétrograder  sur  l'arc  AP,  regardé  comme 
fixe,  de  la  quantité  constante  pdt  pendant  chaque  instant  dl,  et  que  par 
l'attraction  de  la  planète  Q  sur  la  planète  P,  le  même  nœud  L  soit  obligé 
de  rétrograder  sur  l'arc  BQ,  regardé  maintenant  comme  fixe,  de  la  quan- 
tité constante  qdt  à  chaque  instant  dt,  l'angle  QLP  demeurant  d'ailleurs 


(■*)  J'ai  rempli  depuis  cet  engagement  dans  un  Mémoire  que  j'ai  envoyé  à  l'Académie  Royale 
des  Sciences  de  Paris  au  mois  d'octobre,  1774,  et  dont  on  trouvera  les  résultats  dans  les  Tables 
astronomiques  que  l'Académie  va  publier. 

Le  Mémoire  dont  il  est  ici  question  a  été  inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris,  pour  l'année  1774;  il  appartient  à  la  troisième  Section  des  Œuvres- de  Lagrange. 

(Note  de  l'Éditeur.) 
IV.  ,5 
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toujours  le  même;  on  demande  le  changement  qui  en  résultera  au  bout 
d'un  temps  quelconque  t  dans  la  position  des  arcs  AP,  BQ. 


Fig.  i. 


2.  Pour  cela  il  faut  tirer  un  troisième  arc  de  grand  cercle  OABR  qu'on 
supposera  toujours  fixe,  et  auquel  on  rapportera  la  position  des  arcs 
mobiles  AP,  BQ;  et,  ayant  pris  dans  cet  arc  un  point  fixe  0,  on  fera 

OA  =  x,     0B=3)-,     A.L=s,     BL— ,     BAL— £>     BBL=+,     ALB  =  w. 

On  considérera  maintenant  que  de  ces  sept  quantités  il  suffira  d'en 
connaître  quatre,  parce  que  les  trois  autres  dépendront  de  celles-ci  par 
les  propriétés  connues  des  triangles  sphériques,  et  il  est  clair  que  celles 
qu'il  est  le  plus  naturel  de  chercher  sont  oc,  y,  \  et  <\>,  parce  qu'elles  dé- 
terminent immédiatement  la  position  des  arcs  mobiles  AP,  BQ;  il  faut 
donc  trouver  quatre  équations  entre  ces  quatre  quantités  d'après  les 
conditions  données  du  Problème;  or  il  est  visible  que  ces  conditions  se 
réduisent  à  celles-ci  : 

i°  Qu'en  supposant  x,  S,  et  u  constants  et  faisant  varier  toutes  les 
autres  quantités  de  leurs  différentielles  respectives  on  ait 

ds  =  —  p  di  ; 

2°  Qu'en  supposant  y,  ù  et  w  constants  et  faisant  varier  les  autres 

quantités  on  ait 

dz——qdt. 


11  n'y  aura  donc  qu'à  employer  les  analogies  différentielles  connues 
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pour  les  triangles  sphériques;  mais  il  sera  encore  plus  simple  et  plus 
direct  de  s'y  prendre  de  la  manière  suivante. 

3.  Dans  le  triangle  sphérique  ALB  on  a,  comme  on  sait, 

cos<\i  =  —  sinoo  sin£  coss  -+-  cosw  cos£, 

et  de  même 

cos£  =  sinw  sini];  cosz  -+-  cosw  cos^; 

donc,  différentiant  la  première  de  ces  deux  équations  en  y  supposant  'S, 

et  w  constants  et  faisant 

ds  —  — pdt, 

on  aura 

dcos^  =  —  sinw  sin£  sins  X pdt; 

diiï'érentiant  ensuite  la  seconde  équation  en  y  supposant  ty  et  «  constants 

et  faisant 

dz  —  —  qdt, 

on  aura 

d cos%  =  sinw  sin <b  sin  s  x  qdt. 

On  a  de  plus  clans  le  même  triangle 

COSW  —  cos^cos^ 


cos( y—  x) 


sin^sinij' 


Donc,  supposant  en  premier  lieu  x,  S,  et  w  constants  et  faisant  varier  'l> 
et  y,  on  aura 

.      .  .    ,  COSË  —  COSW  COSdi     ,, 

—  sin  (  v  —  x)dr  = ; — ■„   ■   ,  , ddi, 

J  -  sin  Ç  sin- (ji  T 

et  supposant  en  second  lieu  y,  <\>  et  w  constants  et  faisant  varier  S,  et  x, 

.    .  ,  cosJ'  —  COSW  cos£    ... 

sin   r —  x  )dx  = —, — : — r-r -, dt. 

J  sini|;sin2£ 

Or  on  a  par  la  propriété  connue  des  sinus 

.    ,  sinwsin^       sinwsinz 

sin  (  y  —  x  )  = : — -. —  = r— = —  ; 

KJ  sini]>  sin  H 
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de  plus  les  équations  ci-dessus  donnent 

cos  £  — cosw  cos^  =  sinoi  sin <h  cosz, 
cos<\i  —  cosw  cos  \  =  —  sin  ta  sin£  coss; 

donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

,             coszd<L        ,  cossrfË 

dy= : — y.    .     i     dx=- 


sin£sins  sind/sinz 

Et,  si  l'on  met  pour  de.  et  ddi  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précé- 
dentes, on  aura 

,  sincocos.z      ,         ,         siuwcos*      . 

ar= : — ; —  pdt,     dx  = : — ? —  qui. 

■'  sind<      '  sin£ 

Ainsi  la  solution  du  Problème  ne  dépend  plus  que  de  l'intégration  de 
ces  quatre  équations 

(/cos H  .         .     ,    .  d  cos ii  .    ..   . 

— ; — -  =  q  sinw  sind;  sin;,     ; — -  =  —  p  sino>  siiîc  suis, 

dt  ■'  dt  ' 

dx  q  sin  m  cos  .s       dy p  sin  m  cosz 

dt   "  sin  £  dt  ~  sind/ 

où  l'on  remarquera  que  w  est  une  quantité  constante,  et  que  z  et  s  sont 
données  en  S,  <i  et  w. 

4.  Si  l'on  ajoute  ensemble  la  première  multipliée  par/)  et  la  seconde 
multipliée  par  q,  on  aura,  à  cause  de  sin'isin-  =  sinSsins, 

p  d  cos  £  H-  q  rf  cos  ^ 

di 

dont  l'intégrale  est,  comme  l'on  voit, 

/>cos£-i-  q  cosij1  —  y-, 

p.  étant  une  constante  dépendante  de  la  position  initiale  des  plans  AP, 
BQ  par  rapport  au  plan  fixe  OAB. 
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5.  Ayant  maintenant  une  équation  finie  entre  les  cosinus  des  angles  £ 
et  <b,  et  connaissant  d'ailleurs  le  troisième  angle  w  qui  est  supposé  donné, 
on  pourra  réduire  toutes  les  autres  variables  du  Problème  à  une  seule. 

En  effet  on  aura  (3) 

cos  m  cos£  —  cosd/ 

COSS  = .  — -. L) 

sinco  sin£ 

mais  (4) 

,       fj.  —  pcosl 
cosu;  =  ! c -; 

q 

donc 

(p  -+-  a  cos  m)  cos?  —  u. 

cos  s  =  -± — : -.— p-5 ; 

q  sinco  sin? 

4 

de  là,  en  faisant,  pour  abréger, 

</2sin2co  —  [j?  =  a,     y.(p  -f-  çcosm)  =  b,     p2  -+-  ipq  cosco  -f-  q2  =  n-, 


Ja  -h  i  b  cos  £  —  ri1  cos2  £ 
q  sinw  sin£ 

substituant  donc  cette  valeur,  on  aura,  par  les  équations  du  rt°  3, 


d£ \ja  ■+-  ib  cos  H  —  n.2cos2H 


dt  sin£ 

et  faisant  eosi;  ==  u, 

du 

dt  — 


sJa-[-  ibu  —  n2 
d'où  l'on  tire  par  l'intégration 


b 

n\u ■ 


ni  -+-  x  =  arc  cos 


V7 


fr- 
et H ; 


«  étant  une  constante  arbitraire. 
Mais  on  a 

an2  -+-  b2  =  q2sin2oi(n2  —  p.2 
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donc 

n2cosl  —  w(p  -t-  acosto) 

nt  -+-  a  =  arc  cos  —         — ! — r  •, 

qs'ms)  \Jn-  —  y.2 

par  conséquent 


u.(p  -+-  q  costa)  -l-  osinw  Jn? —  u.2cos{nt  -t-  a) 
cos^^1—^ - r-ï ! —         : 


n-  =  p2  -t-  apg  cos  co  -+-  g2. 

6.  On  trouvera  de.  même  la  valeur  de  cos<|>  à  l'aide  des  équations  du 
n°  3;  mais  sans  faire  pour  cela  un  nouveau  calcul,  il  suffira  de  changer 
dans  les  formules  précédentes  p  en  q,  H  en  i8o°—  if  et  p.  en  —  p.,  et 
vidk  versa,  et  l'on  aura 

u.(q  -+-  pcosoi)  —  osinw  Jn2  —  u.2cos(nt  -+-  (3) 

cos  il*  =  ■ — 1 - r-5 i 

T  n1 

|3  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire  qu'on  déterminera  par  la  con- 
dition que  les  valeurs  de  cosS  et  de  cosd/  doivent  satisfaire  à  l'équation 
du  n°  4.  Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  dont  nous  venons 
de  parler,  elle  deviendra,  après  la  destruction  de  quelques  termes, 


pq sin m  Jn2  —  u?  ,  ,  _., 

L-J ï l_  [cos(raï-l-a)  —  cos(»f-f-  (3)]  =o, 

donc 


cos(/U  +  a)  =  cos(«? 


et  par  conséquent  «  =  jS. 
On  aura  donc 


,        p.  (o  -f-  pcosco   —  psinw  i/«2  —  a- cos  (nt  -\-  a) 

COSlL  =  r—-i — " i 

T  n- 

et  les  quantités  a.  et  a.  seront  les  deux  constantes  arbitraires  introduites 
par  l'intégration  des  deux  équations  différentielles  en  £  et  <\i. 

7.  Pour  déterminer  ces  deux  arbitraires,  on  supposera  que  lorsque 
t  =  o  on  ait  £  =  S  et  ty  =  W,  et  l'on  aura  d'abord 

u.  =  pcosS  -f-  q  cos^F, 
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et  ensuite 

(q  -+-  pcosw)cosE  —  (p  ■+-  «cosw)  cos^F 

COSa=^ c —  — -==*=J —  

sinw  sjn2 —  jj.2 

8.  Ayant  trouvé  les  valeurs  de  cosd/  et  cos?  en  t,  il  sera  facile  d'en 
déduire  celles  de  x  et  y,  au  moyen  des  deux  dernières  équations  diffé- 
rentielles du  n°  3. 

On  aura  donc 

dx q  sinw  X  coss 

dt  ~~  sin£ 

et,  substituant  pour  coss  sa  valeur  trouvée  dans  le  n°  5,  on  aura 

dx (/>  +  <7  cosw)  cos£  —  y. 

dt  ~  sin2£ 

Or  à  cause  de 

sin2£  =  i  —  cos2£  =  (i  —  cos£)(i  -f-  cos£), 

il  est  clair  qu'on  peut  mettre  le  second  membre  de  l'équation  précédente 
sous  cette  forme 

jj  -+-  q  cosw  —  \x       p  -r  -  q  cosw  +  y. 

2(1  —  COs£)  2(H-C0s£) 

donc,  substituant  pour  eosc;  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  et  multipliant 
toute  l'équation  par  dt,  on  aura 

.    1  (p  -+-  q  cosw  —  p.)  Tûdt 


2  n2  —  a(p  -+-  qcosto)  —  q  sinw  \Jn2  —  u-eosfnt  -+-  a.) 

1  (p  -+-  a  cosw  -4-  y.)  n-dt 

2  n-  -+-  \j.  (p  -+-  q  cosw  )  -+-  q  sin  w  \Jn?  —  y.2  cos  (ni  -4-  a. 

équation  dont  chaque  terme  est  intégrable  par  les  méthodes  connues. 

9.  Pour  parvenir  plus  aisément  à  intégrer  cette  équation,  nous  re- 
marquerons que  l'intégrale  de 

û?cp 
A  -H  Bcosca 
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prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque  a>  =  o,  est 

A-B 

arc  tang      - —  lang  -     •> 


^A2— B2  \JA2-B2 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  la  différentiation ;  or  faisant 


A  =  n2±p.{p  -+-  q  cosw),     B  =  rtçsin&j  Jn2  —  p.2, 
on  trouve  après  les  réductions 


y/ A2  —  B2  =  7i(/?  "+"  çcoswzizp.); 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  l'intégrale  de  l'équation  précédente, 
prise  en  sorte  que  x  soit  =  X  lorsque  nt  -+-  a  =  o,  sera 


[n-  —  a (p  ■+■  a  cosw)  -+-  osinw  Jn- — y?  nt  +  xl 

x  —  X  =  arc  tang ^-^- — y1 3 r-ï '--  tang , 

n{p  -+-  g  cosw  —  p.)  2     J 

[ri2  -+-  u.(p  -4-  a cosw)  —  tfsinw  Jn2  —  y.2          nt  -+-  xl 
— rvr       * * — * '-  tang • 
«(/>  -+-  q  cosw  -4-  p.)                                2      J 

10.  Or  on  sait  que  la  différence  de  deux  arcs  a  pour  tangente  la  dif- 
férence des  tangentes  divisée  par  la  somme  de  l'unité  et  du  produit  des 
deux  tangentes;  ainsi  la  tangente  de  x  —  X  sera  égale  à  la  quantité 

T  ,r    ,  ■         i n~l  nt -h  a 

in\  y.ri2  —  (p  -+-  q  cosw)  [;j-(p  ■+-  q  cosw)  —  gsinw  \fii2 —  p.2J    tang 

r  î       r  r  '.         ; t~1  n7+"â  ' 

n2[(p-i-qcosny  —  [j.2]  -4-    re4  —  [p.(j^-4- <j[  cosw)  — <j[Sinw  y/re2  —  p.2J     tang2 

le  numérateur  de  cette  quantité  se  réduit  à 

r  , n  ni  -+-  x 

iiiqsmoi  [pçsinw  -l-  (p  -+-  q  cosw)  \jn2 —  p.-J  tang ■> 

et  le  dénominateur  se  réduit  à 


n2[(p  -+-  q  cosw)2—  [j.2]  -t-  [p</sinw  -4-  {p  ■+-  g cosw)  y/ra»  —  p.2] J  tang2 
de  sorte  qu'en  faisant,  pour  abréger, 


m  =  yq  sinw  +  {p  -+-  q  cosw)  \jn2  —  p2 
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nt  -+-  a 
2  nmq  sin  co  tang 

tang  (  x  —  X }  = 


n*[(P  ~+"  </cosco)2  —  p.2]  -i-  m2  tang2 


II.  On  trouvera  de  la  même  manière  la  valeur  de  y  par  l'intégration 
de  la  dernière  équation  du  n°  3,  et  il  suffira  même  pour  cela  de  chan- 
ger dans  l'expression  précédente  p  en  q,  \x  en  —  \j.  et  x  en  —  y;  de  cette 
manière,  si  l'on  nomme  Y  la  valeur  de  y  lorsque  nt -\-  x  =  o  et  qu'on 
suppose 

m'  =  [j.p sinoi  —  (q  ■+■  pcosw)  \jn2  —  y? , 

on  aura 

,      .                nt  -+-  a 
inm  p  sin  m  tang 

tang(j— Y)= 


,  r/                      \.         on          ,,          .,  »£  -t-  a 
w  U?  -+-./*>cosw)2  —  p.2J  -t-  m'2  tang- 


12.  11  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  arcs  s  et  z;  or  on  a  trouvé 

dans  le  n°  5 

(p  -+-  </cosw)cos£  —  u- 

COS4=    ^ 3 ; .      „ L5 

</  sinco  sin£ 

et  de  là 

i/a-f-2Ôcos£  —  ;i2cos2£ 

sins  = : — 5_ — :  • 

</sinw  sin  g 

donc 


Ja  -+-  2Ôcos£  —  ;i2cos2£ 

tang*  =  i 2 =. 

(/>  -+-  gcosco)  cos£  —  p. 

Mais  on  a  aussi  trouvé  dans  le  même  endroit 

/ î ? : t*  sm'id'i       dcos'i 

Ja  -t-  2  0cos£  —  re2cos2£  = f — -  =  — ; — -, 

v  cil  al 

donc 

dcos'i 


tangs  : 


dt[(p  -f-  qcosv)  cos£  —  y] 
Substituons  ici  la  valeur  de  cos£j  du  n°  5,  on  aura  après  les  réductions 


n  Jn2  —  u.2  sin  (nt  +  a) 
tang*  — 


p. ç  sin w  —  ^n2  —  p.2 ( p  -t-  q  cos w )  cos (nt  -+-  a) 
IV.  16 
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13.  Et  changeant  dans  celte  expression/?  en  q  et  p.  en  —  p,  on  aura 
la  valeur  de  tangz,  laquelle  sera  donc 


n  \jn2  —  p.2  sin  (  ra£  -t-  «  ) 


u.psinw  -+-  \/n2 —  [J.2{q  -+■  p  cosm)  cos{nt  -+-  a.) 


14.  On  peut  simplifier  beaucoup  les  formules  précédentes  en  suppo- 
sant, ce  qui  est  toujours  permis, 

Jn2—y.2             ,.           psinw                  _           osinoo  „ 

ï î-=tangM,     — *- =  tangP,     — * =tangQ; 

p.  </+/>COSM  p  +  f/COSM 

car,  à  cause  de 

n2=zp2  -t-  ipq  cosm  -i-  q2  =  (p  -h  g  cosm)2  -f-  g2 sin2 m  =  (g  +  /?cosMVJ  +  p2sin!M, 


y/n2— f/.2=  HsinM,     f/.  =  »cosM, 

josinco  =  resinP,        g  -f-  pcoso)  =  «cosP, 

gsinu  =  nsinQ,        p  -t-  q  cosm  =  mcosQ. 

Faisant  donc  ces  substitutions,  on  aura  d'abord  (5  et  6) 

cos£  =  cosM  cosQ  -+-  sinMsinQ  cos{nl  -t-  x), 
cosi|/  =  cosM  eosP  —  sin  M  sinPcos(«/  -f-  x); 

ensuite  on  aura  (10  et  11) 

m  =  n2  sin  (Q  -+-  M  ),     m'  =  n2  sin  (P  —  M), 

et  de  là 

.    „          nt  -+-  X 
2  sin  Q  tang 

tang(^  —  X)  = 


lang(j— Y)  = 


sin(M  —  Q)  +  sin(M  -+-  Q)  tang2  — — 


.      _,  lit  -h  X 

—  2  sin  P  tang 

sin(M  -+-  P)  -f-  sin(M  —  P)tang2 
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ou  bien 

sinQ  sin(«ïH-  a) 


tang(.r  —  X)  : 
tang  (  r  —  Y)  : 


sinM  cosQ  —  cosMsinQ  cos[nt  -+-  a) 
—  sinPsin(«?-(-  a) 


"  sinM  cosP  -i-  cosMsinP  cos(nt  -+-  «)' 
enfin  on  aura  (12  et  13) 

sinMsin(n<+  a) 


tangs 
tangz  : 


cosMsinQ  —  sinM  cosQ  cos{nt  -+-  a) 
—  sinM  sin  (nt  +  «) 


cosM  sinP  -f-  sinM  cosP  cos(nt  -+-  a) 
15.  A  l'égard  des  constantes  [j.  et  a,  on  a  (7) 
p.  =  p  cosE  +  q  cosY, 


donc 


donc 


/isinP  «sinQ 

P=   — = '       Ç=  ■ i 

'  ci  ri  ci  *  ci  n  r.\      ■ 


__  n(sinPcosE-i-  sinQcosY) 

!J'  —  _;„,.  ': 


sinP  cosS  -+-  sinQ  coslF 
cosM  = : : 


ensuite  on  trouvera 

cosP  cosS  -*  cosQ  cosT 


COSa: 


sin  m  s  in  M 


où  H  et  W  sont  les  valeurs  de  g  et  ^  lorsque  t  =  o. 

Et  il  est  bon  de  remarquer,  touchant  les  angles  P  et  Q,  qu'on  aura 
après  les  réductions 

tang(P  +  Q)  =  tangw, 

et  par  conséquent 

P  +  Q  =  w. 

Pour  ce  qui  concerne  les  constantes  X  et  Y,  comme  elles  se  rapportent 

16. 
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à  l'instant  où  nt -h  <z  =  o,  savoir,  où  t  =  —  -,  il  vaudra  mieux  intro- 

n 

duire  à  leur  place  les  valeurs  de  x  et  y  lorsque  t  =  o. 

Désignant  donc  ces  valeurs  par  A  et  B,  on  aura 

sinQsina 

tang(A— X)  = 


sinM  cosQ  —  cosM  sinQ  cosa 


—  sinPsina 
tang(  B  —  Y)=    .   „ „ ^—. — s , 

sinM  cos  P  -t-  cosM  sinP  cos« 

d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  X  et  Y  qu'on  substituera  ensuite 
dans  les  formules  du  numéro  précédent. 

On  pourrait  aussi  faire  ces  substitutions  immédiatement  et  trouver 
directement  les  valeurs  de  tang(a;  —  A)  et  tang(j  —  B),  en  remarquant 
que  l'on  a  par  les  propriétés  connues  des  tangentes 

..        tang(#  — X)  — tang(A  — X) 

tang (x  —  A)=      ,  ° — ; vw        ,  . =/r*, 

n-  tang(x  —  X)tang(A  — X) 

mais  comme  les  expressions  qui  en  résulteraient  seraient  un  peu  trop 
compliquées,  il  vaudra  mieux  s'en  tenir  à  celles  que  nous  venons  de 
donner. 

16.  Voilà  donc  le  Problème  entièrement  résolu;  il  ne  nous  reste  plus 
qu'à  faire  quelques  remarques  sur  les  formules  que  nous  avons  trouvées. 

Et  d'abord  les  expressions  de  cos?  et  cosif  font  voir  que  les  angles 
d'inclinaisons  S  et  ty  sont  nécessairement  renfermés  dans  de  certaines 
limites,  lesquelles  sont  M -4-  Q  et  M  — Q  pour  l'angle  g,  M-l-P  et  M  — P 
pour  l'angle  é. 

En  second  lieu  il  est  facile  de  prouver  que  si  tangM>  tangQ,  abs- 
traction faite  des  signes,  l'angle  x  sera  aussi  renfermé  dans  des  limites 
déterminées  par  l'équation 

v  >  sin  Q 

tane (x  —  X )  =  ±    ,  , 

v/sin(M  +  Q)sin(M— Q) 
qui  détermine  le  maximum  et  le  minimum  de  tang  (a;  —  X). 
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Au  contraire  l'angle  s  croîtra  dans  ce  même  cas  à  l'infini,  parce  que  la 
valeur  de  tangs  peut  devenir  infinie. 

En  troisième  lieu  on  prouvera  de  même  que  si  tangM  <C  tangQ,  abs- 
traction faite  des  signes,  l'arc  x  croîtra  à  l'infini,  et  l'arc  s  sera  renfermé 
dans  les  limites  déterminées  par  l'équation 

sinM 

tangs  =  : 


^sinlQ  +  MlsintQ  — M; 


En  quatrième  lieu  on  trouvera  des  conclusions  semblables  par  rapport 
aux  arcs  y  et  z,  suivant  que  l'on  aura  tangM  >  ou  <  tangP,  abstrac- 
tion faite  des  signes;  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  changer  Q  en  P,  x  en  y 
et  s  en  z. 

17.  Mais  il  y  a  deux  cas  qui  méritent  une  attention  particulière  :  ce 
sont  ceux  où  tangM  =  ±  tangQ  ou  =  ±  tangP. 
i°  Soit  tangM  =  tangQ,  donc  M  =  Q,  on  aura 

sin(nt  -+-  a)  sin(»<-f-a) 

tang ( x  -  X )  =  _„,        „^,„,  ,   „n '     tang *  — 


cosM[i  —  cos(nt-±-  a)]  °         cosM[i  —  cos(ra/ -+- «)]' 

donc 


tang(.r  —  X)=  tangs  = 


cosM 


2°  Soit  tangM  =  —  tangQ,  on  aura  Q  =  i8o°—  M,  donc 

—  sin ( nt  -t-  ce)  sin( nt  -+-  oc) 

tang(*-X)=— nrÏT-— — 7-T— tï»     tanS*:" 


cosM[i  -+-  cos(«f  -t-  ce)]  s        cosM[i  -+-  cos{nt  ■+-  a)] 

par  conséquent 

nt  -t-  a. 
tang 

tang(*-X)--tangs  = ^— ■ 

Et  il  est  visible  que  dans  ces  deux  cas  les  arcs  x  et  s  croîtront  à  l'in- 
fini avec  le  temps  t. 
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Ce  sera  la  même  chose  à  l'égard  des  arcs  y  et  z,  en  changeant  seule- 
ment x  en  y,  s  en  z  et  Q  en  P. 

18.  Je  remarque  maintenant  que  le  cas  de  M  =  Q  aura  lieu  lorsqu'on 
prendra  pour  le  plan  de  projection  celui  de  l'orbite  de  la  planète  P  dans 
l'instant  où  t  =  o;  car  alors  l'arc  de  grand  cercle  AR  coïncidera  avec 
l'arc  ALP  {fig.  i,  page  n4).  par  conséquent  l'angle  LAR  =  S  au  com- 
mencement du  temps  t  sera  =  o,  et  l'angle  LBR^^  deviendra  l'angle 
même  QLP  =  w  ;  ainsi  l'on  aura  dans  ce  cas  S  =  o  et  W  =  w,  par  consé- 
quent (15) 

sinP -f-sinQcosw 

cos  M  = -. — ; 

sin  m 

mais  P  =  w  —  Q,  donc 

cosM  =  cosQ     et     M  —  Q. 
En  général,  puisqu'on  a 

..       sinP  cosE  +  sinQ  cosUr 

cos  M  = . 1 

sinw 

où  H  et  W  sont  les  angles  LAB,  LAR  au  commencement  du  temps  t,  et 

que  P  =  w  —  Q  (15),  on  aura 

«»  ^        ^       sinO  ,       1Tr  _, 

cosM  —  cosQ  cosi  h — : cosT  —  cosmcosû  ; 

sinw 

mais  dans  le  triangle  sphérique  ALB  on  a,  en  nommant  H  le  côté  AL, 

cos^F  =  cosS  cosm  —  sin!E  sinw  cosH, 

donc 

cosM  =  cosQ  cosZ  —  sinQ  sinS  cosH, 

ou  bien 


cosM  ==  cosQ  —  2sin  —  (  cosQ  sin  —  -t-sinQ  cos  —  cosH  \, 

à  cause  de 

cosS  =  i  —  2  sin2  —     et     sinE  =  2  sin  —  cos  —  ■> 
2  22 

d'où  il  est  facile  de  conclure  : 

i°  Que  tant  que  l'angle  LAB  =  H  sera  positif,  comme  on  le  suppose 
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dans  \&fig.  i,  page  i  il\,  on  aura  cosM<<cosQ,  et  par  conséquent  M  >Q 
et  tangM>tangQ;  de  sorte  que  dans  ce  cas  l'angle  x  sera  renfermé 
dans  de  certaines  limites  et  l'angle  s  ira  à  l'infini  (16); 

20  Que,  si  l'angle  LAB  =  2  devient  négatif,  ce  qui  est  le  cas  de 
\âjîg-  2,  page  n4,  où  le  plan  de  projection  OABR  tombe  au-dessus  du 
nœud  L  des  deux  orbites,  on  aura  cosM>  cosQ,et  par  conséquent  M<;Q 

et  tangM<<tangQ,  du  moins  tant  que  tang  —  sera  <  tangQcosM;  par 

conséquent  dans  ce  cas  l'angle  x  croîtra  à  l'infini  et  l'angle  s  sera  ren- 
fermé dans  des  limites  (numéro  cité). 

19.  Nous  avons  déterminé  ci-dessus  les  valeurs  des  arcs  x  et  y  par 
l'intégration  des  deux-  équations  différentielles  trouvées  pour  cet  effet 
dans  le  n°  3;  mais  il  est  bon  de  remarquer  que,  dès  qu'on  a  trouvé  les 
valeurs  des  angles  %  et  \,  on  peut  en  déduire  immédiatement  et  sans  au- 
cune nouvelle  intégration  celles  des  arcs  x  et  y. 

Et  d'abord  il  est  clair  que,  puisque  l'on  a  (3) 

,  .       cos&>  —  cosÉcosJ' 

cos(r  —  x)  = : — t^—. ij 

sin£sin<^ 

il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  cette  formule  les  valeurs  de  cos£  et  cos^,  et 
l'on  connaîtra  sur-le-champ  le  cosinus  de  la  différence  des  arcs  x  et  y,  où 
il  est  remarquable  qu'il  n'entrera  dans  cette  valeur  de  cos  (y  —  x)  au- 
cune autre  constante  arbitraire  que  celles  qui  entrent  dans  les  valeurs 
de  cosÇ  et  costf ,  c'est-à-dire  les  quantités  cosH  et  cosM7. 

Mais  on  ne  pourra  connaître  de  cette  manière  que  la  différence  des 
arcs  y,  x,  et  non  les  arcs  mêmes;  voici  donc  comment  on  pourra  s'y 
prendre  pour  parvenir  à  cette  dernière  connaissance. 

20.  Pour  cet  effet  il  n'y  a  qu'à  considérer  que,  si  par  le  point  0  (Jig.  3, 
page  128)  on  tire  un  autre  arc  de  grand  cercle  SOD  perpendiculaire  à 
l'arc  OR,  et  qu'on  prolonge  les  arcs  AL,  BL  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent 
en  C  et  D  ce  dernier  arc  SOCD,  on  pourra  prendre  ce  même  arc  à  la  place 
de  l'arc  OR  dont  la  position  est  arbitraire;  alors  le  triangle  ALB  deviendra 


1-28 


SUR   LE   MOUVEMENT   DES   NOEUDS 


CLD,  et  les  angles  LAB  =  g,  LBR  =  <J;  deviendront  LCD  =  §',  BDT  =  f , 
l'angle  L  =  w  demeurant  le  même  pour  les  deux  triangles. 


De  là  il  est  facile  de  conclure  que,  si  l'on  nomme  S'  et  W  les  valeurs 
des  angles  £'  et  i|/  lorsque  £  =  o,  il  n'y  aura  qu'à  changer,  dans  les  expres- 
sions de  cos£  et  cos<f,  E  et  W  en  S' et  W  pour  avoir  celles  de  cos£'  et  cosij/. 
Donc  si  l'on  fait  (15) 

„      sinPcosE'-f-  sinQcos^'  a       cosPcosZ'— cosQcosV 

C0SN=  : 5       COSS=  : r"^ > 

sino)  sin&)sinJ\ 

on  aura  sur-le-champ  (14) 

cos£'  =  cosN  cosQ  -+-  sinNsinQcos(»<  +  (3), 
cos^'  =  cosN  cosP  —  sinN  sinP  cos(  nt  -t-  (3). 

Connaissant  maintenant  dans  les  triangles  COA,  DOB  rectangles  en  O 
les  angles  A,  C  et  B,  D,  on  trouvera  les  arcs  OA  =  x  et  OB  —y  par  les 
formules  connues  ;  ainsi  l'on  aura 


COS.T  =  — 


COs£' 

sinf- 


COSJ: 


COSl]/ 

sin^ 


ou  bien 


tang.r  =  — 


y/i  —  cos2£  —  cos2i;' 
cos£' 


>      tang.r  = 


y'i  —  cos24>  —  cos2^' 


cosd/ 


où  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  de  cos£,  costi,  cos£',  costj;'. 
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21.  Puis  donc  que  de  cette  manière  la  solution  du  Problème  est  ré- 
duite uniquement  à  la  recherche  des  angles  g  et  <|/,  il  est  bon  de  consi- 
dérer plus  particulièrement  les  équations  différentielles  d'où  ces  angles 
dépendent;  ces  équations  sont  (3) 

dcos'E  .        .  dcosûi  .        .    .,   . 

— -t— —  =  qsmw  sin  y  sinz,     — -. — -  =  — jssinw  sin£  suis; 

oi'  on  a  (5) 

cosu  cosË  —  cosJ> 

COSi:=  : 5_ — 1, 

sin  m  sin  £ 
et  l'on  aura  pareillement 

—  cosw  cosi  -+-  cos£ 

COSZ  =  : J— ; 5; 

sin  m  sin  y 
d'où 


v/i  —  COS2U)  —  COS2£  —  C0S2lp  -+-  2C0SW  cos£  COSij1 

sinwsin£ 

\/i  —  cos2w  —  cos2£  —  cos2A  -t-  2cosoo  cosËcosib 

S1112=- i- 2 X. 

sin  m  sinij; 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  et 
qu'on  fasse,  pour  abréger, 

COSÎ;  =  .r,        —  COS^=J",       COSCO  =  «, 

on  aura  ces  deux-ci 

dx  i dr 


-y-  =  q  Ji  —  a2 —  x2 —  y2 —  laxy,     -j-  =  p  J' i  —  a2  —  x2 —  y2 
Soit  encore 


laxy 


\j\  —  a? —  x-  —  y2 —  zaxy  =  u, 

dx  =  qudt,     dy  =  pudt, 
udu  =  —  xdx  —  ydy  —  a{x  dy  ■+- ydx)  ; 


IV. 
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substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  précédentes  de  dx 
et  dy,  et  divisant  ensuite  par  u,  elle  deviendra 

du  =  —  (q  ■+-  ap)xdt  —  (/>-+-  aq)ydt; 

cette  équation,  étant  différentiée  de  nouveau  en  prenante  pour  constant, 
deviendra,  après  la  substitution  des  valeurs  de  dx  et  dy, 

d'u 

— ; 1-  n-  u  =  o 

dt2 

où 

De  là  on  aura  sur-le-champ 

u  =  A  sin(n<  +  «); 
ensuite  on  trouvera 


t.       <7A        ,  _       pA 

x  =  B  —  - —  cos(nt  •+■  a.),      y  =  L  —  c —  cos(nt  -+-  a), 


et  il  n'y  aura  plus  qu'à  déterminer  convenablement  les  constantes  a, 
A,  B,  C. 

22.  En  général  si  l'on  a  un  triangle  sphérique  ABC  {fig.  4)  dont  les 

Fig.  4. 


angles  A,  B,  C  soient  nommés  a.,  jS,  7,  et  que  le  côté  BC  opposé  à  l'angle  a 
soit  A,  on  aura 

cosoc  =  sin(3siny  cosxV  —  cos(3  cosy  ; 

donc,  si  l'on  imagine  que  le  côté  BC  croisse  de  la  quantité  adt,  les  angles 
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/S  et  7  demeurant  invariables,  on  aura  par  la  différentiation 

dcosa  =  sin(3  siny  sinA  Xadt; 
mais 


COSa  -+-  cosp  cosy 

cosA  = .    n    ■ ■> 

sinp  siny 


d'où  l'on  tire 


•    »       Ji  —  cos2a  —  cos26 —  cos'y  —  ^cosacosS  cosy 

sinA=v —  — s— : — „    .  ' —  — ~ '-■. 

sinpsiny 

donc  on  aura  l'équation  différentielle 


</cosa  =  adt\Ji  —  cos2a  —  cos2(3  —  cos2y  —  acosa  cosp  cosy. 

23.  Si  l'on  imagine  de  même  que  le  côté  AC  opposé  à  l'angle  B  croisse 
de  la  quantité  bdt,  les  deux  autres  angles  demeurant  constants,  il  n'y 
aura  qu'à  changer  dans  la  formule  précédente  a  en  /3  et  a  en  b;  et  si  l'on 
imagine  enfin  que  l'arc  AB  opposé  au  troisième  angle  C  croisse  de  la 
quantité  cdt,  les  deux  autres  angles  demeurant  constants,  il  est  clair 
qu'il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  la  formule  précédente  y  et  c  à  la  place 
de  a  et  a. 

Or  il  est  clair  que  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  radical  ne  change 
point,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les  trois  quantités  a,  jS,  y; 
d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité 


u  =  ^/i  —  cos2a  —  cos2(3  —  cos2y  —  acosa  cosp  cosy, 

on  aura  ces  trois  équations  différentielles 

dcosa  =  audt,     e?cos(3  =  budt,     dcosy  =  cudt, 

par  lesquelles  on  pourra  connaître  les  valeurs  des  angles  a,  |3,  y  du 
triangle  ABC  au  bout  d'un  temps  quelconque  t. 

24.  Ainsi,  si  l'on  considère  trois  planètes  P,  Q,  B  qui  se  meuvent  dans 
les  plans  des  grands  cercles  AB,  BC,  AC,  faisant  entre  eux  les  angles  a, 

'7- 
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/3,  y,  et  qu'on  suppose  que  chacune  de  ces  planètes  fasse  mouvoir,  sur  le 
plan  de  son  orbite  regardé  comme  fixe,  les  noeuds  des  deux  autres  pla- 
nètes sans  en  affecter  les  inclinaisons,  on  aura  le  cas  dont  nous  venons 
de  parler. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  (P,  Q)dt  la  rétrogradation  instantanée  de 
l'orbite  de  P  sur  celle  de  Q,  par  (P,  R)efc  celle  de  l'orbite  de  P  sur  l'or- 
bite de  R,  par  (Q,  P)di\a  rétrogradation  instantanée  de  l'orbite  de  Q  sur 
celle  de  P  et  ainsi  des  autres,  îï  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

«  =  (P,  Q)-(R,  Q),     6  =  (P,  R)  -(Q,  R),     c  =  (R,  P)-(Q,  P). 

25.  Faisons,  pour  abréger, 

x  =  cosa,     y  =  cos  (3,     z  =  cos  y, 
et  l'on  aura  ces  trois  équations 

dx  =  au  dt,     dy  =  bu  dt,     dz  =  eu  dt 


u  =  y/i  —  x2  —  y2  —  zJ  —  2  xyz  . 
On  tire  d'abord  ces  deux-ci 

b  dx  —  a  dy  =  o,     c  dx  —  a  dz  =  o, 
dont  l'intégrale  est 


bx  — 


ay=[A,     ex — azz=v, 


p.  et  v  étant  des  constantes  dépendantes  de  la  position  initiale  des  orbites. 

On  aura  donc  ainsi 

bx  —  M.  ex  —  V 

y= cj     z= ; 

J  a  a 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  u,  on  aura 

au  =  y/A  -t-  2B.r  —  Cx2  —  ibcx3 , 
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en  supposant,  pour  abréger, 

A  =  a2  —  [A2  —  v2,      B=  bu.  -+-  cv  —  nv,      C  =  a2 -y-  b2  —  i(bv  ■+-  op); 
substituant  donc  cette  valeur  dans  la  première  équation,  on  aura 

,  dx 

dt  =  —=  .  - , 

JA  -t-  îBx  —  Cx2  —  ibcxz 

équation  qui  étant  intégrée  donnera  t  en  x,  et  par  conséquent  x  en  t; 
ensuite  de  quoi  on  aura  aussi  y  et  s  en  t;  de  sorte  que  les  trois  angles  oc, 
jS,  y  du  triangle  ABC  seront  connus  pour  chaque  instant,  et  par  consé- 
quent tout  le  triangle  ABC,  qui  détermine  la  position  mutuelle  des  trois 
orbites. 

Mais  comme  l'équation  précédente  dépend,  en  général,  de  la  rectifica- 
tion des  sections  coniques,  on  voit  que  le  Problème  n'est  pas  susceptible 
d'une  solution  exacte  et  rigoureuse. 

26.  L'analyse  précédente  sert,  comme  l'on  voit,  à  faire  connaître  la 
situation  respective  des  plans  des  orbites  à  chaque  instant;  mais  leur  si- 
tuation absolue  restera  encore  inconnue.  Pour  la  déterminer  il  faut  la 
rapporter  à  un  plan  fixe  pris  à  volonté  et  que  nous  supposerons  être  celui 
du  grand  cercle  OLMNR  (Jig.  5),  qui  coupe  en  L,  M,  N  les  arcs  AB,  AC. 
BC  prolongés. 

Fig.  5. 


Nommons  donc  s,  Ç,  o  les  angles  ALM,  AMN,  BNR,  et  considérant 
d'abord  le  triangle  ALM,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  que  le  changement  de 
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position  de  l'orbite  LAB  qui  puisse  faire  varier  l'angle  ALM  que  nous 
avons  désigné  par  s.  Or  l'arc  LAB  change  de  position  de  deux  manières: 
premièrement  en  rétrogradant  sur  l'arc  CAM  regardé  comme  immobile, 
de  la  quantité  (P,  R)  dt,  et  en  second  lieu  en  rétrogradant  sur  l'arc  CBN 
regardé  aussi  comme  immobile,  de  la  quantité  (P,  Q)  dt  (24);  d'où  il 
s'ensuit  que  dans  le  triangle  LAM,  l'arc  AM  diminuera  de  (P,  R)  dt,  les 
angles  A  et  M  demeurant  constants,  et  que  dans  le  triangle  BLN  l'arc  BN 
diminuera  de  (P,  Q)  dt,  les  angles  B  et  N  étant  regardés  comme  constants. 

Donc  : 

i°  On  aura  en  vertu  de  la  variation  —  (P,  R)  dt  du  côté  AM  (22) 


f/coss  =  —  (P,  Rj  dt  y/i  —  cos2e —  cos2Ç  —  cos2  a  -t-  2 cose cos Ç  cos  a; 
2°  On  aura  en  vertu  de  la  variation  —  (P,  Q)  dt  du  côté  BN 


d  cose  =  —  (P,  Q)  dt  Ji  —  cos'e  —  cos2yj  —  cos2(3  —  2  cose  cosn  cos(3. 

Donc,  réunissant  ensemble  ces  deux  variations  de  cose,  on  aura  cette 
é  q  u  a  ti o n  différentielle 

dcosi 


dt 


(P,  R)  \]l  —  COS2£  —  COS2Ç  —  COS2  a  -t-  2COSE  cos£  COSa 


—  (ï*>  Q)  v^1  —  cos2e  —  cos2n  —  cos2(3  —  2  cose  cosT)  cos  (3. 
Et  l'on  trouvera  par  des  raisonnements  semblables  ces  deux  autres-ci 
d  cosÇ 


=  —  (R,  Q)  \J\  —  cos2£  —  cos2/]  —  cos2y  -+-  2cos£cos-/i  cosy 

-4-  (R,  P)  y/l  —  C0S2Ç  —  COS2£  —  COS2a  -I-  2C0SÇ  COSE  COSa, 

(/COS  7)  _       _.       , = r 

'  ■  (Q>  ")  v  '  —  cos2v)  —  cos2e  —  cos2p  —  2  cos-/]  cose  cosp 
(Q,  R)  y'i  —  cos2-/)  —  cos2ï  —  cos2y  -t-  2cos/i  cosÇcosy. 


dt 


dt 


Ainsi,  comme  les  quantités  cosa,  cosjS,  cosy  sont  déjà  supposées  con- 
nues en  t  (25),  on  pourra  au  moyen  de  ces  trois  équations  déterminer 
les  trois  autres  quantités  cosa,  cosÇ,  cosv;. 
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27.  Comme  dans  les  équations  que  nous  venons  de  trouver  les  va- 
riables sont  fort  compliquées  entre  elles,  il  serait  difficile  et  peut-être 
impossible  d'intégrer  ces  équations  d'une  manière  directe;  mais  nous 
remarquerons  qu'on  peut  d'abord  trouver  une  intégrale  par  les  considé- 
rations suivantes  : 

i°  Dans  le  triangle  LMA  [fig.  5,  page  1 33),  dont  les  trois  angles  L, 
M,  A  sont  e,  i8o°  —  Ç,  oc,  on  aura 

T„.       cosa  —  cose  cos£ 

cosLM  = : — - ; 

sine  sin£ 

2°  Dans  le  triangle  LNB,  dont  les  trois  angles  L,  N,B  sont  s,  i8o°—  vj, 
i8o°—  p,  on  aura 

cosLN  =  -—    — —. -: 

sine  sinr) 

3°  Dans  le  triangle  MNC,  dont  les  trois  angles  M ,  N,  C  sont  Ç,  i 8o°—  *j , 
y,  on  aura 

.„T       cosy  —  cosÇ  cos-/) 

cosMN  = '  .    „   . . 

sin£  sinn 

Or  il  est  visible  que 

LN  =  LM  +  MN; 
et  par  conséquent 

cosLN  =  cos(LM  -+-  MN)  =  cosLM  cosMN  —  sinLM  sinMN; 

donc  transposant  et  carrant  les  termes,  on  aura 

(i  —  c.os2LM)  (i  —  cos'MN)  =  (cosLN  —  cosLM  cosMN)2, 

ce  qui  se  réduit  à 

i  —  cos2LM  —  cos2MN  —  cos2LN  +  acosLM  cosMN  cosLN  =  o. 

Substituant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  précédentes  et  multi- 
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pliant  ensuite  par 

sin2e  sin2Ç  sin2/),     ou  bien  par     (i  —  cos2e)  (i  —  cos2Ç)  (i  —  cos2ïj), 


il  i  —  cos2e)  (i  —  cos'Ç)  (i  —  cos2t)  )  —  (i  —  cos2n)  (cosa  —  cose  cosÇ  f 
—  (i  —  cos2e)(cosy —  cosÇcosv))2 — (i —  cos2Ç)(cos(3-f-  cosecos-/)H  =  o; 
—  2 (cosa  —  cose cos Ç)  (cosy  —  cosÇcos7])(cos(3  -+-  cosecosn)         ) 

développant  les  termes  et  effaçant  ce  qui  se  détruit,  on  aura  cette  équation 

—  cos2a  —  cos2(3  —  cos2y  —  cos'-e  —  cos2Ç  —  cos2ïj 

-i-  cos2a  cos2-/;  +  cos2(3  cos2Ç  -+-  cos2y  cos2e 

-i-  2  cosa  cose  cos£  —  2cos(3  cose  cos-n 

+-  2Cosy  cosÇ  cosyj  —  2  cosa  cos (3  cosy 

-l-  2 cos x  cos (3  cos Ç  cos-fl  —  2 cosa  cosy  cose  costj 

-i-  2cos(3  cosy  cose  cos.Ç 

28.  Puisque  les  quantités  cosa,  eosjS,  cos-y  sont  supposées  connues, 
on  pourra  donc  par  l'équation  précédente  déterminer  une  des  trois  in- 
connues coss,  cosÇ,  cosvj  par  les  deux  autres,  et  réduire  par  ce  moyen  la 
solution  du  Problème  à  la  recherche  de  ces  deux  dernières  inconnues. 

Pour  cela  on  mettra  l'équation  dont  il  s'agit  sous  cette  forme 

i  —  cos2a  —  cos2|3  —  cos'y  —  2cosa  cos (3  cosy 
—  (i  —  cos2y )  cos2e  —  (i  —  cos2(3)  cos2Ç  —  (i  —  cos2a)  cos2rj 
-+-  2  (cos  a  -i-  cos  (3  cosy)  cose  cosÇ  —  2(cosf3  -+-  cosa  cosy)  cosecosv) 
-+-  2 (cosy  -+-  cosa  cos (3)  cosÇ  cosrj 

d'où  il  est  facile  de  tirer  la  valeur  de  coss,  par  exemple,  en  cosÇ  et  cosyj; 
et,  substituant  ensuite  cette  valeur  dans  les  deux  dernières  équations  du 
n°  26,  on  aura  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les 
trois  indéterminées  cosÇ,  cosy]  et  t\  mais  l'intégration  de  ces  équations 
demeurera  toujours  très-difficile. 

29.  Cependant  si  l'on  considère  que  les  trois  équations  différentielles 
du  n°  26  ne  renferment  que  trois  radicaux  différents,  on  verra  qu'il  est 
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possible  de  les  combiner  de  manière  qu'il  en  résulte  une  équation  diffé- 
rentielle intégrable,  pourvu  qu'il  y  ait  une  certaine  relation  entre  les 

coefficients  (P,Q),  (P,R),  (R,Q) 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  ces  coefficients  soient  tels,  que  l'on  ait 

(P,Q)(Q,R}(R,P)==(Q,P)(P,R)(R,Q), 

et  qu'on  ajoute  ensemble  les  trois  équations  différentielles  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  après  avoir  multiplié  la  première  par  (Q,P)(R,P),  la 
seconde  par  (Q,  P)  (P,  R),  et  la  troisième  par  (R,  P)  (P,  Q),  on  verra  que 
les  radicaux  disparaîtront  d'eux-mêmes,  et  qu'il  ne  restera  que  l'équation 

(Q,P)  (R,P)  rfcosE+Q,  P  )  (  P,  R)  rfcosg  -h  (R,  P  )  (  P,  Q)  dcosy  _  q 


dont  l'intégrale  est  évidemment 

(Q,  P)  (R,  P)  rose  -+-  (Q,  P)  (P,  R)  cosÇ  4-  (R,  P)  (P,  Q)  cos/j  =  II, 

11  étant  une  constante  arbitraire  dépendante  de  la  situation  initiale  des 
orbites. 

Combinant  donc  cette  équation  avec  celle  du  numéro  précédent,  on 
pourra  déterminer,  par  exemple,  les  inconnues  cosÇ  et  cosyj  en  cose,  et 
substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  la  première  des  trois  dernières  équa- 
tions du  n°  26,  on  aura  une  équation  unique  entre  les  deux  variables  t 
et  coss,  de  l'intégration  de  laquelle  dépendra  la  solution  du  Problème. 

30.  Mais  comme  cette  solution  n'est  que  particulière,  étant  assujettie 
à  la  condition  trouvée  ci-dessus,  il  faut  examiner  si  elle  peut  avoir  lieu 
lorsqu'il  s'agit  du  mouvement  des  nœuds  des  orbites  planétaires. 

Pour  cela  nous  remarquerons,  d'après  les  solutions  connues  du  Pro- 
blème des  trois  corps,  que  si  deux  planètes  P  et  Q  décrivent  autour  du 
Soleil  S  des  orbites  à  peu  près  circulaires  et  fort  peu  inclinées  entre  elles, 
nommant/?,  q  les  distances  de  ces  planètes  au  Soleil,  et  supposant  que 
l'on  ait  développé  la  quantité 

{p2—  ipq  coscp  +  g2)  2 
IV.  18 
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en  une  série  de  la  forme 

A  -i-  B  cos  9  -+-  C  cos  29+..., 

le  mouvement  moyen  du  nœud  de  l'orbite  de  Q  sur  celle  de  P,  en  vertu 
de  l'action  de  cette  dernière  planète,  sera  au  mouvement  moyen  de  la 

planète  Q  comme  -^-  x  y  à  1;  or  prenant  t  pour  le  mouvement  moyen 
de  la  Terre  et  l'unité  pour  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  on  a  -j-  pour 

le  mouvement  moyen  de  la  planète  Q;  donc  prenant  aussi  la  masse  du 
Soleil  pour  l'unité,  on  aura  pour  le  mouvement  moyen  du  nœud  de  la 

planète  Q  sur  l'orbite  de  la  planète  P,  la  quantité  —P-j-1—  t.  Or  il  est 

clair  que  B  est  une  fonction  des  deux  distances  p  et  q  dans  laquelle  ces 
deux  quantités  entrent  également;  désignant  donc  cette  fonction  par 
(p,  q)  on  aura,  pour  le  mouvement  élémentaire  du  nœud  de  la  planète  Q 

sur  l'orbite  de  la  planète  P,  .  (p,  q)dt\  mais  nous  avons  désigné 
plus  haut  (24)  cette  quantité  par  (Q,V)dt,  donc  on  aura,  en  général, 

Q,V)  =  ^fiP,q, 

De  là  on  trouvera  donc,  en  observant  que  par  la  nature  de  la  fonction 
(p,q)  elle  ne  change  point  de  valeur  en  y  échangeant  p  en  q,  en  sorte 
qu'on  a  également  {q,p)  =  {p,q),  on  trouvera,  dis-je,  les  valeurs  sui- 
vantes 

(P,Q)=,Qiy5(7,,g);    (Q,P)  =  I^2(/,fÇ)i 

(Q,R)  =  ^£(g,r),      (H,  Q)  =  9l£  (,,,-). 

Et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition 

(P,  Q)  (Q,  R)  (R,  P)  =  (Q,  P)  (P,  R)(R,  Q), 
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on  aura  une  équation  identique;  de  sorte  qu'on  sera  assuré  que  la  con- 
dition dont  il  s'agit  a  réellement  lieu  dans  le  cas  des  planètes. 

31 .  Il  y  a  au  reste  une  circonstance  qui  peut  servir  à  faciliter  la  solu- 
tion du  Problème  précédent  lorsqu'on  veut  l'appliquer  aux  orbites  plané- 
taires :  c'est  la  petitesse  des  angles  d'inclinaison  de  ces  orbites  les  unes  à 
l'égard  des  autres;  d'où  il  s'ensuit  que  les  angles  CAB,  DBC,  ACB  (fig.  4, 
page  i3o)  seront  très-petits;  et  qu'ainsi  en  supposant 

x  =  2sin--,     r=2Cos'Li     z  =  2Sin-> 

2  2  2 

on  aura 

cosa=i  —  x,     cos(3  =  —  '+„r,     cosy  =  i  —  z, 

où  les  quantités  ce,  y,  z  pourront  être  regardées  et  traitées  comme  des 
quantités  très-petites;  on  aura  donc  (23),  en  négligeant  les  produits  de 
trois  dimensions  vis-à-vis  de  ceux  de  deux,  on  aura,  dis-je, 


u  =  ^ 2 ( xy  -\-  xz  -r- yz )  —  x%  —  y-  —  z3, 

et  ensuite 

dx  dy       .  dz 

j—  =  au,     -r-  =  ou, r  =cm. 

dt  dt  dt 

La  première  équation  étant  carrée  et  ensuite  différentiée  donne 

udu  =  ( y  -+-  z  —  x )  dx  -+-  {x  -+-  z  —  y)  dy  -+-  (x  -+-  y  —  z )  dz , 

et  substituant  les  valeurs  précédentes  de  dx,  dy,  dz  ou  aura,  après  avoir 
divisé  par  u, 

du  . 

-7—  =  a  (x  —  y  —  z)  —  o(y  —  x  —  z  )  -+-  c  [z  —  x  —  y)  ; 

dilïérentiant  de  nouveau  et  substituant  encore  les  valeurs  de  dx,  dy,  dz, 
en  supposant  dt  constant,  on  aura  enfin  cette  équation  en  u  et  t 


dt2 


-+-  (  a2  -+-  b1  -+-  c2  -+-  2 ab  -+-  2  bc  —  2ac)  u  =  o, 


dont  l'intégration  est  comme  l'on  sait  très-facile. 

(8. 


140  SUR  LE  MOUVEMENT   DES  NOEUDS 

Faisons,  pour  abréger, 

m2  =  a2  -+-  ô2  -H  c2  -T-  2a6  -+-  26c  —  a«c, 

et  l'on  aura 

u  —  M  sin(m£  -+-  p.), 

M  et  a  étant  deux  constantes  arbitraires;  de  là  on  trouvera 


«M 
x=zA-\ cos(mt-h  fj.) 


y  =  B  —     —  cos  (  mt  -+-  ij.  ), 


„       cM 

C  H-  - —  cos(mt-¥-  p.; 


A,  B,  C  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Or  puisque 

u2  =  2  ( xy  -t-  xz  -¥- yz)  —  x1  —  y2  —  z2, 

il  faudra  que  ces  constantes  soient  telles,  qu'elles  satisfassent  à  cette 
équation;  ainsi  l'on  devra  avoir  l'équation  identique 

M2sin2i  mt  -4-  p)  =  21  AB  -+-  AC  -4-  BC  )  -  A2  -  B2  —  C2 

2M 

-;Ai  —  Ba  —  Ac  —  Ca  —  Bc-f-C6  +  A«  —  B6  +  CcVcostm*  -+-  u.) 
m 

M2 
(  2  a6  -t-  2  6c  —  2 ac  -+-  a2  -1-  b2  -+-  c2  )  cos2 ( mi  -+-  u)  ; 

/H2 

donc,  puisque 

sin2(mt  -+-  fj.)  =  1  —  cos2(  m<  -4-  //), 

on  aura,  en  comparant  les  termes  homologues, 

M'  =  2i  AB  -+-  AC  -+-  BC;  -  A2  -  B2  -  C2, 

A(a  +  b  —  c) ■  —  B(a  -+-  J-t-  c)  H-  C  (—  a  -t-  b  -+-  c)  =  o; 

par  la  dernière  de  ces  équations  on  déterminera  C  en  A  et  B,  et  par 
l'avant-dernière  on  déterminera  M  en  A  et  B;  en  sorte  qu'il  ne  restera 
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plus  que  les  trois  indéterminées  A,  B  et  p.  qui  dépendront  des  valeurs 
initiales  de  x,  y,  z. 

32.  Il  est  bon  de  remarquer  que  si  ces  quantités  x,  y,  z  sont  une  fois 
très-petites,  elles  le  seront  toujours,  pourvu  que  m  soit  une  quantité 
réelle,  et  que  par  conséquent  m2  soit  une  quantité  positive;  ce  qui  est 
évident  par  les  valeurs  de  x,  y,  z  trouvées  ci-dessus;  mais  si  m2  est  une 
quantité  négative,  alors  m  sera  une  quantité  imaginaire,  et  le  sinus  de 
mt-\-  [j.  contiendra  des  exponentielles  réelles  qui  croîtront  avec  le  temps  t\ 
de  sorte  que  la  solution  cessera  d'être  exacte  lorsque  les  valeurs  de  x,y,  z 
ne  seront  plus  très-petites. 

Or  il  est  visible  que  la  valeur  de  m2  sera  toujours  positive  tant  que  les 
quantités  a,  b,  c  le  seront,  parce  que  l'on  a 

m2  =  a2  -+-  6'  -+-  e2  -t-  i ab  -+-  i bc  —  2ac  =  {a  —  c  )2  -4-  b2  -+■  i ab  -+-  i bc; 

et  il  en  sera  de  même  tant  que  a  et  c  ne  seront  pas  de  signes  différents 
de  b,  parce  que  parmi  les  trois  produits  ab,  bc,  —  ac  il  y  en  aura  tou- 
jours deux  positifs  et  un  négatif;  mais  si  a  et  c  sont  à  la  fois  de  signes 
différents  de  b,  alors  ces  trois  produits  seront  tous  négatifs,  et  la  quan- 
tité m2  sera  nécessairement  négative;  en  effet,  supposant  a  et  c  positifs 
et  b  négatif,  on  aura 

m2  =  a?  -+-  b'  -+-  c1  —  lab  —  26c  —  2 ac  ; 

or  on  sait  que  cette  quantité  est  nécessairement  négative,  puisqu'elle  est 
égale  à  moins  seize  fois  le  carré  de  l'aire  du  triangle  dont  les  côtés  se- 
raient \ia,  \fb,  \fc;  ce  sera  la  même  chose  lorsque  b  sera  positif  et  a,  c 
négatifs. 

33.  Quant  à  la  recherche  des  quantités  coss,  cosÇ,  cosvj,  je  ne  vois 
aucun  moyen  de  la  simplifier,  et  l'on  ne  gagnerait  rien  en  supposant 
même  que  les  angles  s,  Ç,  •/]  fussent  très-petits;  en  effet,  supposant 

■  ,e  •  X  ■  :n 

2sin2-  =  ra,     2Sin2-=p,     2sin1-  =  o-, 
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ce  qui  donnera 

cose=i  —  rs,     cos£  =  i  —  p,     cosr)  =  i  —  <r, 

on  aura  (27),  en  regardant  les  quantités  x,  y,  z,  ts,  p,  a  comme  très- 
petites,  l'équation 

mpa  -+-  <7  \x  —  ra  —  p)'-¥-is{z  —  p  —  a)2 —  p{y —  cr  —  uf 

■+■  (  x  —  m  —  p  )  ( z  —  p  —  a)  {y  —  vs  —  <r )  =  o  ; 

ensuite  l'équation  du  n°  29  deviendra  dans  la  même  hypothèse 

(Q,  P)  (R,  P)bj-+-(Q,  p)  (p>  R)P  +  (R,  P)(.P,  Q)o-  =  A, 

A  étant  une  constante  arbitraire;  enfin  la  première  des  trois  équations 
du  n°  26  deviendra 

d\ 


-  ,  P,  R)  \ji(xvs  -+-  xp  -+-  sjp)  —  x2 —  ro2 


•+•    P>  Q>  \/2{yTs  H- /r o- -t- nj(7 )  — y2  —  m- —  a-2. 

Or  il  est  clair  qu'en  substituant  dans  celte  dernière  équation  les  va- 
leurs de  p  et  cr  tirées  des  deux  premières,  on  en  aura  une  entre  ts  et  t  qui 
ne  sera  guère  plus  simple  que  celle  qu'on  aurait  eue  entre  cose  et  «  (29). 

34.  Lorsqu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  cos;,  cosÇ,  cos/j  en  t,  on 
connaîtra  {fig.  5,  page  1 33)  les  inclinaisons  des  orbites  LB,  MC,  NC  sur 
le  plan  fixe  OLR;  mais  la  position  des  nœuds  L,  M,  Nne  sera  pas  encore 
connue;  cependant  on  pourra  la  déterminer,  sans  aucun  nouveau  calcul, 
par  la  méthode  du  n°  20.  En  effet,  prenant  dans  l'arc  OR  un  point  fixe  O, 
et  menant  par  ce  point  un  autre  arc  de  grand  cercle  OR'  perpendiculaire  à 
l'arc  OR,  et  qui  coupe  enL',M',  N'ies  arcs  AB,  AC,  BC  prolongés  {fig,  6); 
il  est  clair  que  les  angles  L',  M',  N'  seront  donnés  par  des  formules  sem- 
blables à  celles  par  lesquelles  sont  déterminés  les  angles  L,  M,  N;  car,  la 
position  de  l'arc  OR  étant  arbitraire,  il  n'y  à  qu'à  imaginer  que  cet  arc 
tourne  autour  du  point  O  et  vienne  en  OR';  il  n'y  aura  de  différence  que 
dans  les  constantes  qu'il  faudra  déterminer  dans  chaque  cas  convena- 
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blement  aux  valeurs  initiales  de  coss,  cosÇ,  cosyj,  ainsi  qu'on  en  a  usé 
dans  le  numéro  cité. 

Fig.  6. 


Maintenant  l'angle  0  étant  supposé  droit,  et  les  angles  L,  L',  M,  M', 
N,  N'  étant  connus,  on  pourra  trouver  dans  les  triangles  OLL',  OMM', 
ONN'  les  côtés  OL,  OM,  ON  qui  déterminent  la  position  cherchée  des 
nœuds  L,  M,  N. 

35.  Puisque  la  méthode  précédente  conduit  à  des  formules  trop  com- 
pliquées, même  dans  le  cas  des  inclinaisons  très-petites,  il  est  bon  de 
chercher  d'autres  moyens  de  simplifier  le  calcul,  au  moins  dans  ce  cas 
qui  est  celui  des  orbites  planétaires.  Pour  cela  je  reprends  les  formules 
primitives  du  n°  3,  et  je  dénote,  pour  plus  de  simplicité,  comme  dans  le 
n°  24,  par  (P,  Q)  la  vitesse  de  rétrogradation  de  l'orbite  de  P  sur  celle 
de  Q,  par  (Q,  P)  la  vitesse  de  rétrogradation  de  l'orbite  de  Q  sur  celle 
de  P,  quantités  que  j'avais  dénotées  dans  le  n°  3  par  q,  p;  j'ai,  pour  la 
détermination  du  changement  de  l'orbite  de  P  en  vertu  du  mouvement 
(P,  Q),  les  deux  équations 

sin£d£=  —  sinw  sinij'  sinz  (P,  Q)  dt, 

.     ,  ,    ,  cosA  —  COSCOCOS?    ... 

sin  (r  —  x)  dx  = ^ — = — — - ^ 2  dl\ 

sin^sin2? 

mais  on  a,  par  le  même  numéro, 

sin&>sinz  =  sini;sin(j—  x),     cosco  =  cosgcos^  -+-  cos(j—  ^)sin^sin^; 
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donc,  substituant  ces  valeurs  et  mettant  ensuite  dans  la  seconde  équation 

la  valeur  de  d£,  tirée  de  la  première,  on  aura  après  les  réductions 

dl=  —  sin^sin(j—  «)(P,  Q)dt, 

dx  =  X-  cos++  cos6sinq,eos(y-g)-|        Q  rf|. 
sin£  J 

Dans  ces  formules,  x  est  le  lieu  du  nœud  de  l'orbite  de  P  sur  un  plan  fixe, 
'%  son  inclinaison  sur  ce  plan,  y  le  lieu  du  nœud  de  l'orbite  de  Q,  et  d> 
son  inclinaison  par  rapport  au  même  plan. 

On  aura  des  formules  semblables  pour  le  changement  de  position  de 
cette  dernière  orbite  en  vertu  du  mouvement  (Q,  P);  il  n'y  aura  qu'à 
changer  dans  les  précédentes  x,  S,  P  en  y,  di,  Q  et  vice  versa. 

36.  Je  multiplie  maintenant  la  première  équation  par  cosÇsina;,  et 
je  l'ajoute  à  la  seconde  multipliée  par  sin^  cos.r;  j'ai 

dlsinisinx)  =  I  —  sin£cos.r  cosdi  +  sirnj;  cosjcos£)(P,  Q)dt; 

je  multiplie  ensuite  la  première  par  cos^cosa?  et  la  seconde  par  sinSsin.r. 
et  je  retranche  l'une  de  l'autre,  j'ai 

d{  sin£cos.r)  =  sin^sin^cosd1  —  sinij;  sin/cos!-)(P,  Q)di. 

De  sorte  que  si  l'on  fait 

p  =  sin£  sin.r,     />'=  sin£  cos.r, 
q  =  sindisinj,      q'  =  sin  ty  cos  y, 

on  aura,  pour  l'orbite  de  P,  les  deux  équations 


p'^-q1-  q'2  +  q'Ji-p>-p"){V,  Q)dt, 


dp'—  (-t-,/?  \fi  —  q2—q'2  —  q  \/i  —  p2  —  p'2)  (P,  Q)dt. 
Et  l'on  aura  de  même  pour  l'orbite  de  Q 


dq=    -  q'  \/i  -  p>-  p'2  +  p'  Ki  i  -  q2-q")  (Q,  V)di, 
dq'=  (-t-  q  \/i  —  p-  —  p"  —  p  v/i  —  q2  —  q'2)   Q,  P)  ^- 
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37.  S'il  y  avait  une  troisième  orbite  appartenant  à  un  autre  corps  R, 
sur  laquelle  les  orbites  P  et  Q  dussent  rétrograder  avec  les  vitesses  (P,  R), 
(Q,  R),  tandis  que  cette  même  orbite  rétrograderait  sur  chacune  d'elles 
avec  les  vitesses  (R,  P),  (R,  Q),  comme  dans  le  n°  24;  alors  il  est  facile 
de  prouver  qu'en  nommant  z  la  longitude' du  nœud  de  l'orbite  dont  il 
s'agit  et  'Ç  son  inclinaison  sur  le  plan  fixe,  et  supposant  ensuite 


r=  sînÇ  sin2, 


sin'C  cosz, 


on  aurait  les  formules  suivantes 


dp  = 

-p'JT- 
-p's/i- 

+W1 
<-q'^ 

{-r's/i 
(-r'Ji 

(+W« 
(+rv/i 

-q2- 

-q'2  +  q'sli- 

-P2- 

-P'2 

(P,  Q)dt 

+  ( 

—  r2- 

-  r'2  +  r'^i- 

-p2- 

-P'2 

(P,  K)dt, 

dp'= 

-q2- 

-q'*—qJi- 

-P2- 

-P'2 

(P,  Q)dt 

-+- 

—  r2  - 

-r»-rty 

-p2- 

-P'2 

(P,  R)dt, 

dq  = 

~f- 

-p'2+p'sji 

-q2 

-q'2 

(Q,V)dt 

■+- 

—  r2 

-  r'2  -+-  r'iji 

-q2 

-q12 

)(Q,R)rff, 

dq'  = 

-P2- 

-p'2-  pdi 

-q2 

-q" 

)(Q,P)rfl 

-t- 

—  r2  - 

—  r'2  —  r  \Ji 

-q2 

-q'2 

)(Q,R)dt, 

dr  = 

-q2- 

-q'2+  q'Ji 

—  r2 

—  r12 

)(R,Q)dt 

-1- 

-p2- 

-p'2  +  p'sji 

—  r2 

—  r'2 

)(R,-P)rff, 

dr'  = 

-q2 

-q»—qJi 

—  r2 

—  r'2 

)(R,Q)di 

-+- 

-p2 

-p'2-psh 

—  r2 

—  r'2 

)(R,P)rf*. 

Et  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  orbites  mobiles  les  unes 
sur  les  autres. 


38.  Quoique  les  équations  que  nous  venons  de  trouver  soient  encore 
trop  compliquées  pour  pouvoir  être  intégrées  en  général,  elles  ont  ce- 
pendant cet  avantage  qu'elles  se  simplifient  beaucoup  dans  le  cas  où  l'on 
suppose  les  inclinaisons  très-petites,  et  qu'elles  peuvent  être  traitées 
alors  par  les  méthodes  connues. 

IV.  .9 
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En  effet,  si  l'on  suppose  que  les  angles  S,,  d>,  Ç  soient  tous  très-petits, 
il  est  clair  que  leurs  sinus  le  seront  aussi;  donc  les  quantités  p, p' ,  q,  q', 
r,  r'  seront  aussi  nécessairement  très-petites,  en  sorte  que  l'on  pourra 
mettre  l'unité  à  la  place  des  radicaux  qui  entrent  dans  les  équations  dont 
il  s'agit,  moyennant  quoi  on  aura,  pour  le  cas  de  trois  orbites  mobiles, 

dp  =  (q'—p'){P,  Q)dt+-(r'—p')(~P,  R)dt, 
dp'=lp  —  q)(P,Q)dt-h(p—  r)(V,R)dt, 
dq  =  {p'—q')(Q,  P)dt  +  (/-'—  q1  )(Q,  R)dt, 
dq'=  (  q  —  p  )  (Q,  P)  dt  H- \q  —  r  )  (Q,  R)  dt, 
dr  =  [p'—r')(R,  P)dt  -h  (q'—  r')  (R,  Q)dt, 
dr'={r—  p  )(R,  V)dt  +  (r  —  q)(R,Q)dt, 

équations  qui  étant,  comme  l'on  voit,  sous  une  forme  linéaire,  sont  fa- 
ciles à  intégrer  par  les  méthodes  connues  pour  ces  sortes  d'équations; 
et  comme,  quel  que  soit  le  nombre  des  orbites  mobiles,  on  parvient  tou- 
jours par  la  méthode  précédente  à  de  pareilles  équations,  il  s'ensuit  qu'on 
pourra  donc,  en  général,  résoudre  le  Problème  proposé  pour  autant  d'or- 
bites mobiles  qu'on  voudra,  pourvu  qu'on  suppose  seulement  que  ces 
orbites  soient  très-peu  inclinées  à  un  plan  fixe  quelconque. 

39.  Si  les  inclinaisons  n'étaient  pas  très-petites,  on  pourrait  alors  ré- 
soudre le  Problème  par  approximation  aussi  exactement  qu'on  voudrait; 
car,  comme  les  quantités/*,//,  q,  q',...  sont  toujours  naturellement  moin- 
dres que  l'unité,  on  pourra  toujours  réduire  les  radicaux  y/i  — p2  — p'2 , 
y/i  —  q2  —  q"2 , . . .  en  des  séries  convergentes  dont  le  premier  terme  sera 
l'unité,  et  les  autres  procéderont  suivant  les  puissances  paires  de  ces 
quantités;  de  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  dans  les  formules  du 
n°  37,  et  négligeant  d'abord  tous  les  termes  où  les  variables  montent  à 
des  dimensions  plus  hautes  que  la  première,  on  aura,  pour  premières 
équations  approchées,  des  équations  telles  que  celles  du  n°  38  ;  ainsi  l'on 
aura  par  l'intégration  de  ces  équations  les  premières  valeurs  approchées 
des  quantités/),/)',  q,...,  et  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  les 
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termes  négligés,  on  aura  de  nouvelles  équations  différentielles  plus 
exactes  que  les  précédentes,  et  dont  les  premiers  termes  seront  les  mêmes 
que  ceux  des  équations  du  n°38,  et  les  autres  termes  seront  des  fonctions 
connues  de  t;  en  sorte  que  ces  équations  seront  également  intégrables 
par  les  méthodes  connues;  et  ainsi  de  suite. 

40.  Au  reste,  quand  on  voudra  appliquer  cette  théorie  aux  orbites  des 
planètes,  on  pourra  s'en  tenir  aux  équations  du  n°  38,  d'autant  plus  que 
ces  équations  sont  exactes  aux  quantités  très-petites  du  troisième  ordre 
près;  de  sorte  qu'on  pourra  résoudre  par  ce  moyen,  avec  une  précision 
suffisante,  le  Problème  du  déplacement  des  orbites  planétaires  en  vertu 
des  mouvements  de  leurs  noeuds  mutuels,  produits  par  les  attractions 
réciproques  des  planètes.  Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  substituer,  à  la  place 
des  quantités  (P,  Q),  (P,  R),...  leurs  valeurs  données  par  la  théorie,  et 
que  nous  avons  déjà  déterminées  dans  le  n°30  ;  et  déterminer  ensuite  les 
constantes  arbitraires  que  l'intégration  introduira  dans  les  expressions 
des  quantités/?,  p  ,  q, . . .  d'après  les  valeurs  de  ces  quantités  qui  répon- 
dent, suivant  les  Tables,  aux  éléments  des  planètes  pour  une  époque 
quelconque  donnée. 
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RECHERCHES 


LES    SUITES    RÉCURRENTES 


DONT  LES  TERMES   VtRIFVT  DE  PLUSIEURS  MANIERES  DIFFERENTES  . 

OU   SCB   LINTÉGRATIOX   DES    ÉQUATIONS    LINEAIRES    AUX   DIFFÉRENCES    FINIES    ET    PARTIELLES  : 

ET    SUR    LUSAGE   DE    CES   ÉQUATIONS   DANS    LA   THÉORIE    DES    HASARDS      "    . 


youeeaiur  Mémoire*  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  £e.. 
de  Berlin,  année  1775- 


J'ai  donné,  dans  le  premier  vufume  de?  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  de  Turin,  une  méthode  nouvelle  pour-  traiter  la  théorie  des  suites 
récurrentes,  en  la  faisant  dépendre  de  l'intégration  des  équations  li- 
néaires aux  différences  finies  "  .  Je  me  proposais  alors  de  pousse. 
Recherches  plus  loin,  et  de  les  appliquer  principalement  a  la  solution 
de  plusieurs  Problèmes  de  la  théorie  des  hasards:  mais  d'autres  objets 
in'ayant  depuis  fait  perdre  celui-là  de  vue,  31.  de  Laplace  m*a  prévenu. 
en  grande  partie,  dans  deux  excellents  Mémoires  sur  les  suites  récurro- 
récurrentes .  et  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  finies  et  leur 
usage  dans  la  théorie  des  hasards,  imprimés  dans  les  volumes  V]  et  VII 
des  Mémoires  présentés  à  l'Académie  des  Sciences  de  Péris.  Je  crois    -- 

*    Lu  le  29  avril  et  le  9  mai  1776. 
**     OEvrres  de  Lagrange,  1. 1.  p.  a3. 
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pendant  qu'on  peut  encore  ajouter  quelque  chose  au  travail  de  cet 
illustre  Géomètre,  et  traiter  le  même  sujet  d'une  manière  plus  directe, 
plus  simple  et  surtout  plus  générale  ;  c'est  l'objet  des  Recherches  que  je 
vais  donner  dans  ce  Mémoire  ;  on  y  trouvera  des  méthodes  nouvelles  pour 
l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  et  partielles, 
et  l'application  de  ces  méthodes  à  plusieurs  Problèmes  intéressants  du 
Calcul  des  probabilités;  mais  il  n'est  question  ici  que  des  équations  dont 
les  coefficients  sont  constants,  et  je  réserve  pour  un  autre  Mémoire 
l'examen  de  celles  qui  ont  des  coefficients  variables. 

Article  Ier.  —  Des  suites  récurrentes  simples ,  ou  de  l 'intégra- 
tion des  équations  linéaires  aux  différences  finies  entre  deux 
'variables. 

Quoique  la  théorie  des  suites  récurrentes  ordinaires  soit  assez  connue, 
je  crois  devoir  commencer  par  la  traiter  en  peu  de  mots  pour  servir 
comme  d'introduction  à  celle  des  suites  récurro-récurrentes  qui  fait  le 
principal  objet  de  ce  Mémoire.  D'ailleurs  j'aurai  soin  de  n'employer,  au- 
tant qu'il  sera  possible,  que  des  méthodes  nouvelles  et  plus  simples  que 
celles  qu'on  a  déjà. 

1.  Soit  la  série 

je  r»  r=>  r»  ■••>  r*>  x*+»  r*+»  ■■■> 

dans  laquelle  on  ait  constamment  cette  équation  linéaire  entre  n  termes 
successifs 

(  A  )  A Xx  -+-  B jn_,  -t-  C Tx+i  -t-  ■  '■  ■  -t-  Nn+„  =  o , 

A,  B,  C,...,  N  étant  des  coefficients  constants  quelconques;  ce  sera'  une 
série  récurrente  simple  de  l'ordre  n,  et  l'équation  (A)  sera  l'équation 
différentielle  finie  qu'il  s'agit  d'intégrer  pour  avoir  l'expression  du  terme 
général yx  de  la  série  proposée. 
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Pour  cela  je  suppose 

y*=  a  a1, 

a  et  a  étant  des  constantes  indéterminées;  j'aurai  donc 


et  les  substitutions  étant  faites  dans  l'équation  (A),  elle  deviendra  divi- 
sible par  aux;  et  l'on  aura  après  cette  division 

(B)  A  +  B3c  +  Ct!!+...  +  N«:"=:o. 

On  voit  par  cette  écjuation  :  i°  que,  puisque  le  coefficient  a  ne  s'y  trouve 
pas,  ce  coefficient  demeure  arbitraire  ;  20  que  l'équation  étant  par  rap- 
port à  a  du  degré  n,  elle  fournira,  en  général,  n  valeurs  différentes  de  a, 

que  je  dénoterai  par  «,  |S,  y, On  aura  donc  ainsi,  en  prenant  aussi 

différents  coefficients  a,  b,  c, . . .  ,  n  valeurs  différentes  de yx,  savoir  aax, 
bfix,  cyx, ...  ;  et,  comme  l'équation  (A)  est  linéaire,  il  est  facile  de  voir 
que  la  somme  de  ces  différentes  valeurs  de  yx  y  satisfera  aussi.  De  sorte 
qu'on  aura,  en  général, 

yx  =  aax  -+-  b (31  -+-  cyx  + .  .  .  ;" 

et  comme  cette  valeur  de  yx  contient  n  constantes  arbitraires  a,  b,  c,..., 
elle  sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  (A)  du  n'eme  ordre. 

2.  Si  l'on  suppose  que  les  n  premiers  termes  de  la  suite  proposée 
soient  donnés,  on  pourra  par  leur  moyen  déterminer  les  n  constantes 
arbitraires  a,  b,  c,...;  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  résoudre  les  n  équations 

j'-0  =  a  -4-  b  -+-  e  ■+- . . . , 

j\  =  atx  -h  bfi  +  cy  -h  .  . ., 

y2  =  a.cx2  -+-  b  (31  -l-  cy2  -+- .  .  . , 

rn-i  =  aa"-'  4-  b  (3"-'  -+-  cy"-'  -+- .  .  .  . 
IV.  20 
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Dans  le  cas  de  n  =  i,ona 

a  =  j0  ; 

dans  le  cas  de  n  =  2,  on  aura 

„  _  r<  —  Pr°     i,  _  r<  —  «r» . 

dans  le  cas  de  n  =  .3,  on  aura 

(a-P)(«-y)  (P-«)(P-y)  (y-«)(y-(3)      ' 

el  ainsi  de  suite. 

De  là  et  de  la  théorie  connue  des  équations  il  est  facile  de  conclure 
que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

A  +  Ba  +  C  a2  -+-  Daa  -i-  .  .  .  -4-  N  a«=  P, 
B  -t-C  a  +  Da!  -(-...  =  Q, 
C  +  D«!  +  ..  .=  R, 
D  +  ...  =  S, 


on  aura,  en  général, 


et  changeant  dans  tette  expression  de  a  la  quantité  «  en  p,  -y, . . . ,  on 

aura  les  valeurs  des  autres  coefficients  b,  c, 

S'il  arrive  que  deux  ou  plusieurs  racines  soient  égales,  il  n'y  aura 
qu'à  supposer  leurs  différences  infiniment  petites,  et  l'on  trouvera,  dans 
le  cas  de  j3  =  a,  que  les  deux  termes 

aax -V-  b$J 

de  l'expression  de  yx  deviendront  de  cette  forme 

a! a1  -4-  b' x  ax"\ 


où  l'on  aura 


SUR 
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dQ 
dx 

dR           dS 

J         dxJ         dxJ 

i   d-V 

2   dx2 

b' 

_  Qr« 

-+-  Rr<  -+-  Sy-2  — ■  •  - 

i  d*P 
2  dx' 
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et  si  l'on  a  7  =  j3  =  <z,  alors  les  trois  termes 

a  a1  +  6(3*  -+-  cyx 


deviendront 


«"a1  -+-  b"xxz~'  -t-  c" 


XX  —  I 


ou  1  on  aura 

a" 

!  d*Q           1  d*R           1  </2S 
2  flo1  ^          2  c(a2  J          2  da2  ^ 

i      d3P 

2 . 3  û?a3 

b" 

dQ           dR           dS 
dx  J         dxJ         dxJ 

I    tf3p 

2.3  dx* 

c" 

Qr<>  +  Rr.  -t-  Sy*  +•  ■  • 

1    d3P 

2.3  dx3 

et  ainsi  du  i 

•este. 

3.  Si  dans  l'équation  proposée  (A)  les  coefficients  A,  B,  C,...,  N,  au 
lieu  d'être  constants,  sont  des  fonctions  données  de  x,  que  nous  désigne- 
rons par  A*,  B-r,  Cx,...,  N.r,  en  sorte  que  l'on  ait  l'équation 

(  C  )  kxyx  +  Bx jvh  -+-  Cj**,  -+-  .  .  .  -+-  Nxfx+„  =  o, 

on  ne  pourra,  par  la  méthode  précédente  ni  par  aucune  autre  méthode 
connue,  l'intégrer  en  général,  à  moins  qu'elle  ne  soit  que  du  premier 
ordre;  mais  si  l'on  suppose  qu'on  connaisse  à  posteriori  n  valeurs  parti- 
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culières  de  yx,  que  nous  désignerons  par  ax,  fix,  yx il  est  visible  que 

l'on  aura,  en  général, 

yx  =  aax  4-  b  (3*  -+-  cyx  -+- .  .  . , 

et  que  cette  expression  de  yx  sera  complète,  puisqu'elle  renferme  n  con- 
stantes arbitraires  a,b,  c, 

4.  De  plus  on  pourra  dans  ce  même  cas  trouver  l'intégrale  complète 
de  l'équation 

(D)  A,/.  +  Bxyx+I  4-  C yx+2  + . . .  4-  N.7W-  =  X., 

Xx  étant  une  fonction  quelconque  de  x. 
Car  puisque,  dans  le  cas  de  X*  =  o,  on  a 

yx  =  axx  4-  b  (3*  -+-  cyx  -h  .  .  . 

pour  l'intégrale  complète,  a,  b,  c,...  étant  des  constantes,  supposons 
maintenant  que  les  quantités  a,  b,  c,...  soient,  en  général,  des  fonctions 
de  x  que  nous  désignerons  par  ax,  bx,  cx,...,  en  sorte  que  l'intégrale  de 
l'équation  (D)  soit 

(  E  )  yx  =  ax  <xx  -4-  bx  fix  -h  cx  yx  -h  .  .  .  ; 

faisant  varier  x,  on  aura 

yx+l  =  aI+,  «I+,  4-  bx+i  $x+x  4-  cx+l  yx+,  4- . . . , 

ou  bien,  en  désignant  par  la  caractéristique  A  les  différences  finies,  en 

sorte  que 

Aax  =  aI+l  —  a*, 

et  ainsi  des  autres, 

yx+l  =  ax  aI+,  4-  bx  (3*+,  4-  cx  yx+l  4- . .  . 

4-  «„.,  A  «*  -4-  (3»+1  A  6X  -h  yi+i  A  cx  4- 

Donc,  si  je  fais 

(i)  «i+,  Aax  -l-  (3I+,  A4,  4-  yI+,  Acx  4- . .  .=  o, 
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j'aurai 

yx+,  =  ax  «I+1  +  bx  (3Z+,  -t-  cx  yI+,  -+-..., 

comme  si  les  quantités  ax,  bx,  cx,...  n'avaient  point  varié. 
Faisant  varier  de  nouveau  x,  j'aurai  donc 

JTx+%  =  ax+l  at+2  -t-  bx+1  (3J+!  +  cx+1  yx+7  -h  .  .  . 
=  ax  ax+2  -f-  bx  (3I+,  4-  cx  yI+2  -+- .  . . 

-H  ax+2  Aax  -f-  (3I+2  A6X  -f-  yx+2  Lcx  + . . ., 

et,  faisant  pareillement 

(  2  )  xx+2  Aa,+  (3I+2  A  6*  -+-  yI+2  A  cx  -+- . . .  =  o, 

j'aurai 

Jx-hj  =  ax  ax+2  -+-  bx  |31+2  -+-  cx  yI+J  -f- 

De  même,  en  faisant  varier  x  et  supposant 

(3)  ax+3  Aax  -t-  (3I+3  A  bx  +  yx+3  Acx  -+- . . .  =  o, 

on  aura 

Ji+3  =  «x  «x+3  -+■  bx  (3I+3  -+-  cx  yx+3  + 

Je  continue  ainsi  à  faire  varier  a;  et  à  supposer  nulle  la  partie  de  y  dé- 
pendante des  variations  de  ax,  bx,  cx,...  jusqu'aux  équations  suivantes 
inclusivement 

(re-i)  «i+n-i  Aax-h  $x+n-,  Aéx  -h  yx+„-,  Ad+...=  o, 

j*+„_i  =  «x  aI+„_,  H-  6X  (3I+n_,  -t-  cx  yx+n-:  +  •  • .  ; 

et,  faisant  encore  varier  #  dans  cette  dernière  équation,  j'aurai 

yx+n  =  «x  aI+„  -+-  bx  fix+n  +  cx  yx+n  -t- . . . 

H-  ax+„  A«x  -+-  (3xh-„  A  6x  -f-  yx+n  Acx  -+- . . . . 

Qu'on  substitue  maintenant  ces  valeurs  de yx,yx+t ,..., yx+„  dans  l'équa- 
tion (D);  et  comme  toutes  ces  valeurs,  excepté  la  dernière,  sont  les 
mêmes  que  si  ax,  bx,  cxf...  n'avaient  pas  varié,  et  que  la  dernière  ne  dif- 
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fère  de  ce  qu'elle  serait  dans  cette  hypothèse  que  par  les  termes 

ccx+„  \ax  -t-  (3I+„  A  bx  -t-  yI+„  Ad  -t-  .  .  . 

qui  y  sont  ajoutés;  que  d'ailleurs  les  valeurs  de  yx,yx^., >•'■■»  dans  le  cas 
de  aa.,  jSj.,  yx,...  constantes,  satisfont  par  l'hypothèse  à  l'équation  (C). 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  constantes;  il  s'ensuit  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (D)  se  réduira  à 

N,(  «x-w.  Aa*  +  fix+„  Abx  -+-  yx+„&cx  -+-...)> 

eu  sorte  qu'on  aura  l'équation 

( a  xx+n  Aa*  +  (31+„  A bx  -t-  yT+„  A c.t  +  . .  .  =  =4  • 


On  a  donc  ainsi  n  équations  linéaires  (i),  (2),  (3) (n  —  1),  (n)  entre 

les  n  quantités  Aax,  Aè,.,  Ac^.,...,  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  ces 
quantités  en  fonctions  de  x,  que  je  désignerai  par  P^,  Q^.,  R., —  Donc, 
passant  des  différences  aux  sommes  et  désignant  celles-ci  par  la  caracté- 
ristique V'  on  aura 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  formule  (E),  il  viendra 

r-  =  «*2P* +  P*2>  +  ^2>  +  •  ■  • 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (D). 
Il  s'ensuit  de  là  que  l'équation 

KX*  -t  BIon+,  -+-  Czyx+,  +  ...-+-  N,  jI+„  =  X* 

est  généralement  intégrable  toutes  les  fois  que  l'on  connaît  n  valeurs 
particulières  de yx  dans  le  cas  de  Xx  =  o;  Théorème  analogue  à  celui  que 
j'ai  donné  pour  les  équations  différentielles  linéaires  clans  le  tome  III  des 
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Mémoires  de  Turin  (*).  M.  le  Marquis  de  Condorcet  et  M.  de  Laplace 
avaient  déjà  remarqué  que  ce  Théorème  sur  les  équations  aux  différences 
infiniment  petites  était  aussi  applicable  aux  cas  des  différences  finies;  et 
ce  dernier  en  a  donné  une  démonstration  générale  et  ingénieuse,  mais 
un  peu  compliquée  [voyez  le  tome  IV  des  Mémoires  de  Turin  et  les  Mé- 
moires présentés  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1773).  C'est  ce 
qui  m'a  engagé  à  traiter  ici  cette  matière  par  une  méthode  nouvelle  et 
aussi  simple  qu'on  puisse  le  désirer. 

5.  Remarque.  —  Les  principes  de  la  méthode  précédente  peuvent 
s'appliquer  aussi  aux  équations  différentielles  ordinaires,  et  sont,  en 
général,  d'un  très-grand  usage  dans  tout  le  Calcul  intégral.  Quoique  ce 
ne  soit  pas  ici  le  lieu  de  nous  occuper  de  cette  matière,  je  vais  néan- 
moins en  traiter  en  peu  de  mots,  me  réservant  de  le  faire  ailleurs  avec 
plus  d'étendue. 

Et  d'abord,  si  l'on  a  une  équation  linéaire  de  l'ordre  n  telle  que 

dx  dx-  dx" 

où  P,  Q,  R,...,  V  et  X  soient  des  fonctions  données  de  x,  et  qu'on  con- 
naisse l'intégrale  complète  de  cette  équation  dans  le  cas  de  X  ==  o,  la- 
quelle sera  nécessairement  de  la  forme 

y  =  ap  -t-  b  q  -+-  c  r  -+- .  .  . , 

a,  b,  c,...  étant  des  constantes  arbitraires  au  nombre  de  n,  el  p,  q,  r,... 
des  fonctions  de  x  où  les  constantes  a,  b,  c,...  n'entrent  pas,  et  qui  sont 
autant  de  valeurs  particulières  de  y  dans  l'hypothèse  de  X  =  o,  on  en 
pourra  déduire  aisément  l'intégrale  complète  de  la  proposée.  Car  en  re- 
gardant les  arbitraires  a,  b,  c,...  comme  des  variables  indéterminées,  et 
supposant  nulles  dans  les  valeurs  de  dy,  d2y,  d3y,...,  d"~'y  les  parties 

(*)  OE livres  de  Lagrange ,  t.  I,  p.  471- 
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qui  dépendent  de  la  variabilité  de  ces  quantités  a,  b,  c,...,  on  aura 

dy    =  adp  ■+-  bdq  ■+-  cdr-h  . .  . ,  o  —  p  da  -+-  q  db  -+-  r  dc-h  . . . , 

d2y  =  a  d2p  -t-  b  d2q  -t-  c  d2  r  ■+- . . . ,         o  =  dp  da  -+-  dq  db  -+-  drdc  -+- . . . , 
d*  y—  a  d3p  -hbd'q-hcd'r-h...,         o  =  d2p  da  -+-  d2q  db  ■+■  d'r  de  -+- .  . ., 


d"~'y  =  a  d"-'p-+- b  d"~'q-i-c dn~'  r-t- . . .,     o  —  d"~2p  da-*rd"-2q  db+dn~2r  dc-\-..., 
ensuite 
dny=  a  d"p  -+-  b  d"q  ■+-  c  d"r  -(-  . .  .  —  d"~' p  da  +  d"~'q  db  -+-  d"~'  r  de  -h  ... . 

De  cette  manière  on  voit  que  les  expressions  de  y,  dy,  d2y c?"_,j  ont 

la  même  forme  que  si  a,  b,  c,...  étaient  constantes,  et  que  celle  de  d"y 
ne  diffère  de  ce  qu'elle  serait  dans  ce  cas  que  par  les  termes 

d"~'  p  da  -h  c?"-1  q  db  -+-  d"~'  r  de  -+- . .  . 

qui  y  sont  ajoutés;  or  comme  dans  le  cas  de  a,  b,  c,...  constantes,  les 
valeurs  de  y,  dy,  d2y,...,'d"y  satisfont  par  l'hypothèse  à  l'équation  pro- 
posée lorsqu'on  y  suppose  X  =  o,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  va- 
leurs de  ces  constantes,  il  est  aisé  de  conclure  que  si  l'on  substitue  dans 
cette  équation  les  valeurs  ci-dessus  dey,  dy,  d2y,...,  d"y,  tous  les  termes 
s'y  détruiront,  à  l'exception  des  termes  de  la  valeur  de  d"y  qui  dépen- 
dent de  la  variation  des  quantités  a,  b,  c,...,  et  du  terme  X,  qui  avait 
été  supposé  auparavant  nul.  De  sorte  qu'on  aura,  en  divisant  par  V, 
l'équation 

dn~[ p  da  -  -  d"~ 'q  db  -+-  d"~'  r  de  -+- .  ■  ■  =  v?  dx" ; 

et  cette  équation  étant  combinée  avec  les  n —  i  équations  de  condition 

p  da  4-  q  db  -+-  rdc  +  .  .  .  =  o, 
dpda  -h  dq  db  -h  drdc  -+- .  .  .  =  o, 


d"-~2p  da  -+-  d"-2q  db  -h  d"~2r  de  -+- . , .  =  o, 
on  en  tirera  par  les  règles  ordinaires  de  l'élimination  les  valeurs  des 
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n  différentielles  da,  db,  de,...;  et  de  là  on  aura  par  l'intégration  celles 
de  a,  b,  c,...  qu'on  substituera  dans  l'expression  de  y.  Ce  qui  est  beau- 
coup plus  simple  que  tout  ce  que  l'on  trouve  dans  les  tomes  III  et  IV  des 
Mémoires  de  Turin  sur  cette  matière. 

En  général,  si  l'on  connaît  l'intégrale  complète  d'une  équation  quel- 
conque de  l'ordre  n  telle  que 

-/-  +  P  =  O, 
dx" 

Pétant  une  fonction  de  x,  y,  y-  >  •  ■  ■  »  ,  n_,i  on  pourra  faire  servir  cette 
intégrale  à  trouver  celle  de  l'équation 

d"y 


dx" 


p  =  n, 


Il  étant  aussi  une  fonction  donnée  de  x,  y,  —,•■-,  -, — ^  • 

u     dx  dx"~' 

Car  soit  M  =  o  l'intégrale  complète  dont  il  s'agit,  M  sera  une  fonction 
de  x, y  et  de  n  constantes  arbitraires  a,  b,  c,...;  en  sorte  que  y  sera  ré- 
ciproquement une  fonction  de  x  et  des  mêmes  constantes,  laquelle  satis- 
fera par  conséquent  à  l'équation 

d"r      n 
-j+-  -h  P  — o, 
dx" 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  constantes. 

Supposons  maintenant  que  M— o  soit  également  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

^  +  p=n, 

dx" 

mais  en  y  regardant  les  quantités  a,  b,  c,...  comme  variables;  dans  cette 
bypothèse,  l'expression  de  y  en  x,  a,  b,  c,...  sera  la  même  que  dans  le 
cas  de  a,  b,  c, ...  constantes,  mais  celles  de  dy,  d-y,...  seront  diffé- 
rentes; cependant,  si  dans  les  différentiations  successives  on  suppose 
nulles  les  parties  des  différentielles  dy,  d-y,...,  d"~'y  qui  résultent  df? 

IV.  2  1 
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la  variabilité  des  quantités  a,  b,  c,...,  on  aura  ces  n  —  i  équations  de 
condition 

r&+  -57-  db  -+-  ~  de  -+- . . .  =  o, 
da  db  de 

d2r  d*y     ,,         d2r     , 

-7— ^-  da  -4-  -,— ^r-  dé  H — 1-^-r  de  + . . .  =  o, 
a.r  da  dx  db  dx  de 


d"~'r      ,  d"-'r     ,,         d"-'r     , 

,  „  .,  ,    da  -+-  -j —jr  db  +  -, -fy-  de  -+-...=  o, 

dx"-'  da  dx"-2  db  dx"~2  de 

au  moyen  desquelles  les  valeurs  de  ces  différentielles  seront  encore  les 
mêmes  que  si  a,  b,  c,...  étaient  constantes;  de  sorte  qu'en  substituant 
ces  valeurs  ainsi  que  celle  de  y  dans  la  quantité  P,  on  aura  encore  la 
même  fonction  de  x,  a,  b,  c,...  que  dans  le  cas  où  les  quantités  a,  b,c,... 

seraient  constantes.  Or  comme  la  valeur  de  -, — -,   est  la  même  que  dans 

le  cas  de  a,  b,  c,...  constantes,  il  est  clair  que  celle  de  d  -, — £  sera  ésrale 

1  dx"-'  s 

à  ce  qu'elle  serait  dans  le  même  cas,  plus  à  la  variation  de  -j-~  due  aux 
quantités  a,  b,  c,...,  laquelle  est 

d*r       ,  d"v      ,,  d"r       , 

—  da  -t-  -. — ~r  db  -+-  -, — J—r-  de  -+- . .  .  ; 


dx"-'  da  dx"-'  db  dx"—'  de 

par  conséquent,  si  l'on  dénote  par  Xdx  la  première  partie  de  cette  va- 
leur, on  aura  pour  la  valeur  complète  de  d  ,  n_t  la  quantité 

,r  ,  d"y       ,  d"y       ,.  d"y       , 

\  dx  •+■  -, — --,-  da  +  -, — -^r  db  -t-  -, — ~-  de  -+- .  . . , 
dx"~'  da  dx"-'  do  dx"~'  de 

où  Y  sera,  après  les  substitutions,  la  même  fonction  de  x,  a,  b,  c,...  que 
dans  le  cas  de  a,  b,  c,...  constantes;  mais  dans  ce  cas  on  a,  par  l'hypo- 
thèse, 

Y  +  P  =  o, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  constantes;  donc  la  même  équa- 
tion aura  encore  lieu  dans  le  cas  où  les  quantités  a,  b,  c,...  ne  sont  pas 
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constantes;  par  conséquent  dans  ce  dernier  cas  l'équation 

ax" 
deviendra,  étant  multipliée  par  dx, 


da  -+-  -, — —rr  db  ■+■  -, — —j-  de  -+-  .  . .  =  II  dx. 


dx"-'  da  dx"-'  db  dx"-1  de 

Cette  équation  étant  combinée  avec  les  n  —  i  équations  de  condition 
trouvées  ci-dessus,  on  aura,  après  avoir  substitué  partout  les  valeurs  de  y 
et  de  ses  différentielles  en  x,  a,  b,  c,...  tirées  de  l'équation  finie  M  =  o, 
valeurs  qui  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  de  a,  b,  c,...  constantes,  on 
aura,  dis-je,  n  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les  n  va- 
riables a,  b,  c,...  et  la  variable  x;  si  donc  on  intègre  ces  équations,  on 
aura  les  valeurs  de  a,  b,  c,. . .  en  x,  qui  étant  ensuite  substituées  dans 
l'équation  M  =  o  donneront  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 

J'avoue  que  l'intégration  des  équations  en  a,  b,c,...etx  sera  le  plus 
souvent  très- difficile,  du  moins  aussi  difficile  que  celle  de  l'équation 
proposée 

ax" 

et  il  n'y  a  peut-être  que  le  seul  cas  des  équations  linéaires  que  nous  avons 
traitées  plus  haut,  où  l'intégration  des  équations  dont  il  s'agit  réussisse, 
en  général,  à  cause  que  les  constantes  a,  b,  c,...  sont  aussi  nécessaire- 
ment linéaires  dans  l'intégrale  complète  M  =  o;  mais  le  grand  usage  de 
la  méthode  précédente  est  pour  intégrer  par  approximation  les  équations 
dont  on  connaît  déjà  l'intégrale  complète  à  peu  près,  c'est-à-dire  en 
négligeant  des  quantités  qu'on  regarde  comme  très-petites. 
Par  exemple,  si  clans  l'équation 

^•  +  p  =  n, 

ax" 
on  suppose  que  la  fonction  II  soit  très-petile  vis-à-vis  de  P,  et  qu'on  con- 
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naisse  déjà  l'intégrale  complète  M  =  o,  dans  le  cas  de  IT  =  o,  en  em- 
ployant la  méthode  précédente,  et  tirant  des  n  équations  différentielles 
en  a,  b,  c,...  et  x,  les  valeurs  de  da,  db,  de,...,  on  aura  des  équations  de 
cette  forme 

da=z\ïïdx,     db  =  liUdx,     de  =  CH  dx,. . ., 


A,  B,  C,...  étant  des  fonctions  finies  de  x,  a,  b,  c,...,  et  U  étant  aussi 

une  fonction  des  mêmes  quantités,  mais  très-petite  par  l'hypothèse; 

,,  .  11  i     da     db     de  •  ,  ,  ... 

il  où  Ion  voit  que  les  valeurs  de  t-j  ^>  dx'"'  S        aussi  lres"Petltes 

du  même  ordre;  ainsi,  en  regardant  d'abord  les  quantités  a,  b,  c,... 
comme  constantes,  on  pourra  par  les  méthodes  connues  approcher  de 
plus  en  plus  des  vraies  valeurs  de  ces  quantités. 

Il  n'est  pas  à  craindre  que  les  fonctions  A,  B,  C,...  deviennent  infi- 
nies; car  cette  supposition  renferme  les  conditions  nécessaires  pour  que 
l'intégrale  complète  M  =  o  de  l'équation 

dx" 

en  devienne  une  intégrale  particulière;  sur  quoi  on  peut  voir  mon  Mé- 
moire sur  /es  intégrales  particulières  des  équations  différentielles  ('). 

Il  est  visible  au  reste  que  cette  méthode,  que  je  ne  fais  qu'exposer  ici 
en  passant,  peut  s'appliquer  également  au  cas  où  l'on  aurait  plusieurs 
équations  différentielles  entre  plusieurs  variables  dont  on  connaîtrait  les 
intégrales  complètes  approchées,  c'est-à-dire  en  y  négligeant  des  quan- 
tités supposées  très-petites.  Elle  sera  par  conséquent  fort  utile  pour  cal- 
culer les  mouvements  des  planètes  en  tant  qu'ils  sont  altérés  par  leur 
action  mutuelle,  puisqu'en  faisant  abstraction  de  cette  action  la  solution 
complète  du  Problème  est  connue;  et  il  est  lion  de  remarquer  que, 
comme  dans  ce  cas  les  constantes  a,  b,  c, . . .  représentent  ce  qu'on 
nomme  les  éléments  des  planètes,  notre  méthode  donnera  immédiate- 
ment les  variations  de  ces  éléments  provenantes  de  l'action  que  les  pla- 

[*)  0£ livres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  5. 
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1CS 


nètes  exercent  les  unes  sur  les  autres.  J'avais  déjà  donné  un  essai  de 
cette  méthode  dans  mes  Recherches  sur  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne [Mémoires  de  Turin,  tome  III  (*)].  Elle  est  présentée  ici  d'une  ma- 
nière plus  directe  et  plus  générale;  mais  je  me  propose  de  la  développer 
ailleurs  avec  plus  d'étendue,  et  de  l'appliquer  à  la  solution  de  quelques 
Problèmes  importants  sur  le  Système  du  monde. 

Article  IL  —  Des  suites  récurrentes  doubles,  ou  de  l'intégration 
des  équations  linéaires  aux  différences  finies  et  partielles  entre 
trois  'variables. 

6.  Supposons  que  l'on  ait  une  série  dont  les  termes  varient  de  deux 
manières  différentes  et  forment  une  espèce  de  Table  à  double  entrée  de 
cette  forme 


J.,0, 

J..o, 

r*..* 

7*,o,.- 

,          Jx-O» 

Jx+1, .,..-, 

J°.< . 

r.,., 

j>-' 

J3,,,.- 

,   r*.<> 

7W,, ,,..., 

Tm> 

r>.*> 

y*,* 

J3.2,.. 

,    r*»> 

Jx+.,2,..., 

Jo.3, 

r.,3, 

y*.» 

J3.3,--- 

,   y*.», 

Jl+1,3,-   •  -, 

r°," 

Tu>, 

J2,r, 

7m 

,    y*,; 

r*+>.<>..., 

}'»,<+> 

,  ri.M-i 

.  rw 

1,    J3,<-H,. 

■  ■ ,  r*.<+> 

.  y*+i ,(+■,-  •  • 

et  que  l'on  ait  constamment  entre  les  termes  de  cette  série  une  équation 
linéaire  de  cette  forme 


NWjXll 


(*  )  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I ,  p.  609. 
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dans  laquelle  A,  B,  B',  C,  C,  C",...,  N,  N',...  soient  des  coefficients  con- 
stants quelconques;  la  série  dont  il  s'agit  sera  une  série  récurrente  double 
de  l'ordre  n,  et  l'équation  précédente  sera  une  équation  linéaire  aux  dif- 
férences finies  et  partielles  entre  trois  variables,  de  l'intégration  de  la- 
quelle dépendra  la  recherche  du  terme  général  yx>t  de  la  série. 

7.  Supposons  d'abord  que  l'équation  différentielle  proposée  n'ait  que 
quatre  termes  et  qu'elle  soit  de  la  forme 

(F)  A/*,,  -+-  Bjvm,,  -4-  R'r*./+,  -+-  C'jx+u-H  =  o. 

Je  fais 

yx,t=  asc'p', 

a,  a,  fi  étant  des  constantes  indéterminées;  j'aurai  ainsi 

yx+l,,  =  aaI+l(3',    yx,i+i  =  «a*(3'H,    jH.,,i+i  =  aoiM",^+l; 

substituant  ces  valeurs  et  divisant  ensuite  toute  l'équation  par  aa.*^, 
il  viendra  celle-ci 

A  +  Ba  +  B'P  +  C'ct^o, 

par  laquelle  on  pourra  déterminer  l'une  des  deux  constantes  «,  /3  par 
l'autre. 

Je  tire  j3  de  cette  équation,  j'ai 

A  +  Ba 


^~       B'  +  C'a' 
donc,  substituant  cette  valeur  de  |3,  j'aurai 

A  +  Ba 


"      ^       Il        « 

où  a  et  «  demeurent  indéterminées. 

Qu'on  réduise  maintenant  la  quantité  (  —  „,      J*  )    en  une  série  qui 
procède  suivant  les  puissances  de  «,  mais  en  sorte  que  ces  puissances 
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aillent  en  diminuant,  et  si  l'on  suppose,  en  général, 


B'  +  C'a/ 


T"a^'-2. 


jI>r  =  Ta«Hi"+  T'aaI+i"-'  •+-  T'act^i"-2  -+- 

Or,  comme  a  et  a  sont  arbitraires,  on  aura  une  infinité  de  valeurs  diffé- 
rentes déjà-,,,  et  il  s'ensuit  de  ce  que  l'équation  différentielle  (F)  est 
linéaire,  qu'on  pourra  également  prendre  pour  yXjt  la  somme  d'autant 
de  ces  différentes  valeurs  qu'on  voudra. 

Donc,  si  l'on  prend  un  nombre  quelconque  de  constantes  différentes  a, 
b,  c,...,  a,  S,  y,...,  on  aura,  en  général, 

yXit  —  T  (aaI+^  +  b  &+*  -4-  cyx+*'  +  ...) 

+  V  (fl^'-1  -i-  6 6*+i»*— i  +  'cy*+n->  -+-...) 
+  T"  (a«I+fM  +  6  ë*+>"-2  +  cy'+r-'-1  -h...) 
-t-  T" (aoc1^'-3  ■+■  b &+*t->  +  Cy*+!«-3  + . . . ) 


Je  remarque  maintenant  qu'à  cause  du  nombre  indéfini  des  constantes 
arbitraires  a,  b,  c,...,  «,  S,  y,...,  la  quantité 

a  cx.I+^'  -h  b  6I+i"  +  cy»4*'  -+- .  .  ■ 

doit  pouvoir  représenter  une  fonction  quelconque  de  x-+-  [j.t  que  je  dé- 
signerai par  la  caractéristique/  ainsi, /(a?  -t-  [j.t);  et  alors  il  est  visible 
que  les  quantités  semblables 

aaI+>'-'  +  b£I+*'-'  -h  cyI+*'-'  +..,,     aa'+''-,+  66*+i"-*-t-  cyI+^-2 -h .  ...... 

deviendront 

f(x-\-u.t—i)f      f{x  -+-  jj.t  —  i), .  .  .; 
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donc  faisant  ces  substitutions  on  aura,  en  général, 

yx,,  =  Tf(x  +  ttt)  +  Tf{x  +p.t  -  i)  +  T"/(a?  +  pt  -  2)  + . . .  . 

8.  La  détermination  de  la  forme  de  la  fonctionna?  -+-  [j.t)  dépend  des 
valeurs  de  yXtt  lorsque  t  =  o;  en  effet,  si  l'on  fait  t  =  o,  on  a 

T=i,     T'  =  o,     ï"  =  o,...; 
donc 

r«.»  =/(*)■ 

D'où  il  s'ensuit  que  l'on  aura,  en  général, 

y*,t  =  Tjw^.o  -+-  T'jx+ll,_,,0  -t-  T*y*m«-M  -+-.-.,     . 

où  l'on  voit  que  les  quantités  jw^o .  Jx+iif-i.o»---  sont  contenues  parmi 
les  termes  qui  fprment  le  premier  rang  horizontal  de  la  Table  du  n°  6, 
pourvu  qu'on  suppose  que  la  série  de  ce  rang  soit  aussi  continuée  à 
gauche  de  cette  manière 

...,    7-(*-h).»>    7-*,o,      ••■>    7-3,0,    r-,;.,    J-,,0,    J„,„. 

Si  donc  on  regarde  tous  ces  termes  comme  donnés,  on  aura  par  la  for- 
mule précédente  la  valeur  d'un  terme  quelconque  yXyt  de  la  Table  dont 
il  s'agit,  dans  le  cas  où  elle  est  supposée  formée  par  une  loi  telle,  que 
l'on  ail  constamment,  entre  quatre  termes  contigus  ou  disposés  en  carré, 
une  équation  de  la  forme  (F)  du  n°  7. 

9.  Si  l'on  suppose  que  tous  les  termes  du  premier  rang  horizontal,  qui 
précèdent  j0,o  >  c'est-à-dire  les  termes  de  ce  rang  continué  en  arrière, 
soient  nuls,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  un  grand  nombre  de  Problèmes, 
alors  l'expression  de  yx>t  sera  toujours  composée  d'un  nombre  fini  de 
termes,  parce  qu'il  faudra  en  rejeter  tous  ceux  où  se  trouvera ySiù,  s  étant 
un  nombre  négatif  quelconque.  On  aura  donc  dans  ce  cas 

Tlil  =  l>w„,„  +  T>w,,-,,»  +  T"7*+v<-m  -+-  •  •  •  -+-  TC*+>">rM. 
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Dans  tous  les  autres  cas  la  série  ira  à  l'infini ,  à  moins  que  l'on  n'ait 
B'=  o  ou  C'=  o;  parce  qu'alors,  à  cause  de  t  égal  à  un  nombre  entier- 
positif,  la  série  des  quantités T,T',...  sera  finie  et  n'aura  que  t  +  \  termes. 

10.  Pour  montrer,  par  un  exemple  connu,  l'application  de  la  formule 
précédente,  je  prends  celui  de  la  Table  de  Pascal  pour  les  combinaisons, 
dans  laquelle  on  sait  que  chaque  terme  est  égal  à  la  somme  de  celui  qui 
le  précède  dans  le  même  rang  horizontal  et  de  celui  qui  est  au-dessus  de 
ce  dernier  dans  le  même  rang  vertical;  de  plus  le  premier  rang  horizon- 
tal est  tout  formé  d'unités  et  le  premier  rang  vertical  est  tout  zéro.  D'où 
il  s'ensuit  qu'on  a  d'abord,  en  général,  cette  équation 

Jx-h,,+,  =  yx,,+,  -hjrx,t, 

et  qu'ensuite  on  a 

jrXi,  =  i ,  tant  que  x  =  o,  i ,  2, . . . , 
ylit  =  o,  tant  que  t  =  1,  2,  3, . . . . 

Cette  équation  étant  comparée  à  celle  du  n°  7,  on  a 

A=vi,     B  =  o,     B'=i,     C'=— 1; 

clone 

A  +B«  1 


B'  -t-  C'a        a.  —  i1 

ce  qui  étant  élevé  à  la  puissance  t  donne  la  série 


,      ,     ,  ,       t(t-hi)      ,  ,      t(t-hi)(t-+-i) 

2  2.3 


de  sorte  qu'on  aura  dans  la  formule  générale  du  numéro  cité  fi  — — :  1  et 
T  =  i,     T=t,     T'=t{t  +  ï),..., 


IV. 
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Donc,  par  la  formule  du  n°  8,  on  aura,  en  général, 

t(t-hi) 

2 

Mais  en  faisant  x  —  o  ou  doit  avoir,  par  l'hypothèse,  y0,c  —  o,  en  sup- 
posant t  =  i,  2,  3,...;  donc  il  faudra  que  l'on  ait,  en  général, 

/-,.„  =  ty-t-u,  h —  r-'-*.>  ■+■■■■, 

quel  que  soit  t,  pourvu  que  ce  soit  un  nombre  entier  positif;  d'où  il  est 
facile  de  conclure  que  l'on  doit  avoir 

/_,,,  =  o,    j_,,„  =  o,..., 

et,  en  général, 

X'.'  =  °. 

tant  que  s  sera  entier  négatif,  ce  qui  est  le  cas  du  n°  9,  dans  lequel  nous 
avons  vu  que  la  série  devient  finie. 

On  aura  donc,  d'après  la  formule  de  ce  numéro, 

J    •  J  J  2.  J  1.2.  .  .(X—  t)       J   ■ 

Telle  est  l'expression  générale  d'un  terme  quelconque  de  la  Table  de 
Pascal,  en  supposant  que  les  termes  qui  forment  le  premier  rang  hori- 
zontal, et  qui  sont  représentés  par  j„,0,  yl0,  j2j( soient  quelconques. 

Mais  dans  le  cas  de  la  Table  de  Pascal  ces  termes  sont  tous  égaux  à 
l'unité;  substituant  donc  l'unité  à  la  place  de  ces  quantités  dans  la  for- 
mule ci-dessus,  on  aura 

t(t-hl)  t(t-t-  l)(t  -+-  2)  tit-+-  I  i.  .  .[X  —  I) 

y'x.t  =  i  -t-  t  h -+■ 


2.3  I  .2.  .  .(X  —  t 

ce  qui  se  réduit,  comme  l'on  sait,  à  cette  expression  plus  simple 


r> 


'J-hl)(t-h2)(t-h3)...X 
1.2.3.  .  .  (  X  —  t  ) 
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11.  Nous  avons  remarqué  ci-dessus  que  la  solution  précédente  donne, 
en  général,  une  expression  finie  de  Jx,t,  lorsque  C'=o  ou  B'=o;  exa- 
minons donc  d'abord  ces  deux  cas. 

i°  Soit  C'=o;  alors  l'équation  différentielle  (F)  n'aura  que  trois 
ternies  et  sera  du  premier  ordre.  Et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

R  A 


pcc 


ce  qui  étant  élevé  à  la  puissance  t  et  ensuite  comparé  à  la  formule  géné- 
rale lof  +  TV-'  -+- . . .;  donnera 

p=i,     !=/>',     T=tp'q,     T   =     — p'q\.... 

Donc (8) 

T^'=^   t*+m  ■+-  tqy*+t-\,*  -i —  9  jx+f--j :,.+  ■ 

On  voit  ici  non-seulement  que  la  série  est  toujours  finie  lorsque  ï  est  un 
nombre  entier  positif,  mais  encore  qu'elle  ne  contient  que  des  quantités 
de  la  forme  jJi0  ,  s  étant  positif;  d'où  il  s'ensuit  que  clans  ce  cas  il  suffit 
que  le  premier  rang  horizontal  de  la  Table  du  n°  6  soit  donné,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  la  valeur  de  quelque  terme  que  ce  soit  de  la 
même  Table. 

2°  Supposons  que  l'on  ait  B'=  o;  l'équation  différentielle  n'aura  aussi 
que  trois  termes,  mais  elle  sera  du  second  ordre.  Faisant  dans  ce  cas 


:P>     « 


C'a 

élevant  cette  quantité  à  la  puissance  t,  et  comparant  avec  la  formule  gé- 
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nérale,  on  aura  p.  =  o,  et  les  valeurs  de  T,  T,  T", . . .  seront  les  mêmes 
que  dans  le  cas  précédent. 
Ainsi  on  aura 

,r      ,         *('— o  ,  i 

r*>=p    r*.« -+-  tqr^.o ^ —  q-y^,« h —   • 

Cette  expression  est  toujours  finie  tant  que  t  est  un  nombre  entier  po- 
sitif; mais,  lorsque  t  est  >#,  elle  contient  nécessairement  des  quantités 
telles  que  yî0,  s  étant  négatif.  Ainsi  il  ne  suffira  pas,  dans  ce  cas,  que 
le  premier  rang  horizontal  de  la  Table  du  n°  6  soit  donné,  il  faudra  en- 
core supposer  donnés  les  termes  précédents  j_,,0,  J-2,0. Si  l'on  ne 

connaît  pas  ces  termes,  mais  que  l'on  connaisse  ceux  qui  forment  le 
premier  rang  vertical  de  la  Table,  on  pourra  alors  déduire  ceux-là  de 
ceux-ci  de  la  manière  suivante. 

Je  fais  x  =  o  et  t  successivement  =  1 ,  2,  3, ...  ;  j'aurai 

ro,.=  p(r».o+</r-',o), 

yt.,=p*(y.,t-i-  a?j-,,.  +  <727-2,o), 
r».3=/»3(je,o-t-  3g  j_,,0  +  3.çlj\_,j0  +  q'y-s.,), 


d'où  il  est  facile  de  tirer 


?r-,,o=  -  ro.i  —  y\ 
P- 


1  3         3 

ijY-M^-.r.j ;  n,H —  >'o,,  —  n,o, 

'  -  /?  P  /> 


et,  en  général, 

9J>'-< 

1 

> r-;  7m- 

5(5  —  1 

',. 

2PI_! 

/•■'-; 
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Je  conclus  de  là  que,  si  l'on  considère  ces  deux  séries 

i  i  i 

J  ■        qJ  '        qiJ  ■        q*J 

i  i  i 

Jo.O,  -Jo,l,  -,/0,2,  —,y<>,3,  -.■■, 

J     .  pj  p2.  p3. 

qui  sont  supposées  données,  et  qu'on  dénote  pour  plus  de  simplicité  les 
termes  de  la  première  par 

Y,  Y,,  Y,,,  Y3,..., 

et  ceux  de  la  seconde  par 

Y,  Y',  Y",  Y'",...; 

qu'ensuite  on  prenne  les  différences  successives  des  termes  de  cette  der- 
nière, lesquelles  soient  dénotées  par  la  caractéristique  A.  en  sorte  que 
l'on  ait,  comme  on  sait, 

AY  =  Y'  — Y, 

AS¥  =  Y"  — aY'  +  Y, 
A3Y=Y"'-3Y"-t-3Y'-  Y, 


qu'on  suppose  enfin  que  la  première  suite  soit  continuée  en  arrière  par 

les  termes 

Y_„  Y_2,  Y_3,.'.., 

lesquels  soient  respectivement  égaux  à 

AY,  A2Y,  A3Y,..., 
en  sorte  que  l'on  ait,  en  général, 

Y_,=  ASY: 
on  aura  la  formule 

dans  laquelle  toutes  les  quantités  Yt,  Y.t_,, . . .  seront  connues. 
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12.  Mais,  si  ni  C  ni  B'  n'est  égal  à  zéro,  alors  il  est  impossible  d'avoir, 
en  général,  une  expression  finie  pour  yXit  par  la  méthode  du  n°7; 
cependant  on  y  peut  parvenir  par  une  autre  méthode  que  nous  allons 
exposer. 

Je  reprends  l'expression  de  p  en  a  (7),  laquelle  est 

A  +  Ba 


r-      B'  +  CV 

je  fais 

R'  +  C'a  =  — o>, 

d'où  je  tire 

w-f-R' 


--  c,      , 

et  substituant  dans  la  valeur  de  jS,  il  me  vient 

.  B        /  BR'\   i 

P  =  -r7+    A- 


c  7  « 
J'aurai  donc  ainsi 


a  =  —  -^7 


^h(B;-^)i] 


Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  quantité  a*  fi1,  réduisant  ensuite 
cette  quantité  en  série  suivant  les  puissances  de  —  >  on  aura  une  expres- 
sion de  la  forme 

a* (3'  =  V of  -+-  V  &>*-'  +  V"  w*-2  -+-  V" o*-3  +  .  .  . , 

laquelle  sera  toujours  composée  d'un  nombre  fini  de  termes,  a? et  tétant 
des  nombres  entiers  positifs. 

Or,  puisque  w  est  une  constante  indéterminée,  il  est  facile  de  prouver, 
par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qu'on  a  fait  dans  le  n°  7  relative- 
ment à  l'indéterminée  a,  que  l'on  aura,  en  général, 

jr.j  =  V/(*j  +  \'f(x  -  i)  -+-  V'f(x  -  2)  -+-  V'"/(*  -  3)  +  . . . , 

la  caractéristique  /  dénotant  une  fonction  quelconque. 
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Telle  est  donc  l'expression  générale  de  yx>t,  et  cette  expression  a  sur 
celle  du  numéro  cité  l'avantage  d'être  toujours  finie. 

13.  Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données  de  y  soient  celles 
qui  forment  le  premier  rang  horizontal,  et  le  premier  rang  vertical  de  la 
Table  du  n°  6,  c'est-à-dire  qui  répondent  à  t  =  o  et  ;i  x  —  o;  et  voyons 
comment  on  doit  déterminer  par  leur  moyen  les  différentes  valeurs  île 
la  fonction  f(oc),  f{&—  i) 

i°  Soit  donc  t=  o,  et  faisant  pour  plus  de  simplicité 

—  jr,  =  m,     B'=  n, 

en  sorte  que 

I         n\                              T                              x{x  —  i)  "1 

a.  =  mot  1  i  h —         et     ax—  mx    m*-)-  xnrjf"'  H re2cr  -•+•••  h> 


V  =  m1,     V  —  ^«  mz,      V"  =  — n2  m1, ...  ; 


donc 

/...=  #»«[/(*)  ■+-  *»/(*  -  I)  +  ^t^-"  'i2/(^  -  2)  4- •  •  •  J 

Supposons  successivement 

.r  =  o,  i,  2,  3, ...  ; 


on  aura 


J2,0  =  m*  [/(  2  )  +  2  n/(  I  )  +  »»/(  o  )  ]  , 

r,,,=  m*[/(3)  +  3n/(a)  +  3»2/(i)  +  n>f(o)], 
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d'où  l'on  tire 

/(O)=jo,., 
1      t»  ' 


;f(2-ï=—r—,n,o ri,o  +  r0,o, 


«,,_     »       ,  3  3  _ 


D'où  l'on  peut  conclure  que,  si  l'on  considère  la  série  des  ternies 


et  qu'on  les  désigne  par  Y,  Y',  Y",  Y'", . . . ,  qu'ensuite  on  prenne  les  dif- 
férences successives  de  ces  termes  et  qu'on  les  désigne  à  la  manière  ordi- 
naire par  la  caractéristique  A,  on  aura 

/(o)=Y,    /(i)  =  reAY,    /(2)  =  «=A2Y,    /(3)  =  «3  A3Y,. . .  j    f(s)±=n' A'Y. 
2°  Soit  x  —  o,  et  faisant,  pour  abréger, 

en  sorte  que 

n=,(.+î). 

et  par  conséquent 

"    [  W  2  &)2  2  .  3  .  CO3  j 

on  aura 

V  =  p>,     V'  =  tqp>,     V''=^^.g2/><,...;' 
donc 

r..«=p'  [/(o)  +  tqf  (-*)+——?/(-  2)  +  . .  .]• 
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Faisons  successivement 

t  =  O,  I,  2,  3, ... , 
on  aura 

r...=/(o) 

r...=/»'[/(o)  -+-  2?/(-0  +  q\f(-  2)]> 

r«..  =  /''[/(o)  +  3?/(-i)  +  3q>f(-  a)  +  </3/(-  3)], 
d'où  l'on  tire 

/(O)=j.,o, 

,  y/      o  s        '              3  3 

o3/  (  —  3)  =  —  70,3 ;To,2+  -  To,i  —  TV», 


donc  si  l'on  considère  la  série 


7m,    -7c,   pr...,   ^r»,3,..-, 

et  qu'on  désigne  les  termes  de  cette  série  par  Y,  VY,  "Y,  "Y, . . . ,  qu'en- 
suite on  prenne  les  différences  successives  de  ces  termes  et  qu'on  les  dé- 
signe par  la  caractéristique  5,  on  aura 

f(o)=  Y,  /(_,)=_ ,    /(_2)=  /(_3)=        ,...,    /(_,)  = 

Ainsi  l'on  connaîtra  les  val-eurs  de/($),  soit  que  5  soit  positif  ou  négatif; 
et  l'on  aura,  en  général,  comme  ci-dessus, 

r„,=  \f(x)  +  Yf(x-  ij  -+■  \"f(x  -  2)  +.  .  .  . 
IV.  23 
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A  l'égard  des  valeurs  de  V,  V,  V" il  est  clair  que  pour  les  trouver 

il  n'y  aura  qu'à  multiplier  ensemble  les  séries  ci-dessus  qui  donnent  les 
valeurs  de  a.x  et  de  j3';  on  aura  par  ce  moyen 

V  =  mxp', 

V  =  mxp'(xn  -+-  tq), 

Vx(x  —  \)     ,              ,          t[t  —  i)    ,1 
V"  =  mxp'     — n-  -+-  xn .  tq  h q-    ? 

r x  x  —  i)(x  —  2)    ,       x(x  —  i) 
V'"=  m'p'     -       '-+ —    —  «3  -+-  — — n2.  tq 


t(t  —  i)     ,        t{t  —  l){t—2)     a 


i- 


Et  si  q  =  n,  ce  qui  a  lieu  lorsque  A  =  o,  on  aura  plus  simplement 

V  =  mxp' , 

V'  =  mx  p'  {x  -+-  t)n, 

V"=  mxp'  - —  — -  n2, 

(x-\-t)(x  +  t  —  i)(x+t—i)    . 


Le  Problème  est  donc  résolu  avec  toute  la  simplicité  et  la  généralité 
qu'on  peut  désirer. 

14.  Dans  l'Exemple  du  n°  10  on  a 

A  =  i,     B  =  o,     B'=i,    C'=  —  i; 

donc 

m  =  i ,     n  =  i ,     p  =  o,     q  =  co     et    pq  =  i . 

Donc  on  trouvera  (à  cause  de  p  =  o,  q  —  qo  et  jo^  =  i) 
V  =  o,     V'=o,     V"=o,...,     V('-"=o, 


SUR   LES  SUITES  RÉCURRENTES.  179 

Ensuite  la  série  Y,  Y',  Y",...  deviendra  j00,  jM,  j2i0 ,  de  sorte 

qu'on  aura,  en  général, 

s  étant  un  nombre  positif.  Enfin,  à  cause  de  p  =  o,  q  =  ço  et  pq=  i ,  on 
trouvera 

/(o)=j„,„,      /(—  i)  =  —  /o,,,      /(—  2)=j0|2,...,     /(— s)  =  ±j0lJ; 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  s  pair,  et  l'inférieur  pour  celui 
de  s  impair. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'expression  générale  de  yx>t,  on 
aura 

/  A      ,   ,  x  (x  —  i)  .      ,   ,  x{x  —  \){x l)...(t-\-l)  . 

)  ^    '  2  ^  1.2. 3. ..(a:  —  £) 

-  tnz  < 

#(.r — i)(#  —  2)...t  _         x(x—  i)...(f  —  i)  x\x  —  i)...{t  —  i) 

'"i.2.3.. .(«■—*-+-!)  Jo'l_h  1.2... (a?—  /-i-a)  :>'0'2       i.2... (a?—  <  +  3)  ■T'0'3     "' 

où  les  différences  A j„  0 ,  A'- /„,„,...  se  rapportent  uniquement  aux  termes 
du  premier  rang  horizontal  yfK„,  yttl),  ySj0 en  sorte  que 

Aj-„,„  = J,,„  —  r»,o ,      A2j„,„  :  -  y 2;„  —  2 J,,„  +  Jo,0  , 

Par  le  moyen  de  cette  formule  on  peut  donc  avoir  la  valeur  d'un  ternie 
quelconque  de  la  Table  de  Pascal,  en  supposant  que  dans  cette  Table  le 
premier  rang  horizontal  et  le  premier  rang  vertical  soient  quelconques. 

Dans  la  Table  même  de  Pascal,  le  premier  rang  horizontal  est  tout 
formé  d'unités,  et  le  premier  rang  vertical  est  tout  zéro  à  l'exception  du 
premier  terme,  en  sorte  que  l'on  a 

j».»  =  ',    71,0=1,    :r2,0=i..., 

Jo.i^o,    fC:,  =  o,...; 
donc 

Ajo.o  =  O,       A'jo,»  =  o, .  .  .  . 

23. 
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Ainsi  la  formule  précédente  deviendra  dans  ce  cas 


xlx  —  i)  (x  —  2).  .  .(t  ■ 


1.2.3.  .  .(x  —  t) 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  a  trouvé  à  la  fin  du  n°  10. 

15.  Soit  proposée  maintenant  l'équation  générale  du  second  ordre 

/  A.jrXl,  -t-  Byx+llt  -hCxx+2,,      \ 
(G)  -t-  B'r*,,+>  +  C'7x+,,(+,     =  o. 

(  +cy*,,+,   ) 

Je  fais,  comme  ci-dessus, 

yXll  =  aa*Ç><; 

substituant  et  divisant  ensuite  tous  les  termes  par  acx.xfi',  il  me  vient 
cette  équation  en  a.  et  j3 

(H)  A  +  Ra  +  B'(3-i-Ca2+C'a(3-+-C"(3î  =  o, 

par  laquelle  on  pourra  déterminer  |3  en  a. 

Je  cherche  donc  par  la  méthode  connue  de  Newton  la  valeur  de  j3  en  « 
exprimée  par  une  série  descendante,  c'est-à-dire  dans  laquelle  les  expo- 
sants de  a  aillent  en  diminuant.  J'élève  ensuite  cette  série  à  la  puissance  t 
au  moyen  des  formules  connues  pour  cet  objet;  j'obtiens  par  là  une  va- 
leur de  j3f  en  a.  de  la  forme  suivante 

(3<  =  T  a""  -+-  Ta»'-*'  +  T"iïLt^"  -+-  T"V^'"  +  .  .  . , 

où  les  nombres  p.',  \j",  u.'",  .  .  .  seront  nécessairement  tous  positifs  et 
croissants. 

Donc,  substituant  cette  valeur  de  jSf,  on  aura  cette  expression  particu- 
lière de  j.l?f,  savoir 

yXit  —  T ««*+:"  +  Vaa.z+*'-*-'  +  T"«a'+"-'"  +  . .  ., 

dans  laquelle  a  et  a  seront  des  constantes  indéterminées. 
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De  là,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n°7,  on  tirera  immé- 
diatement l'expression  générale 

rx,,  =  Tfix  -h  pt)  +  Tf(x  +  pt  —  p')  -+-  T'f(x  -4-  pt  —  p")  -4-..  . ., 

la  caractéristique  /dénotant  une  fonction  quelconque  indéterminée. 

Or,  tant  que  C"  ne  sera  pas  nul,  l'équation  en  jS  montera  au  second 
degré  et  aura  par  conséquent  deux  racines;  on  aura  donc  pour  |3,  et  par 
conséquent  aussi  pour  |3e,  deux  séries  différentes;  donc,  si  l'autre  valeur 
de  j3'  est  représentée  par  la  série 

(3'  =  Va"  -h  UV-V'  -4-  IPV'-"  -4-  U'V"-"'  -+- .  .  . , 

les  nombres  v',  v",  v'", . . .  étant  aussi  positifs  et  croissants,  on  en  tirera 
pareillement  une  valeur  de  yXtt,  qui  sera 

jrXil  =  \Jy(x  -+-  vt)  -+-  \J'y(x  -h  vt  —  v')  -l-U"cp(.r  -+-  vt  —  v" )  +  .  .  ., 

la  caractéristique  9  désignant  aussi  une  fonction  quelconque  indéter- 
minée. 

Réunissant  maintenant  ces  deux  valeurs  de  yXit,  on  aura,  en  général, 

r,,,  =  Tf(x  4-a«)  +  T'/(.r  ■+■  {j.t  —  (*.')■+■  T'f{x  -h  pt  —  p.")  -4-.  . . 
-h  U  9  (  X  -h  v  t)  -+-  U'  <p  ( x  -+-  ut  —  v'  )  -4-  U"  <p  (  X  -+-  v  t  —  v"  )  -4- .  .  . , 

expression  qui  est  nécessairement  l'intégrale  complète  de  la  proposée, 
puisqu'elle  contient  deux  fonctions  indéterminées. 

16.  Il  est  clair  que  cette  expression  de  yXtt  sera  toujours  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes,  à  moins  que  les  deux  valeurs  de  /3  en  a  ne 
soient  finies;  ce  qui  n'a  lieu  que  lorsque  l'équation  (H)  peut  se  décom- 
poser en  deux  équations  du  premier  degré.  Dans  ce  cas  on  aura  pour 
yx>t  une  expression  finie,  et  par  conséquent  on  aura  l'intégrale  finie  de 
l'équation  différentielle  proposée.  Mais  il  peut  arriver  dans  ce  même  cas 
que  les  deux  valeurs  de  /3  en  a  soient  égales;  ce  qui  donnera 

U  =  T,     U'  — T',..., 

v  =  p.,      v'  =  p' ,  .  .  .  , 
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en  sorte  que  les  deux  fonctions  arbitraires  se  fondront  en  une  seule;  ce 
qui  rendra  la  valeur  de  yx>t  incomplète. 

Pour  remédier  à  cet  inconvénient  on  supposera,  suivant  la  méthode 
usitée  dans  ces  sortes  de  cas,  que  les  deux  valeurs  de  j3  diffèrent  entre 
elles  d'une  quantité  très-petite,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  pour  la  se- 
conde valeur  de  |3,  j3  +  rfj3;  ce  qui  donnera  pour  la  seconde  valeur  de  j3', 
|3'-t-  tfi'-'dfi,  où  il  faut  remarquer  que  la  différentielle  dfi  demeure  in- 
déterminée, parce  qu'en  différentiant  l'équation  (H)  il  arrivera  nécessai- 
rement que  les  quantités  par  lesquelles  les  deux  différentielles  du  et  c?j3 
se  trouveront  multipliées,  seront  nulles  à  la  fois.  De  là  il  est  aisé  de  con- 
clure que  si  l'on  dénote  par  T,  1",  T",  T", ...  les  valeurs  de  T,  T",  T", 
1"", ...  qui  répondent  à  t.—  i,  c'est-à-dire  qui  résultent  de  la  substitu- 
tion de  t  —  i  à  la  place  de  /,  on  aura  pour  y.,.,,  cette  autre  expression 

yXl,  —  Tf[x-\-  pt)  +  Tf(x  -+-  ut  —  p.')  H-  'i"f(x  -+-  al  —  \>"  )  -+-...  • 

-4-//1T  [x-hu  [I  —  t  )]-t-/,T'  F  [x-+-a(l  —  i  ' :—  f/]  +  /,T"  F  [x  +  [At—  i  )— u"]-t-  . .  ■ , 

dans  laquelle  les  caractéristiques  /  et  F  dénotent  des  fonctions  quel- 
conques. 

17.  Pour  déterminer  maintenant  les  fonctions  arbitraires,  on  suppo- 
sera que  les  deux  premiers  rangs  horizontaux  de  la  Table  du  n°  6  soient 
donnés,  c'est-à-dire  qu'on  connaisse  toutes  les  valeurs  de  j.r0  et  de  /.,,,  ; 
on  fera  donc  i°  t  =  o,  et,  comme  dans  ce  cas  on  a 

ï=  i,     T'=o,     T  "=o, ..., 
et  de  même 

U=I,      U'-::0,       L"=o,..., 

la  formule  du  n°  15  donnera 

yx,ùz=f\x)  ~  o(x); 

on  fera  2°  i  —  i,  et,  dénotant  par  5,  9',  B";. ..,  v,  v',  v", ...  les  valeurs 
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de  T,  T',  T", . . . ,  U,  U',  U", .  . .  qui  répondent  à  t  —  i ,  la  même  formule 
donnera 

yIi ,  =  8f( x  -f-  (jl ).-+•  8'f(  x  •+-  ft  —  p-'  )"  -t-  _0"/(  a?  -H'  p  —  a"  )  +  . .  . 

+  uip(a+  v)  +  u'ip(ir+  v  —  v' )  -+-  i/'cp (  a:  -+-  v  —  n"  )  H- .  .  .  ; 

ainsi  l'on  aura  deux  équations,  à  l'aide  desquelles,  en  donnant  successi- 
vement à  a;  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,  3,...,  on  pourra  déterminer  celles 
des  fonctions /(#)  et<p(a?);  mais  il  est  clair  que  celte  détermination  sera 
très-difficile,  en  général,  à  moins  que  l'expression  de yXtK  ne  soit  finie, 
ce  qui  n'arrivera  que  lorsque  la  valeur  de  |3  en  a  est  finie. 

Si  les  deux  valeurs  de  j3  sont  égales,  la  détermination  des  fonctions 
f{x)  et  F(a?)  de  la  formule  du  n°  16  sera  très-facile;  car  en  faisant' t  =  o 
on  aura  d'abord 

et  faisant  ensuite  t  =  1 ,  on  aura 

,T=i,     ,T'  =  o,     ,T"  =  o,..., 
donc 

yXil  =  0/(  a;  -+-  fjt  —  p.'  )  -+-  6'/ (a?  -+-  p  —  p')  -h .  .  .  -f-  F(.r); 

de  sorte  qu'on  connaîtra  immédiatement  par  là  les  valeurs  générales  des 
deux  fonctions. 

18.  Au  reste,  quoique  l'expression  de  yx>t  trouvée  par  la  méthode 
précédente  soit,  en  général,  composée  d'un  nombre  infini  de  termes,  il 
y  a  cependant  un  cas  très-étendu,  et  qui  a  lieu  dans  la  plupart  des  ques- 
tions qui  conduisent  à  ces  sortes  d'équations  différentielles,  dans  lequel 
cette  expression  devient  finie;  en  sorte  que  la  détermination  des  fonc- 
tions arbitraires  n'a  plus  de  difficulté.  Ce  cas  est  celui  où  l'on  suppose 
que  si  l'on  continue  en  arrière  les  deux  premiers  rangs  horizontaux  de 
la  Table  du  n°  6,  tous  les  termes  qui  formeraient  ces  rangs  ainsi  conti- 
nués soient  nuls;  c'est-à-dire  lorsque  l'on  aura,  en  général, 

J.,o  =  o,     7*,,  =  a, 
tant  que  x  sera  négatif. 
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En  effet,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  alors 

/(—  *)=o    et    cp(—  s)  =  o, 

tant  que  s  sera  plus  grand  que  \i.  et  v;  de  sorte  que  comme  les  nombres 
qui  sont  après  les  caractéristiques /et  cp  dans  l'expression  générale  de 
yx,t  vont  continuellement  en  diminuant,  les  fonctions  de  ces  nombres 
deviendront  enfin  nulles,  ce  qui  rendra  l'expression  dont  il  s'agit  finie. 
Il  est  facile  maintenant  d'appliquer  aux  équations  différentielles  de 
tous  les  ordres,  comprises  sous  la  formule  générale  du  n°  6,  la  méthode 
que  nous  venons  d'exposer  pour  les  équations  du  second  ordre,  et  d'en 
tirer  des  conclusions  semblables;  ainsi  nous  ne  nous  étendrons  pas  da- 
vantage sur  cette  méthode. 

19.  Dans  le  cas  des  équations  du  second  ordre  à  trois  termes  nous 
avons  trouvé  moyen  de  remédier  à  l'inconvénient  de  la  méthode  géné- 
rale, et  d'obtenir  une  expression  finie  de  yx>l  (12)  ;  en  considérant  l'arti- 
fice qu'on  a  employé  dans  l'endroit  cité,  et  qui  consiste  à  exprimer  les 
deux  quantités  a  et  |3  par  une  troisième  indéterminée  w,  d'une  manière 
finie,  on  se  convaincra  aisément  qu'il  peut  aussi  servir  pour  toutes  les 
équations  du  second  ordre,  comme  on  va  le  voir. 

Je  reprends  donc  l'équation  (H)  du  n°  15,  et  je  fais  d'abord  évanouir 
les  termes  où  les  indéterminées  sont  à  la  première  dimension,  en  sup- 
posant 

oc  =  m  -+-  e,    (3  =  ii  -+-  6, 

et  prenant  m  et  n  tels  que  l'on  ait 

B  -+-  aCm  -t-  C're  =  o,     B'  -+-  ïd"n  -+-  Cm  =  o, 

ce  qui  donne 

_  aBC'-B'C'  _  2B'C-BC 

m-   C-4CC"  '     'l~  C'2-4CC"' 

moyennant  quoi  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

K  =  A  +  Bm  +  B'B+Cm!+C  mn  -+-  C"  n2, 
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on  a  cette  transformée  en  s  et  0 

Ce2-t-C's0-i-C"es  +  K  =  o, 

laquelle  étant  multipliée  par  C  peut  se  mettre  sous  cette  l'orme 

(Ce-h  h6)  (Ce -h  16) +  CK  =  o, 
en  supposant 


^T  +  y/f-00"'  <=?-\/t-cc"- 

Je  fais  maintenant 

C  e  -+-  h  9  —  tu, 

j'aurai 

Ce  +  /5  =  ^^  (*), 


CK 


d' 

où 

je  tire 

sur- 

le-champ 

/(M  -+- 

/;CK 

W 

C(Z- 

-A) 

d- 

onc  enfin 

/&>  -i- 

ACK 

a.  =  m  -+- 

<a 

A-z  ' 

CK 


(3  =  7!, 


C(/  —  /()  A  —  / 

Ainsi  les  deux  indéterminées  a  et  jS  sont  exprimées  par  une  troisième  in- 
déterminée w  d'une  manière  finie  et  sans  fraction  complexe,  de  sorte  que 
la  valeur  de  a.xfi'  sera  toujours  finie  tant  que  x  et  t  seront  entiers  positifs. 
Et  il  est  à  remarquer  à  l'égard  des  expressions  précédentes  que  l'am- 
biguïté du  radical  qui  entre  dans  les  valeurs  de  h  et  de  /  n'influe  point 
sur  la  forme  de  ces  expressions;  car  en  changeant  le  signe  de  ce  radical 
on  ne  fait  que  changer  h  en  /  et  vice  versa;  or  en  faisant  ce  changement 

CK 
et  mettant  en  même  temps —  à  la  place  de  w,  et  par  conséquent  r,  à 

(*)  Dans  le  texte  primitif  le  second  membre  de  cette  formule  a  le  signe  -t- ,  ce  qui  a  pour 
effet  de  changer  K  en  —  K  dans  les  expressions  de  a.  et  de  p.  Nous  avons  cru  devoir  rétablir 
l'exactitude  des  formules.  (Note  de  l'Éditeur.) 

IV.  iL 
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CK 

la  place  de ?  on  verra  que  les  nouvelles  expressions  de  u  et  /3  en  yj 

seront  les  mêmes  que  les  premières  en  w. 

Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger  davantage, 

/  AK  i  CK 


C(l-h)       V~/-A  h—l  h-i 


<1  o  s 

a.  =  m  -+-  pu  -t-  —  i      p  =  «  -+-  ro  h , 


p.*  fi'  =  I  »?  -4-  p  co  -+-  —  1    (  ??  -t-  ru  -t- 


par  conséquent 


Cette  expression  de  offi*,  étant  développée  et  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  w,  se  réduira  à  une  série  finie  de  la  forme 

V  -t-  Vu  -+-  W  +  V"V  +  .  .  .  -+-  V<1+"  M*+' 


VV       WV       ™V  (*+<>v 

oj         &y         m3 


.i+( 


.où  les  coefficients  V,  V,  V", . . . ,  T,  "V,  WV, . . .  seront  des  fonctions  de  x 
et  t,  qu'on  peut  déterminer  par  différents  moyens  d'après  les  méthodes 
connues. 

Donc  comme  w  est  une  quantité  absolument  arbitraire,  on  en  pourra 
conclure  immédiatement  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  faits  plus  haut  (7)  l'expression  générale  de yXit ,  laquelle  sera 

r-.«  =  v/(  o.)+y/(i)+ v/(  2  )  +  v"/(  3  )  -t-... + v<^')/(  ,  +  o 

+  vV/( - 1)  -+■  »V/(  -  a)  +  -V/(  -  3)+ ...  4-  c+')V/(  -*-/), 

la  caractéristique  y  dénotant  une  fonction  arbitraire. 

20.  Pour  déterminer  cette  fonction,  ou  du  moins  ses  différentes  va- 
leurs particulières  qui  entrent  dans  l'expression  précédente,  nous  sup- 
poserons que  dans  la  Table  du  n°  6  le  premier  rang  horizontal  et  le 
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premier  rang  vertical  soient  donnés,  en  sorte  qu'on  connaisse  toutes  les 
valeurs  de  yxfi  et  de  y0>t.  On  supposera  donc  d'abord  t  —  o  et  a?  succes- 
sivement o,  i,  2,  3,...;  ensuite  x  =  o  et  t  successivement  o,  i,  2,  3,...; 
on  aura  par  ce  moyen  les  équations  nécessaires  pour  déterminer  les  va- 
leurs de/(o), /(i), /(— 1), Mais  comme  en  s'y  prenant  ainsi  l'on 

tombe  dans  des  formules  assez  compliquées,  je  vais  donner  une  autre 
manière  de  parvenir  plus  aisément  au  but. 

21 .  Pour  cela  je  remarque  d'abord  que  comme 
po 
on  aura,  par  les  formules  connues, 

p  u  -+-  —  =  e,      /?2&>2-(-  —2  =  e!  —  ipq,     />3co3-t-  —a  =  e3  —  3/?ge, . . ., 


et,  en  général, 

r  u*  r  '  2  r   *  2.3  r   7 


et  de  même  l'on  aura 


IrsB'-2  -t- r2s2Q'-< ^~ r's'O1- 

2  2.3 


d'où  l'on  tire 


,        (s1  e%  —  q'-  0'')  —  1  (pq  s1  e''-2  —  rs  qx  6X~ 2  )  ■ 
p's'-  —  qkrK 

1    (  r'-  e'-  —  px  61)  —  1  (pq  r1  s''-2  —  rs  p1-  9''—-  ) 

wi  g\r\    pkgl 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  série 


>v  «y 

V  H-  Vu  -H  • h  W  H ■- 


24. 
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il  est  visible  qu'on  aura  une  transformée  de  cette  forme 

Z  -(-  Z'  £  +  Z"  £2  -+-  TI"  e3  -+-  .  .  .  +  Z(*+'>  s*+< 

h-  vze  H-  "z  0=  -+-  wz  93  + . . .  +  <*+'>z  qi+i, 

laquelle  sera  par  conséquent  égale  et  identique  à  la  quantité 

ax|3'  =  [m  -+-  e)x(n-h  Bf, 

en  supposant  qu'il  y  ait  entre  s  et  ô  (19)  l'équation 

Ce''-f-C'e6  +  C"62+K  =  o. 

Maintenant  comme  s  et  6  sont  deux  différentes  fonctions  de  l'indéter- 
minée o),  on  en  peut  conclure  sur-le-champ,  par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  du  n°  7,  cette  expression  générale  de  yXit,  savoir 

ri,,  =  ZF(:o)  +  Z'F(i)-hZ"F(2)  +  ...  +  Z(*+"F(*-i-*) 
-+-   Z  cp  (l)  -4-  WZ  cp  (  2)  H-  .  . .  -t-  C*+')Z  cp  {x  H-  t), 

où  les  caractéristiques  F  et  f  dénotent  des  fonctions  quelconques. 

22.  Qu'on  suppose  maintenant,  pour  déterminer  ces  fonctions,  t  =  o 
et  ensuite  x  =  o,  on  aura  : 
i°  Lorsque  t  =  o, 

[ffl  +  £)I(n+6i'=(»i+EjI=mt+  xmx~'e  H m1-1  e2  -1- . .  .  ; 

donc 

_.,        a?  (a:  —  i)  , 

Z  =  m1,     L=xmx~',     L   = mr    ,..., 

2 

vZ  =  o,     MZ  =  o,..., 

donc 

*\v,   ^     F(i)    ,   g(*-i)-F(a)   ,        ] 

yx  „  ==  m1    F  (  o  )  -+-  x  — 1 : h  •  ■  •  h 

17  |  7??  2  m2  I 

d'où  en  faisant  successivement  x  =  o,  i ,  2, . . . ,  on  tirera  aisément  les 
valeurs  deF(o),  F(i),  F(a) Et  par  la  méthode  du  n°  13  on  trouvera 
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que  si  l'on  désigne  la  série  des  quantités 

i  i  t 

J  m  m-  ■  m3  * 

par  Y,  Y',  Y", . . . ,  et  qu'on  dénote  par  A,  A2, . . .  les  différences  succes- 
sives des  termes  de  cette  série,  on  aura,  en  général, 

2°  Lorsque  x  =  o, 

(/re-t-s;p(ra-t-  0)«  =  ('».+  6)'  =  «'-h  /re'-'0  +  *^~Ij  re'-'0»'-+-..  .; 


donc 


Z  =  «',      Z  =  *ra'_l,       Z  =  — ! n'  -, . 


Z'  =  o,     Z"=o,..., 
donc 

,r  9(0     <ù  —  o  «(a)        i 

rM==w|?(o)  +  ,ïli+A_JïLi+...j, 

en  supposant  9(0)  =  F(o). 

De  là  on  trouvera,  comme  ci-devant,  que  si  l'on  considère  la  série 


et  qu'on  en  désigne  les  termes  par  Y,  'Y,  VY,  "Y, . . . ,  qu'on  dénote  en- 
suite par  5,  8-,...  les  différences  successives  de  ces  termes,  on  trouvera, 
dis-je,  en  général, 

y(v)  =  rï'S>Y. 

Or  en  faisant  p.  =  o,  v  =  o,  on  a 

F(o)=Y^9(o), 

comme  cela  doit  être  par  l'hypothèse. 

Donc  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y,t>c  du  numéro 
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précédent,  on  aura 

j,,,  =  ZY  ■+■  m  Z'  A  Y  -+-  »i=  Z"A2Y  -+...+  m*+l  Zir+')  A'+' Y 

-t-  n  VZ  <5Y  -+■  ?t2  "Zo'!Y  +  ...  +  »■'+'  (■•-"Z  ox+' Y, 

formule  par  laquelle  on  pourra  connaître  un  terme  quelconque  de  la 
Table  du  n°  6,  dès  qu'on  connaîtra  ceux  des  deux  premiers  rangs,  l'un 
horizontal,  l'autre  vertical. 

23.  Si  maintenant  on  compare  ensemble  les  deux  expressions  de  yXit 
des  nos  19  et  21,  il  sera  facile  d'en  conclure  les  valeurs  de  la  fonction/ 
par  celles  des  fonctions  F  et  es;  et  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  aura, 
en  général,  entre 

fil),   f(—l),    F(X),   F(X  — a),...,    o(l),   (d(1—2),... 

les  mêmes  relations  qu'entre 

co\  -, ,   e\  é-\ ...,   0"\  &1-7, 

ta* 

De  sorte  que  si  l'on  substitue  les  valeurs  des  fonctions  F  et  <p  trouvées  ci- 
dessus,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

on  aura,  X  étant  positif, 

f{X)     =A^^r^Y-X^A--Y+Hl^-3l£l?!  A-Y-...1 
■'  m-  i  m*  | 

,    a    \   x  [nv      i  ra   »-!v    ,    ^(X— 3)   r-sl     .      v  l 

-h  Ao'k       ctY —  /  —  cr  2Y  H — —   ô'-  s  Y  — .  .  .     j 

1         |_  n  2  "  i 

f(-i)  =  A/»1»1  T ô*y-  x  -  ô'-=  y  +  AlA^^l  ^f:  ,$*-<  Y  _ ...  I 

r  j  «J  2  «'  i 

i  »?.'-  2  m*  I 

ce  sont  les  valeurs  de  la  fonction  /  qui  résulteraient  des  équations  du 
n°  20,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  par  le  calcul;  ainsi  il  n'y 
aura  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule  du  n°  19. 
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24.  La  méthode  par  laquelle  nous  venons  d'intégrer  d'une  manière 
finie  et  complète  toutes  les  équations  différentielles  du  second  ordre 
entre  trois  variables  pourrait  s'étendre  aussi  aux  équations  des  ordres 
supérieurs  si,  dans  une  équation  quelconque  à  deux  indéterminées,  il 
était  toujours  possible  d'exprimer  chacune  de  ces  indéterminées  par  une 
fonction  rationnelle  finie  et  sans  fraction  complexe  d'une  troisième  in- 
déterminée; mais  comme  cela  n'a  lieu,  pour  les  équations  qui  passent  le 
second  degré,  que  dans  des  cas  particuliers,  on  doit  regarder  la  méthode 
précédente  comme  bornée  aux  équations  différentielles  du  premier  et  du 
second  ordre. 

Pour  suppléer  à  ce  défaut,  nous  allons  donner  dans  l'Article  suivant 
une  autre  méthode  qui  s'étendra  aux  équations  de  tous  les  ordres,  et  qui 
joindra  à  l'avantage  de  donner  toujours  des  intégrales  finies,  celui  de 
rendre  la  détermination  des  fonctions  arbitraires  très- facile  dans  tous 
les  cas. 

Article  III.  —  Oit  l'on  donne  une  méthode  générale  pour  V in- 
tégration des  équations  linéaires  aiur  différences  finies  entre 
trois  variables. 

25.  Considérons  l'équation  différentielle  du  h'ème  degré  du  n°  6,  el 

faisons,  en  général, 

jrXit  =  aoc'p; 

il  est  facile  devoir  qu'après  les  substitutions  et  la  division  par  a?:1' fi'. 
il  viendra  cette  équation  du  nicme  degré  en  a  et  ]3 

A-f-Ba+Ca2    -+-... +  Na"  \ 

4-  B'(3-+-C'<z(3  +  .  .  . -4- N'a'— (3 

-+-  C"  (32  +  .  .  .  -+-  N"a"-2  P2  >  =  o, 


-t-NC0(3" 
par  laquelle  il  faudra  déterminer  fi  en  a  ou  vice  versa. 
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Je  remarque  maintenant  qu'on  ne  peut  exprimer,  en  général,  /S  en 
puissances  de  a  que  par  une  série  infinie,  ce  qui  donnera,  comme  on  l'a 
vu  dans  l'Article  II,  une  expression  de  yx>t  en  série  infinie;  mais  comme 
mi  n'a  pas  besoin  de  la  valeur  de  j3,  mais  seulement  de  celle  de  /3',  où  t 
est  censé  plus  grand  que  n,  j'observe  qu'on  peut  réduire  cette  valeur  à 
une  série  rationnelle  et  finie  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances 
de  y.,  pourvu  qu'on  y  admette  aussi  les  puissances  de  /3  inférieures  à  P"; 
car  il  est  visible  que  si  l'on  prend  la  valeur  de  /3"  donnée  par  l'équation 
précédente,  et  qu'on  la  substitue  autant  qu'il  est  possible  dans  la  valeur 
de  p',  qu'ensuite  dans  les  termes  résultant  de  cette  première  substitution, 
on  substitue  de  nouveau  autant  qu'il  est  possible  la  même  valeur  de  p", 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  rabaissé  les  puissances  de  ]3  au-des- 
sous de  j3";  il  est  visible,  dis-je,  qu'on  parviendra  à  une  formule  de  cette 
forme 

|3'  =  T+  Ta.  +  Va?  -f-  T"a?  -!-...-+-  TCy 

-!-,T  ,6  -h  ,T'«p  -4-  ,T"a2(3  +...  -+-,T< '-"«'-'  (3 
K  -i-  „T  |3=-i-  „T'«  (52  -f-  . . .  -4-  „T<'-2)  a'-2  |32 


H-  (_„Tp-'  +. .  .+  („-,)T<'-"+"«'-"+'(3"-', 


où  les  coefficients  T,  T',  T", . . . ,  ,T,  ,T', . . .  seront  des  fonctions  ration- 
nelles données  de  t  et  des  coefficients  A,  B,  B',...  de  l'équation  en  a.  et  j3. 

26.  Multipliant  donc  cette  expression  de  jS'  par  aaJ,  on  aura  une  va- 
leur particulière  de  yXjt  dans  laquelle  les  deux  constantes  a  et  a  seront 
à  volonté;  et  comme  l'équation  différentielle  proposée  est  linéaire  et  ne 
contient  aucun  terme  sans  y,  il  est  visible  qu'on  pourra  aussi  prendre 
pour  yXit  la  somme  d'autant  de  pareilles  valeurs  particulières  qu'on  vou- 
dra, en  supposant  que  les  quantités  a  et  a  soient  différentes  dans  cha- 
cune de  ces  valeurs. 

De  là  et  de  ce  que  les  quantités  /3,  /32,  |33,...  jusqu'à  fi""'  sont  néces- 
sairement des  fonctions  irrationnelles  de  v.,  irréductibles  entre  elles,  il 
est  aisé  de  conclure  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qu'on  a  era- 
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ployé  dans  le  n°  7  que  l'on  aura,  en  général, 

yXil  =  T/»4-  T'  /(*  +  !)+ T*/(*  + a)  +  T"f(x  +  3)  +  . .  .+T<o/(*  +  f) 
+  ,T  '/(a?)  +  ,T  '/{*  +  •)  4-  ,T"  </(*4-a)  4- . . .  4-,T«-'>  '/(*  -M  -  0 
+„T  ■/(*)  4-„T'  »/(*  + 1)  + .  . .  4-„T"->  >/(*  4-  *  -  a) 


-h  („_,)T  n-\f{x)  4- .  .  .  4-  („_,)T('-"+,)  —' /(*  4-  *  —  «  4-  i), 

où  les  caractéristiques/,  '/,  2/,...,  "~y  dénotent  des  fonctions  arbitraires 
quelconques  indépendantes  entre  elles;  de  sorte  que  comme  le  nombre 
de  ces  différentes  fonctions  est  n,  et  par  conséquent  égal  à  l'exposant  de 
l'ordre  de  l'équation  différentielle  proposée,  on  doit  regarder  l'expres- 
sion précédente  comme  l'intégrale  complète  de  cette  même  équation. 

27.  Pour  déterminer  maintenant  les  valeurs  de  ces  différentes  fonc- 
tions, je  suppose  que  les  n  premiers  rangs  horizontaux  de  la  Table  du 
n°  6  soient  donnés,  en  sorte  qu'on  connaisse  toutes  les  différentes  va- 
leurs de  yXy0>  J.r,i>  J.I-, a > ■  •  •  »  yx,n-\>  c'est-à-dire  toutes  les  valeurs  de  yX;l 
qui  répondent  à  t  =  o,  t ,  2 , . . . ,  n  —  1 . 

Or  faisant  t  =  o  on  a  j3'  =  i;  donc  dans  la  formule  (K)  du  n°  25  on 

aura 

T=i,     T'  =  o,...,     ,T  =  o,. ..,...; 

faisant  t  —  1  on  a  |3'=  /3;  donc 

,T  =  1,     et  tous  les  autres  coefficients  nuls; 

faisant  t  =  2  on  a  j3'  —  p2;  donc 

„T  =  2,     et  les  autres  coefficients  nuls; 

et  ainsi  de  suite. 

Donc  :  si  l'on  fait  t  ==  o,  on  aura  clans  la  formule  du  n°  26 


si  l'on  fait  t  =  1 ,  on  aura 

si  l'on  fait  t  =  2,  on  aura 
IV. 
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et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

ri,„_,  =  »-/(*). 

On  connaît  donc  par  ce  moyen  toutes  les  fonctions  arbitraires;  et  sub- 
stituant leurs  valeurs  dans  la  formule  générale,  on  aura 

yXil  —  Ty\,0  -+-  TyI+l,0  +  T"ji+2,o  +  T'r,+,.„  4- . . .  -+-V-'\rz+<,, 
-+-  ,TjXj1  4-  ,T jw,,,  +,T" jx+2,,  + . .  ■  +,T('-1)ji+(-1,, 


(„_„Tri.„_,+...+(»_oT('-"+|)rM 


28.  Pour  déterminer  les  coefficients  T,  T',  T",...,  ,T,  T',  T",. ......  de 

la  formule  (K)  du  n°  25,  on  peut  employer  différentes  méthodes. 

Et  d'abord  il  est  clair  que  si  l'on  lire  de  l'équation  (I)  la  valeur  de  fi 
en  a,  qu'on  la  substitue  ensuite  dans  l'équation  (K),  et  qu'après  avoir 
ordonné  les  termes  suivant  les  puissances  de  a,  on  fasse  chaque  terme 
égal  à  zéro,  on  aura  une  suite  d'équations  par  lesquelles  on  pourra  dé- 
terminer les  coefficients  cherchés. 

Cette  méthode  peut  être  rendue  plus  simple  par  la  considération  des 
différentes  racines  de  l'équation  (I).  En  effet,  si  l'on  représente  l'équa- 
tion (K)  ainsi 

(3'  =  A  -t-  ,A(3  +  „A  (32+  . . .  -+-  („_,)A(3"-<, 

A  étant  un  polynôme  en  «  du  degré  t,  ,A  un  autre  polynôme  en  a  du 
degré  t—  i  et  ainsi  de  suite;  et  que  d'un  autre  côté  on  désigne  par  fi', 
6", ...  les  n  racines  de  l'équation  (I)  ordonnée  par  rapport  à  fi,  on  aura 
ces  n  équations  différentes 

(3''  =  A  -h, A  (3'  -+-  „A  |3'2  -4-  ■  • .  -+-  (,,  ,)A  $'"-', 
(3"'=  A  h-, A  (3" -4-  „A  (3"2  + . . .  -+-  („  -,)A  (3""-', 


au  moyen  desquelles  on  déterminera  séparément  les  n  quantités  A,  ,A, 

A,...  en  fi',  S", Alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  à  la  place  de  fi', 

fi", . . .  leurs  valeurs  en  a.  réduites  en  série  ascendante,  et  poussées  seu- 
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lement  jusqu'à  la  t,è'"c  puissance  pour  la  quantité  A,  jusqu'à  la  (t  —  i)'eme 
puissance  pour  la  quantité  ,A,  et  ainsi  de  suite. 

29.  Mais  dès  qu'on  aura  déterminé  par  cette  méthode  ou  par  une 
autre  quelconque  les  premiers  termes  des  polynômes  A,  fA,  „A, . . . ,  on 
pourra  trouver  tous  les  suivants  d'une  manière  plus  simple  en  cherchant 
à  l'aide  du  Calcul  différentiel  la  loi  qui  doit  régner  entre  eux.  Pour  cela 
on  différentiera  logarithmiquement  l'équation 

|3'  =  A  -+-  ,A  (3  -t-  „A  (3-  + . . .  -+-  („_,)A  (3"-', 

en  faisant  varier  à  la  fois  les  quantités  a  et  |3,  ce  qui  donnera 

td$  _  JA-4-(3</,A  +  (32</,/A  +  ...H-(,A  +  2„A(3+...)af(3 
(3    "  A-H,A(3  +  „A(32  +  ...  ~  ~; 

on  substituera  à  la  place  de  <r//3  sa  valeur  en  u  et  |3  et  dcc  tirée  de  l'équa- 
tion (I)  par  la  différentiation,  et  faisant  évanouir  les  fractions  on  ordon- 
nera tous  les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  |3;  il  est  facile  de 
comprendre  que  dans  cette  nouvelle  équation  la  plus  haute  puissance 
de  /3  ne  pourra  être  que  |32*~';  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  rabaisser  les  n—  i 
puissances  jS",  jS"+',...,  fi2"-*  au-dessous  du  degré  nième  au  moyen  de 
l'équation  (I);  après  quoi  on  ordonnera  l'équation  par  rapport  aux 
n  puissances  restantes  de  /3  et  l'on  fera  séparément  égales  à  zéro  toutes 
les  quantités  multipliées  par  chacune  de  ces  différentes  puissances  de  |3; 
on  aura  n  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  tx.  et  les 

n  quantités  A,  ,A,  ;/A, On  substituera  maintenant  dans  chacune  de 

ces  équations  les  expressions  de  A,  ,A,  „A,...  en  a,  et  par  la  comparaison 
des  termes  on  obtiendra  des  équations  entre  les  coefficients  T,  T',  T",..., 
,T,  T,  T",...,...  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  coefficients. 

30.  Si  au  lieu  de  supposer  donnés  les  n  premiers  rangs  horizontaux 
de  la  Table  du  n°  6,  ainsi  qu'on  l'a  fait  clans  la  solution  précédente,  on 
voulait  regarder  comme  donnés  les  n  premiers  rangs  verticaux  de  la 
même  Table,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  jot,  yut,  y2y!,...,  yn-\,t\  il  est 

25. 
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visible  qu'on  pourrait  résoudre  ce  cas  par  la  même  méthode  en  chan- 
geant seulement  t  en  x,  c'est-à-dire  /3  en  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  opérant  à  l'égard  de  |3  et  de  «  comme  on  l'a  fait  à  l'égard  de  a  et  de  |3  ; 
il  n'y  aura  à  cela  aucune  difficulté  nouvelle. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  si  les  rangs  donnés  étaient  en  partie  hori- 
zontaux et  en  partie  verticaux;  cependant,  comme  ce  cas  peut  avoir  lieu 
dans  bien  des  questions,  nous  allons  donner  la  méthode  de  le  résoudre. 

31.  Supposons  donc  qu'on  connaisse  les  m  premiers  rangs  horizon- 
taux de  la  Table  du  n°  6  et  les  n  —  m  premiers  rangs  verticaux  de  la 
même  Table,  c'est-à-dire  qu'on  connaisse  les  valeurs  àeyXi0,yXi1,yXi2,..., 
yx<m,  ainsi  que  celles  de  y0it,  yl>t,  y2tt>---> y>i-m,e>  et  qu'on  demande  la  va- 
leur d'un  terme  quelconque  yx,(- 

Ayant  fait  yXtt=atzxfi*,  on  aura  (25)  l'équation  (I)  entre  a  et  j3  ;  je 
considère  dans  cette  équation  le  terme  N(m,a"~'"|3'",  lequel  est  donné  par 
tous  les  autres  termes  de  la  même  équation,  et  j'observe  qu'en  substi- 
tuant la  valeur  de  a"-'nfi"1  qui  vient  de  ce  terme  dans  la  quantité  axfi', 
et  ensuite  dans  les  termes  provenant  de  cette  substitution,  autant  que 
cela  sera  possible,  on  parviendra  nécessairement  à  une  expression  de  a.xfie 
par  les  puissances  de  «  et  de  j3,  dans  laquelle  la  plus  haute  de  ces  puis- 
sances sera  la  (<v  -\-t)ième,  et  où  les  deux  puissances  a.n~m  et  [i'n  ne  se 
trouveront  jamais  ensemble,  puisqu'on  suppose  qu'on  les  ait  fait  dispa- 
raître par  la  substitution  de  la  valeur  de  a"~mj3"\ 

Cette  équation  de  axfi'  sera  donc  de  la  forme  suivante 

a*(3'=  V  +  Va  -+-  \"x-  -+-  V'V  -+-...+  V(-r+')  «*+' 

■+-  ,V(3  -t-  ,V'«(3  +  ,V"a2(3  4-  ,V"V(3  -4-...+  fV(?+'-"ax+'-'P 
+  ,/V(32+  „V'«(32-f-  ,/V'V(32  +  „V"V(32  +  . . .+  r/\ (*+>-*)  «*+<-=  (32 

-+-  wV(3"'-l-  (,)V'^"+  wV"a2(3™+. .  .-t-  tm)V(n-"-,>«"-'«-'P"' 

+  (œ+,)V,3'"+l+  („+0V'«P"+l+  („+,)VVpw'+...+  (w.l,V(-*-')«» — '(3"'+' 

-+-  (,W)Vp»'+2+  („+s)V'« (3"<+2+  (,„+,,)V"a!(3"'+2+.  .  .H-  (m+2)VC"-"-')a '(3"'+2 
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où  les  coefficients  V,  V',...,  ,V  ,V, ...  seront  des  fonctions  connues 
de  x  et  de  t,  et  des  coefficients  de  l'équation  (I). 

32.  Je  remarque  maintenant  que  les  valeurs  des  puissances  et  des 
produits  de  «  et  de  |3  qui  composent  l'expression  précédente  de  t/.xft'  sont 
nécessairement  différentes  et  irréductibles  entre  elles,  puisque  l'équa- 
tion (I),  d'où  dépend  la  relation  entre  a  et  j3,  contient  de  plus  le  pro- 
duit cx."~mpm,  lequel  ne  se  trouve  point  dans  cette  expression.  De  cette 
considération  et  des  principes  posés  plus  haut,  il  est  aisé  de  conclure 
immédiatement  l'expression  générale  de  yXtt  en  ne  faisant  que  substituer 
dans  celle  de  «x^t,  à  la  place  de  chaque  produit  tel  que  arj3J,  une  fonc- 
tion quelconque  de  ret  de  s,  qu'on  pourra  désigner  par/(/',  s);  on  aura 
donc  ainsi 

/*,,=  V/(o,o)-h  V'/(i,o)-t-  V"/(2,°)  +  V'"/(3>°)  +•••-■-  V(I+'>/(x-+-/,o) 

+  ,V/(o,  i)-+-,V'/(i,  i)+,V"/(2,  i)-t-/V'"/(3,i)+...H-,V(J'+'-')./'(.r  +  ?-i,  i) 
-t-  „V/(o,  2)  +  „V'/(i,  a)  h-  „V"/(2,  a)  h-  „V"'/(3>  2)  +-  •  ■+  „V'-a,+'-2'  /(*  +  *  — a,  a) 

+  („,)V/(o,»0  +  WV /(!,»/)  ■+■  c,„,V"/(a,m)  +...+  {m)W-'"-')f{>i-m-l,m) 

4-  (,„+2)V/(o,  m  -h  2)  -(-  (m+,)V'/(i,  ni  +  s]+  (m+2)V"/(2,  ;«-+-2)+  ...h-  (,„+,,V<"-m-'>/(«  —m  —  i,  m-t-a] 

+  (l-+0V/i°-  ^-t-O-f"  (x+»)V/(i,ar-l-0+  (i+,,V"/(2, .*+?)-(-„.-+-  (i+0V("-'"-')/(«-/«  —  i,j;  +  () 

33.  Pour  déterminer  les  valeurs  de  la  fonction/,  on  supposera  suc- 
cessivement t  =  o,  i,  2,...,  m  —  i,  et  ensuite  x  =  o,  i,  2,...,  n  —  m  —  1, 
puisque  par  l'hypothèse  les  valeurs  correspondantes  de  yx>t  sont  données. 

Or,  en  faisant  £  =  o,  la  quantité  uxfi'  devient  of\  donc  dans  la  formule 
du  n°  31,  on  aura  pour  lors 

V(t)  =  1 ,     et  les  autres  coefficients  nuls  ; 

en  faisant  t  =  1 ,  on  a  a.xfi  ;  donc 

yt*)  _  I;     el  |es  avures  coefficients  nuls; 
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en  faisant  t  =  2,  on  a  vx$-\  donc 

/;VW  =  1,  et  les  autres  coefficients  nuls  ; 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

lorsque  t  =  m  —  1 . 

De  même,  en  faisant  a?  =  o,  <r"/3'  devient  |S';  donc  on  aura,  dans  la 
même  formule, 

(,)V  =  1 ,     et  les  autres  coefficients  nuls  ; 

en  faisant  x  =  1 ,  on  aura  <xj3';  donc 

(,)V'=  1,  et  les  autres  coefficients  nuls; 
on  aura  pareillement,  lorsque  x  =  2, 

(,)V"=  1,  et  les  autres  coefficients  nuls; 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

lorsque  x  =  n—  m  —  1. 

Si  l'on  fait  donc  clans  l'expression  de  yx>t  du  numéro  précédent  succes- 
sivement ï  =  o,  1,  2,...,  m  —  1,  on  aura 

}•*,<,  =  f(x,  o),     yXi,=f{x,i),     yXA  =  f\x,2),...,     /*.„,_,  =f(x,  m  —  1), 

quel  que  soit  a?.  Et  si  l'on  fait  successivement  x  =  0,  1,  2,...,  n —  m  —  1, 
on  aura 

r°.<=f(°> 0,  .r>,<=/(i,o,   r,.,=f\i,t),...,  j„_„,_,,,=/(n  —  m— i,n, 

quel  que  soit  £.  On  connaîtra  donc  de  cette  manière  les  valeurs  des  fonc- 
tions qui  entrent  dans  l'expression  dont  il  s'agit,  et  substituant  ces  va- 
leurs, on  aura  la  formule  suivante,  qui  ne  contient  que  des  quantités 
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connues, 

r*.> = v7m  -+-  v' j,,„ + v"  j2,„  +  v"j3.o  + . . .  -+-  v(i+''j-i+,,o 

+  ,VJ«.'+  ,V'j,,,+  ,V"<y,,,+  ,V'"j3,i+.- •+  ,V(-r-'-'-')ja.+(_1,, 
H-  „Vj0,2+  „Y'y,,*-h  „V"72,2+  „V'"if3,2+- •  •+  „V'I+'-2'r.t+,_2.2 

+   „/Vr»,3+   ,„V'J,,3-*-    ,vV"/2.3+   „,V'"j3,3+-   ■   •+   „,VfI+'-3)j.tH_,_3,3 

-+-  (,„)Vj.,m+  (m,V'j,,m+  WV"j^+-  ■  ••+-  («)V("-"-,,j»-«-,,0 

+    („,_1_2)Vj'-o,m+2  +   (m+-.)V'jri.m+2  +  fm+2) V/j.m+j -+-  .  .  .  +   (m+2)V<"_'°_^ yn-m—\,m+l 

-+-  (.+i)V,r.,x+,  +  (x+oV'jm+i  +  (I+oV"/w -+-■••  -+-  (x+/)V("-'»-,)jn_m_ljI+,. 

34.  Quant  à  la  manière  de  déterminer  les  coefficients  V,  V,  V", . . . , 
,V,  ,V\  ,V",...,  on  pourra  employer  des  méthodes  analogues  à  celles  cjue 
nous  avons  proposées  plus  haut  (28). 

En  effet,  si  l'on  cherche  la  valeur  de  /3  en  a  ou  de  a  en  ]3  par  l'équa- 
tion (I),  et  qu'on  la  substitue  dans  la  formule  du  n°  31,  on  aura,  par  la 
comparaison  des  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  a  ou  de  ]3,  une 
suite  d'équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  coefficients 
dont  il  s'agit.  On  pourra  aussi  employer  le  Calcul  différentiel  pour  trou- 
ver la  loi  de  ces  coefficients;  car  en  différentiant  Iogarithmiquement 

l'équation 

o?p<  =  V  + . . . 

du  n°  31,  substituant  ensuite  à  la  place  de  -J-  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (I),  et  faisant  disparaître,  au  moyen  de  cette  même  équation,  les 
termes  où  se  trouvera  a."-'nfim,  ainsi  qu'on  l'a  enseigné  dans  le  n°  29,  on 
aura  une  équation  dont  chaque  terme  devra  ensuite  être  supposé  égal  à 
zéro;  ce  qui  donnera  une  suite  d'équations  qui  contiendront  la  relation 
qui  doit  régner  entre  les  coefficients  dont  il  s'agit. 

Au  reste,  comme  tout  cela  n'est  plus  qu'une  affaire  d'analyse,  nous  ne 
nous  en  occuperons  pas  davantage,  nous  contentant  pour  le  présent 
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d'avoir  réduit  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  finies 
et  partielles  à  une  théorie  connue,  qui  ne  demande  d'autres  secours  que 
ceux  que  les  méthodes  ordinaires  peuvent  fournir. 

Remarque  I. 

35.  Je  vais  terminer  cet  Article  par  quelques  Remarques  importantes. 
La  première,  que  l'on  pourra  toujours  trouver  autant  de  différentes 
expressions  de  yXtt  qu'il  y  aura  de  termes  dans  la  dernière  colonne  de 
l'équation  (I),  laquelle  répond  à  la  dernière  colonne,  ou  au  plus  haut 
rang  de  l'équation  différentielle  proposée  du  n°  6.  En  effet,  à  chacun 
des  termes  dont  il  s'agit  tel  que  N('n) u"~'n 5'" ,  lequel  vient  du  terme 
Wm) yx+„-m,t+m  de  l'équation  différentielle,  répondra,  comme  on  l'a  vu, 
une  expression  de  yXjt  dans  laquelle  les  termes  donnés  de  la  Tahle  du 
n°  6  seront  ceux  qui  forment  les  m  premiers  rangs  horizontaux,  et  les 
n  —  m  premiers  rangs  verticaux;  et  il  est  facile  de  se  convaincre,  avec  un 
peu  de  réflexion,  qu'on  ne  saurait  trouver  une  telle  expression  que  par 
le  moyen  d'un  semblable  terme;  en  sorte  que,  si  le  terme  de  cette  forme 
manquait  dans  l'équation  différentielle,  il  serait  alors  impossible  de 
pouvoir  exprimer,  en  général,  la  valeur  de yx>t  par  le  moyen  des  m  pre- 
miers rangs  horizontaux  et  des  n  —  m  premiers  rangs  verticaux  de  la 
Table  du  n°  6.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  l'équation  différentielle  (F) 
du  n°  7,  où  l'on  n'a  qu'un  seul  terme  de  l'ordre  le  plus  élevé,  en  sorte 
que  n  étant  égal  à  2,  m  n'a  qu'une  seule  valeur  égale  à  1,  l'expression 
générale  de yx>t  demande  nécessairement  qu'on  connaisse  le  premier  rang 
horizontal  et  le  premier  rang  vertical  de  la  Table  citée,  et  c'est  aussi  ce 
que  nous  avons  supposé  dans  la  solution  du  n°  13. 

Remarque  II. 

36.  La  seconde  Remarque  concerne  le  cas  où  l'équation  (I)  a  des  fac- 
teurs rationnels,  en  sorte  qu'elle  peut  se  décomposer  en  autant  d'équa- 
tions particulières.  Dans  ce  cas,  on  peut  simplifier  la  méthode  générale 
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en  considérant  à  part  chacune  de  ces  équations  et  cherchant  l'expression 
de  yx<t  qui  résulte  de  chacune  d'elles;  car  la  somme  de  ces  différentes 
expressions  de  yx>t  sera  l'expression  complète  de  yXyt  qui  convient  à  l'é- 
quation différentielle  proposée.  En  effet,  supposons  que  l'équation  (I) 
du  degré  n  puisse  se  décomposer  en  deux  équations  rationnelles  des 
degrés  p  et  q,  en  sorte  que  p  -\-q  =  n;  il  est  facile  de  prouver  que,  si 
l'on  fait 

l'équation  différentielle  en  yXyt  de  l'ordre  n  pourra  aussi  se  décomposer 
en  deux  équations,  l'une  eny'Xi,  de  l'ordre/?,  l'autre  enyxt  de  l'ordre  q; 
et  ces  deux  équations  seront  telles  que,  si  l'on  met  dans  la  première  axfi' 
à  la  place  de  y'x„  et  dans  la  seconde  a*j3'  à  la  place  de  yXjt,  il  en  résul- 
tera les  deux  équations  des  degrés/?  et  q  qui  sont  les  facteurs  de  l'équa- 
tion (I)  résultante  de  la  substitution  de  ax^c  à  la  place  de  yXJ  dans  l'é- 
quation différentielle  proposée.  Et  cette  conclusion  aura  lieu  pour  tous 
les  facteurs  de  la  même  équation  (I). 

A  l'égard  des  fonctions  arbitraires,  il  est  clair  que  l'expression  de y'Xjt 
en  contiendra  un  nombre/»,  et  que  l'expression  de y"Xil  en  contiendra  un 
nombre  q;  de  sorte  que  l'expression  dej^en  contiendra  un  nombre  égal 
kp-+-q,  c'est-à-dire  égal  à  n;  par  conséquent  cette  expression  sera  com- 
plète. 

Pour  déterminer  maintenant  ces  fonctions  d'après  les  valeurs  données 
deyXt0, yx  ,,..., yoc,  y,  t,...  (33),  on  supposera  d'abord  que  les  quantités 
données  soient 

X'x  o  '  T'x,\  >  ■  ■  •  >  f'o  i  '  f\  i  >  •  ■  ■  '     ains'  que    f'I  o>  il  <  »  ■  •  •  >  /«",/  >  fit  >  ■  •  ■  > 

on  déterminera,  à  l'aide  des  premières,  les  fonctions  arbitraires  de 
l'expression_de  y'xt,  et,  à  l'aide  des  secondes,  les  fonctions  arbitraires  de 
l'expression  de y"xt  par  la  méthode  générale  du  numéro  cité;  ensuite  il 
n'y  aura  plus  qu'à  substituer  à  la  place  de  ces  quantités  leurs  valeurs 

IV.  26 
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Pour  cela  on  remarquera  que,  puisqu'on  a  une  équation  différentielle 
en  y'x>,  et  une  en  y". ,,  et  que  de  plus 

on  peut  toujours,  par  l'élimination,  trouve)'  la  valeur  de  y'x>t  ainsi  que 
celle  deylit  en  yx>c  et  ses  différences;  ainsi  l'on  connaîtra  par  là  les  va- 
leurs des  quantités  dont  il  s'agit  par  celles  de  yx>0,  yx>, , 

Si  l'équation  (l)  avait  plusieurs  facteurs  rationnels,  on  ferait  relative- 
ment à  tous  ces  facteurs  des  raisonnements  analogues  aux  précédents,  et 
l'on  en  tirerait  des  conclusions  semblables. 

Remarque  III. 

37.  La  troisième  Remarque  a  pour  objet  le  cas  où  l'équation  (I)  a  des 
facteurs  égaux;  en  ce  cas  on  sait  par  la  théorie  des  équations  que  ces 
facteurs  seront  nécessairement  rationnels;  de  sorte  que,  suivant  la  mé- 
thode du  numéro  précédent,  on  pourra  considérer  ces  facteurs  égaux  à 
part  et  indépendamment  des  autres;  ainsi  la  difficulté  se  réduit  au  cas 
où  l'équation  en  a  et  jS  sera  une  puissance  quelconque  d'une  autre  équa- 
tion. Désignons  cette  dernière  équation  par 

n  =  o, 

et  soit  l'équation  proposée  en  a  et  |3, 

nw=o; 

je  dis  que  si  l'on  cherche  l'expression  générale  de  yx>t  d'après  l'équation 
n  =  o  par  les  méthodes  expliquées  ci-dessus,  et  qu'on  nomme  cette  va- 
leur/^,, qu'ensuite  on  désigne  par  y'^t,  y™.,,...  d'autres  expressions 
semblables,  dans  lesquelles  les  fonctions  arbitraires  soient  différentes,  on 
aura  pour  l'expression  générale  de  yx>t  résultante  de  l'équation  l!m=  o, 

yXit  =y'z , -+-  x y"_lt,    ou    yx,i  =y'x , .-+-  ty" ,-, . 
si  m  =  2  ; 


ou  enfin 
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yx,t  =y'x  t  "+"  x  yl-\  i  "+"  x^T"x-\  t— i  ' 

yx,t  =yXi,+  tyl.i-\  "+"  txTx-i,t—i  ' 


si  m=  3;  et  ainsi  de  suite;  ces  différentes  expressions  de  yXyt  revenant 
toujours  à  la  même. 

En  effet,  si  l'on  cherche  la  valeur  de  a* ,3'  d'après  l'équation  H  =  o, 
on  aura  pour  l'équation  TT2  =  o  la  même  valeur  de  axfic  et  de  plus  celle-ci 

xa'-'fi'da     OU     <a*(3'-'rf(3, 

du  et  6?/3  étant  des  quantités  indéterminées;  et  pour  l'équation  II3  =  o, 
on  aura,  outre  la  valeur  de  aa'[ic  qui  répond  à  II  =  o,  ces  deux  autres-ci 


ou  bien  ces  deux-ci 


ou  bien  encore 


x  o?~'fi'da,  x(x —  i)  OLx~2da?, 

xax~'fi'  du,  xl  a1-1 13'~'  dot.  dfi, 

ta'fi'-'dfi,  txa'-'p-'docdp, 

ta.'fi'-'dfi,  t(t-~i)a*Ç>!-2dÇ>2, 


et  ainsi  de  suite;  étant  indifférent  de  faire  varier  a  ou  |3  à  chaque  nou- 
velle différentiation.  De  là  et  de  ce  que  nous  avons  déjà  dit  dans  les 
nos  16  et  36  il  est  facile  de  déduire  les  formules  précédentes  pour  l'ex- 
pression générale  de  yx>t,  et  de  les  continuer  plus  loin  pour  tous  les 
exposants  m: 

Quant  à  la  détermination  des  fonctions  arbitraires,  elle  n'a  aucune 
difficulté;  car  il  n'y  aura  qu'à  déterminer  d'abord  celles  qui  entrent  dans 
les  expressions  de  y'xt,  de  y". ,, . . .  par  les  valeurs  de  y'Xi0,  y'x,,...,  yBt, 

26. 
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y'  .,...,  de  y",  y"  ,...,  y",  y",,.,.;  ensuite  on  déterminera  ces  dernières 
par  celles  dey.r0,  yXii,...,  y0it,  ytt,...  d'après  les  formules 


données  ci-dessus,  combinées  avec  l'équation  différentielle  qui  répond 
à  l'équation  n  =  o,  et  qui  est  la  même  pour  toutes  les  quantités  y'vl, 
y"  ,,-■-,  puisqu'elles  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  les  fonctions  arbi- 
traires. 

Remarque  IV. 

38.  La  quatrième  Remarque  roulera  sur  quelques  transformations 
qu'on  peut  employer  pour  faciliter  l'intégration  des  équations  aux  dif- 
férences finies  et  partielles.  Si  dans  l'équation  en  a  et  j3  résultante  de  la 
substitution  de  axfic  à  la  place  de  yx%t  dans  l'équation  différentielle  pro- 
posée, on  fait 

ol  =  a  s.'"  y"  -+-  a'  e'"'  y"'  -+■  a"  e'""  y"  -+- .  . . , 

(3  ==  b  ef  y  -+■  b'  i?'  yi'  +  6'V  yi"  ■+■ . . . ,        , 

a,  a',  a",...,  b,  b',  b" ,...,  m,  m',  m",...,  n,  n',  n",...,  p,  p' ,  p" ,...,  q,  q' , 
q" ',...  étant  des  constantes  quelconques  données,  et  i,  y  deux  nouvelles 
indéterminées,  on  aura  une  transformée  en  e,  y  qui  pourra  dans  plu- 
sieurs cas  être  plus  simple  et  plus  traitable  que  l'équation  primitive 
en  ce,  |3. 

Or  je  dis  que  si  l'on  regarde  cette  équation  en  s,  y  comme  résultante 
immédiatement  d'une  équation  à  différences  finies  et  partielles  entre  les 
trois  variables  x,  t  et  zX)t,  par  la  substitution  de  ix°f  à  la  place  de  zxt, 
et  qu'on  en  déduise  par  les  méthodes  ci-dessus  l'expression  générale  de 
zx>t,  il  sera  facile  d'en  conclure,  l'expression  générale  de  yx>t  de  la  ma- 
nière suivante.  On  substituera  pour  cela  les  mêmes  valeurs  de  a  et  |3 
dans  la  quantité  «r|3',  et  développant  les  termes  on  aura  une  expression 
de  cette  forme 

a*(3'=r  A.  er"+P'  y"x+T  -t-  R  £"«+/»+;-*  yx+qi+-,  _,_  q  e«.i+^(+b  yr,x+,i+}  _,_.... 
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Or  ixY  est  une  valeur  particulière  de  zXjt,  de  même  que  a*j3'  est  une 
valeur  particulière  de  yxy,  ainsi  passant  des  valeurs  particulières  aux 
expressions  générales,  on  aura  sur-le-champ 


X'.t  =  &Zmx+pl,nx+qt  -+-  BZmx+pt+t.ux+ql-t-,  +  Cz„, 


r-hpt-t-n  ,n.i~hql-i-'j 


On  pourrait  transformer  de  nouveau  l'équation  en  :  et  7,  et  l'on  trou- 
verait de  la  même  manière  la  valeur  correspondante  de  zx>t. 
Supposons,  par  exemple, 

a  =  a-+-/7£,     fi  =  b  +  qy, 

on  aura 

ai|3'  =  A-(-BE4-Cy  +  De2-)-Eey-+-  Fy2  -i- . . . 


en  faisant 


et  de  là 


A  =  axb', 

B  =  xax~xp  X  b',  C  —  tb'-'q  x  ax, 

j)=  x\x  —  l>  ax-2^x  b^     e  =  xax'p>ï,  tb'-'q,.  .  ., 


yXilz=Xz0,o  -t-  Bz,,0  +  Cz0,i  -+-  Dz2,„  +  Ez,,,  +. . . . 


Si  l'on  voulait  faire  successivement  les  deux  substitutions,  on  aurait 
d'abord 

y.t.t  =  d'y'    +  xaf-'py'ul  +  ^7—^  aX~2P'Kt  +  ■  •  •  > 


et  ensuite 


y    =  6'2X0  -+-  tb'^qzx  ,  H ! b'—q'zz,,  -h. . . 


Réciproquement  on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  zx>t  par  celles  de 
yx>t  en  substituait  dans  sxf  les  valeurs  de  s  et  7  en  a  et  j3,  et  changeant 
ensuite  chaque  produit  de  a  et  /3  tel  que  a'Ps  en  j,.s. 
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Remarque  V. 

39.  La  cinquième  Remarque  esl  qu'il  peut  arriver  dans  la  solution 
dos  Problèmes  que  les  termes  donnés  dans  la  Table  du  n°  6  ne  soient  pas 
ceux  qui  forment  les  premiers  rangs  horizontaux  ou  verticaux  de  cette 
Table,  ainsi  que  nous  l'avons  toujours  supposé  jusqu'ici,  mais  d'autres 
quelconques.  Alors  parmi  les  différentes  formes  qu'on  peut  donner  à 
l'expression  générale  de  yXtt  il  faudra  choisir  celle  qui  rendra  la  déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  par  les  termes  donnés,  la  plus  facile; 
mais  on  ne  saurait  donner  des  règles  générales  pour  cela,  et  il  faut  aban- 
donner cette  recherche  à  la  sagacité  de  l'Analyste. 

En  général,  il  faudra  toujours  qu'il  y  ait  autant  de  lignes  indéfinies 
de  termes  donnés  dans  la  Table  du  n°  6,  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant de  l'ordre  de  l'équation  différentielle;  mais  il  n'est  pas  nécessaire 
que  ces  lignes  soient  horizontales  ou  verticales;  elles  peuvent  également 
être  inclinées  d'une  manière  quelconque,  et  même  elles  peuvent  être 
courbes  ou  plutôt  composées  d'un  assemblage  de  lignes  droites  différem- 
ment inclinées.  Nous  en  verrons  des  Exemples  dans  l'Article  V. 

Remarque  VI. 

40.  Ma  dernière  Remarque  concerne  le  cas  où  l'on  a  à  intégrer  plu- 
sieurs équations  linéaires  qui  renferment  autant  de  différentes  inconnues 
telles  que  yXjt,  zXit,  uXit,...;  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'on  peut 
toujours  par  l'élimination  parvenir  à  une  seule  équation  finale  qui  ne 
renferme  qu'une  seule  inconnue  yx>t;  mais  il  sera  souvent  fort  pénible 
de  s'y  prendre  ainsi,  et  l'on  arrivera  au  but  d'une  manière  beaucoup 
plus  simple  en  appliquant  immédiatement  nos  méthodes  aux  équations 
proposées.  Pour  cela  on  fera  d'abord 

ce  qui  donnera,  après  avoir  divisé  chaque  équation  par  offi,  autant 
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d'équations  en  a,  8  el  en  a,  b,  c,...,  qu'il  y  a  de  ces  dernières  quantités, 

et  où  ces  quantités  seront  toutes  linéaires;  de  sorte  que  si  l'on  élimine 

b     c 
les  quantités  -»   ->■••>  on  parviendra  à  une  équation  finale  en  a  et  jS 

qui  contiendra  la  relation  qu'il  doit  y  avoir  entre  ces  deux  indétermi- 
nées, et  qui  sera  la  même  qu'on  eût  trouvée  par  la  substitution  de  aa.x 8e 
à  la  place  de  yXtt  dans  l'équation  en  yXit  résultante  de  l'élimination  des 
autres  inconnues  z^,,  *,.f,....  On  pourra  donc  trouver  d'après  cette 
équation  et  par  le  moyen  des  méthodes  exposées  jusqu'ici,  l'expression 
générale  de  yx<t;  nous  dénoterons  cette  expression  par  y'x ,.  Maintenant 
comme  les  équations  en  a,  b,  c,...  sont  purement  linéaires,  on  pourra 

trouver  les  valeurs  de  -»  -,-■■   par  des  fonctions  rationnelles  de  «  et  B; 
a     a  l  ' 

soient  donc 

6_B       c       C 

a       A       a       A 

A,  B,  C, . . .  étant  des  fonctions  rationnelles  entières  de  a  et  8;  comme  a 
est  une  constante  qui  demeure  arbitraire,  on  pourra  mettre  partout  «A 
à  la  place  de  a;  par  ce  moyen  les  quantités  aax8l,  bax8c,  cotxfi' ,...,  qui 
sont  les  valeurs  particulières  de  yxl,  zx>e,  uXif,...,  deviendront  aAxx8l, 
aBaxBc,  aCax8(, ....  Or  les  quantités  A,  B,  C, . . .  sont  nécessairement 
de  cette  forme 

A-  Pa"'(3"  +  PV'(3"'-H..., 
B  =  Q<xP$i  -+-  Q'xP'  fi'i'  H-  ... , 
C=  Rar(3'  +  RV'(3y  -+-...., 


P,  Q,  B,  P' m,  n,  m  , . . .  étant  des  constantes  données;  donc  les  va- 
leurs particulières  dont  il  s'agit  deviendront  de  la  forme 

P  a  a*+'"(3'+"  -+-  P'  a  «*+»•'  (3'+"'  +  .  . . , 
Qa  o.x+p  P'+î  +  Q'aa.x+P'  (3'+«'  -+- .  .  . , 
Ra  at+r  £>'-<-*  +  R'aat+r'  (3'+s'  -+-..., 
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mais,  par  l'hypothèse,  aa.x jS'  est  la  valeur  particulière  de  y'xy,  donc  pas- 
sant des  valeurs  particulières  aux  expressions  générales,  on  aura  aussi, 
en  général, 

yx>,  z=z  P  f'x+mil+n  -+-  P'  X'x+m'.  i+„'  -+-  ■  ■  ■  ' 

x'f  ^Jx-l-p.l-i-q  ~*~  ^  Jx+p'.l-i-q'  ~T~  '  '  '  ' 

Ux,,=  'Rfx+r,,+s  +  R'rLr>.l+s>   +■■; 


et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  à  la  place  de  y'Xt,  son  expression  gé- 
nérale trouvée  précédemment. 


Article  IV.  —  Des  suites  récurrentes  triples,  ou  de  l'intégra- 
tion des  équations  linéaires  aux  différences  finies  et  partielles 
entre  quatre  variables. 

41.  Si  l'on  imagine  une  suite  dont  les  termes  varient  de  trois  manières 
différentes,  et  qu'on  suppose  qu'il  y  ait  toujours  entre  un  certain  nombre 
de  termes  successifs  de  cette  suite  une  même  équation  linéaire,  dont  les 
coefficients  soient  constants,  ce  sera  là  une  suite  récurrente  triple;  et 
l'équation  dont  il  s'agit  sera  une  équation  linéaire  aux  différences  finies 
et  partielles  entre  quatre  variables,  dont  l'intégration  fera  l'objet  de  cet 
Article. 

A  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  pratiqué  à  l'égard  des  suites  récur- 
rentes doubles,  nous  désignerons  un  terme  quelconque  d'une  suite  ré- 
currente triple  par  yxf„,  en  sorte  qu'en  faisant  successivement 

X  =  O,   I,    2,   3,  .  .  .,        £  =  0,1,2,3,...,        «=0,1,2,3,..., 

on  aura  tous  les  termes  qui  pourront  entrer  dans  cette  suite;  d'où  l'on 
voit  que  ces  termes  pourront  former  une  Table  à  triple  entrée  en  forme 
de  parallélépipède,  de  même  que  les  termes  yXyt  des  suites  récurrentes 
doubles  forment  une  Table  à  double  entrée  en  forme  de  rectangle  (6). 
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42..  Cela  posé,  soit  l'équation  du  troisième  ordre 

/  Ajx,,,„  +  B  yx+t,,,u  -4-  C  yx+i,,+uu  -4-  DjI+,,,+,,u+,  j 
(L)  -4-B'j,,H.l,tt  +  C/j*+1,(,,H-,  =  «, 

(  +  B"  /,.,,„+,  -4-  C"7*,h-i,w-i  ) 

laquelle  est,  comme  l'on  voit,  d'une  forme  semblable  à  celle  de  l'équa- 
tion (F)  du  n°7. 

Pour  intégrer  cette  équation  je  suppose 

/■*,,,„  =  a  a*  (3<  y", 

a,  a,  (3,  y  étant  des  constantes;  substituant  cette  valeur  et  divisant  en- 
suite toute  l'équation  par  aaxficy",  j'ai  celle-ci 

(M)  A-i-Ba  +  B'(3-f-B"y  -+-  Ca(3  -+-  C'ay  -4-  C"(3y  -+-  DaPy  =  o, 

d'où  je  tire  la  valeur  de  y  en  a  et  /3,  savoir 

A  -+-  Ba  +  B'(3  +  Cg(3 
7  ~  ~~  B^+C'â~-t-  C"(3 -4-  D.a(3' 

ou  bien,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  cette  fraction  par  a|3, 


y  =  — 


J'élève  maintenant  cette  quantité  à  la  puissance  u,  et  développant  les 
termes  suivant  les  différentes  puissances  de  -  et  de  g>  j'aurai 

y«=V  +  V'-+  V"  -,  -+-  V"  —%+... 

-+-    V  -    -4-    V  —    -4-  V"  —      -4- .  .  . 
+  ,V  p        '      «p        '      a2P 

+  ,v  -^  h-  ;v  -L-  -+- . . .   • 

"      p^       "      aP" 
IV.  27 


!!' 

1! 

A 

(J 

+ 

a. 

-+- 

> 

-4- 

ap 

(]" 

(7 

II 

II 

-4- 

a 

-+- 

P 

-4- 

«P 
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où  les  coefficients  V,  V',...,  ,V,  ,V',...  seront  des  fonctions  connues  de  u 

et  des  constantes  A,  B,  B', 

.Multipliant  donc  cette  expression  de  y"  en  série  par  aa.xfic,  on  aura 
une  valeur  particulière  de  yx,t,u\  et  à  cause  que  a,  a  et  fi  sont  indétermi- 
nées et  que  l'équation  est  linéaire,  on  pourra  prendre  aussi  pour  yXit,u  la 
somme  d'autant  de  pareilles  expressions  qu'on  voudra  en  changeant  à 
volonté  les  valeurs  de  a,  v.  et  fi.  De  là  il  est  aisé  de  conclure,  par  un  rai- 
sonnement analogue  à  celui  du  n°  7,  qu'on  aura  l'expression  générale 
de  yx,t,u  en  mettant  dans  celle  de  uxfi'y"  à  la  place  de  chaque  produit 
de  a  et  fi  tel  que  ar  fis  une  fonction  quelconque  de  r  et  s,  qu'on  pourra 
désigner  par/(V,  s).  Ainsi  donc,  on  aura  sur-le-champ 

r,,,,„  =  Vf{x,  t  )  +  V'/(  x  —  i,t)  +  Y"f(x  —  i,  t)  -t-  T"f{x  -3,/)+... 
+■  ,Vf{x,  ?—  i)-f-  ,Y'f{x  —  i,  t  —  i)  -h  ,V"/(«  —  2,  f  —  i)  -+-. . . 
-1-  „V/(tf,  t  —  2)  -H  ffV'/(*  —  i,  î  —  2)  -+- . . . 
+  „¥/(*,  *- 3)  +  ... 


4-3.  Pour  déterminer  maintenant  les  valeurs  de  la  fonction  f(x,  t),  je 
suppose  qu'on  connaisse  toutes  les  valeurs  àeyxtu  lorsque  u  =  o;  or  fai- 
sant u  =  o,  il  est  clair  qu'on  a  y"  =  i  ;  donc  V  =  i ,  et  tous  les  autres  coeffi- 
cients sont  nuls;  donc  la  formule  précédente  donnera,  lorsque  u ;  =  o, 

yx,t,,—f{x,  t). 

Donc,  si  l'on  fait  cette  substitution,  on  aura 

yXititt  —  Vji,(,o  +  V'jj-,,,.»  -+-  Y"ji-u,o  +  Vw7-x_3,i,o  •+ .  •  • 
+  ,Vj*,(_i,o  -+-  ,VyH,M,i  +  jV"/,-,,,-,,,,  H-  .  .  . 

-+-  „Vj*,M,0  -+-  „V'j.T_, ,,_•>,„   -I-  .  .   . 

-+-  ,,vV^,,_3,o  -i-  • . . 


Cette  solution  est,  comme  l'on  voit,  tout  à  fait  analogue  à  celle  du 
n°  8;  aussi  est-elle  sujette  au  même  incorvénient,  qui  est  de  donner 
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pour yx,t,u  une  expression  composée  d'un  nombre  infini  de  termes,  à 
moins  que  trois  des  quatre  quantités  B",  C,  C",  D  ne  s'évanouissent  à  la 
fois,  auquel  cas  la  valeur  de  7"  sera  finie,  u  étant  (hypothèse)  un  nombre 
entier  positif. 

Cependant  la  solution  précédente  pourra  être  utile  dans  tous  les  cas 
où  les  termes  donnés  j_,.jM  sont  nuls  pour  toutes  les  valeurs  négatives 
de  x  et  de  t;  car  alors  il  est  visible  que  l'expression  ci-dessus  de  yx,t,u 
sera  toujours  terminée;  et  c'est  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  un  grand 
nombre  de  questions. 

44.  Mais  on  peut,  par  un  moyen  semblable  à  celui  du  n°  12,  obtenir 
une  expression  finie  de  yxj,u  dans  tous  les  cas.  En  effet,  si  dans  la  valeur 
de  y  du  n°  42  on  fait 

R"  +  C'a  +  C"P  +  D«|5  =  m, 

ce  qui  donne 

ht  —  R"  —  C'a 


r  C"  +  Da 

et  qu'ensuite  on  fasse  dans  cette  valeur  de  |3 


C"-l-Da  =  Vj,      d'où      a  = — ^ — 1 


on  aura,  en  substituant  successivement  ces  valeurs, 

7]  -  C" 
a=-^-, 

C'C"— DR"—  Cn  +DW 


P  = 


Dr, 


_  D(RC"-  DA  —  R-/i)  +  (C'C"  -  DR'  —  Cn)  (C'C—  DR"  —  C'y]  +Da) 

y  _  D27]« 

expressions  qui  ont  l'avantage  d'être  sous  une  forme  finie  et  de  ne  point 
contenir  de  fraction  complexe;  de  sorte  que  si  l'on  multiplie  ensemble 
ces  quantités  élevées  respectivement  aux  puissances  x,  t,  u,  et  qu'on 

27. 
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développe  les  termes  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  o  et  de  w, 
on  aura  pour  a.^fi'y"  une  expression  finie,  tant  que  x,  t,  u  seront  entiers 
positifs. 

Supposons  donc 

n  -  C'V       (CC  -  DR"—  C'vi  +  D&J 


D 
.  ,BC"— DA  —  Rvj       (C'C— DB'— Cyi)(C'C"— DB"— C'yj+Dw; 


D  D2 

=  Z  +  Z'.ï)  +  Z'V  +  Z'V  +  .-..+  Z^^2")  y)*+<+2« 
+  ,Zoj  +  ,Z'tjm  -+-  ,Z"y)2£0  H-  .  .  . 
-+-  „Z  co2  -+-  „Z'yj  w2-f-  .  .  . 
+  ,„Zw3  +  ... 


-+-  (1+„)Z»'+"  +  ...-+-  (,_H,)Z(i4-"V+"  «'"*"", 

où  les  coefficients  Z,  Z',...,  ,Z,...  sont  des  fonctions  connues  de  ic,  z,  u 
et  des  constantes  A,  B,  B',...;  il  n'y  aura  plus  qu'à  multiplier  cette  série 
par  ï]~'~"co~"  pour  avoir  la  valeur  de  affi'-f1  en  yj  et  co;  et  comme  Vj  et  « 
sont  indéterminées,  on  en  pourra  tirer  immédiatement  la  valeur  com- 
plète de  yx,ttu  en  ne  faisant  que  changer  chaque  produit  tel  que  -o~r  o>~s 
enf(r,  s);  de  cette  manière,  on  aura  donc 

j -.,:,,,„  =  Zf{t  -h  u,  iij  -hZ'f{t  ■+■  u  —  i ,  u)  -t-  Z"/,  t-h'u—  2,  m)  -t-  Z'"f(t-+-  u  —  3,u)-\-... 

-+-  ,Zf(t  -+-  U,  U  —  l)  +  ,Z'/(<  +  «<  —  I  ,  «  —  i)+  ,Z"f(t  -t-  M  —  2,  J<  —  f)  +  .  .  . 
-t-  „Z/Ù  ■+"  M>  M  —  2)  ■+■  „Z'/(<  -4-  M  —  I,  M—  2)+  .  .  . 

-+-  „,Zf{t  -+-  u,  u  —  3)  + . . . 


45.  Pour  déterminer  maintenant  les  valeurs  de  la  fonction /.(/•,  5), 
on  fera  comme  plus  haut  m  =  o,  et  l'on  supposera  ensuite  successive- 
ment x  =  o,  1,  2,  3,...,  £  =  o,  1,  2,  3,...;  on  aura,  par  ce  moyen,  une 
suite  d'équations,  d'où  l'on  tirera  les  différentes  valeurs  de  la  fonction 


SUR   LES  SUITES  RÉCURRENTES.  213 

dont  il  s'agit  en  70,0,0  >  Ji,n,o .  Jo,i,o  »  •  •  •  ;  mais  il  sera  difficile  de  parvenir 
par  ce  moyen  à  des  formules  assez  simples,  telles  que  celles  que  nous 
avons  trouvées  pour  le  cas  de  trois  variables  seulement  (13). 

46.  On  peut  aussi  appliquer  aux  équations  qui  font  l'objet  de  cet  Ar- 
ticle la  méthode  générale  de  l'Article  précédent,  et  en  tirer  des  conclu- 
sions semblables. 

En  effet,  il  est  d'abord  évident  que  si  a'|3"!y*  est  un  des  termes  de  la 
plus  haute  dimension  de  l'équation  en  «,  |3,  y  résultante  de  la  substitu- 
tion de  axfî'y"-  à  la  place  à%yxtu  dans  l'équation  différentielle  proposée, 
il  est  évident,  dis-je,  qu'en  substituant  successivement,  autant  qu'il  est 
possible,  la  valeur  de  ce  terme  dans  la  quantité  a* fi' y",  on  pourra  la 
réduire  à  une  suite  finie  de  puissances  de  a,  jS,  y,  parmi  lesquelles  il  ne 
se  trouvera  jamais  le  produit  at.lfimyn.  Ensuite  on  pourra  prouver  par  les 
principes  du  n°  32  qu'il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  cette  expression  de 
ax^yu  à  la  place  d'un  produit  quelconque  tel  que  arfisyq  une  fonction 
quelconque  des  trois  nombres  r,  s,  q  qu'on  pourra  désigner  par/(r,  s,  q), 
pour  avoir  sur-le-champ  l'expression  générale  et  complète  de  yx,t,u-  Enfin 
on  démontrera  comme  dans  le  n°  33,  que  ces  fonctions  seront  respecti- 
vement égales  aux  premiers  termes  de  la  suite  récurrente  proposée,  en 
sorte  qu'on  aura,  en  général, 

f(r,s,  q)=Tr,SJr; 

il  faudra  donc  supposer  donnés  tous  les  termes  de  la  forme  yr <SyV  dans 
lesquels  on  n'aura  pas  à  la  fois 

/'=  ou  >/,    «=  ou  >/»,     5  =  ou  >«; 

et  alors  on  aura,  par  le  moyen  de  ces  termes,  l'expression  générale  de 

47.   Par  exemple  dans  le  cas  du  n°  42,  l'équation  en  a,  |3,  y,  conte- 
nant dans  le  rang  de  la  plus  haute  dimension  le  terme  Dafiy,  on  pourra 
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réduire  la  quantité  u.x$t'f  à  une  suite  tinie  de  la  forme 

P-+-Qa  +Rf      +SaJ        +Tst< 
-Q'(3-r-R'ap    -4-S'a2(3    +  T"a3p    ... 
-r-Q"y  +  R"ay  H-S"a2y    +T"a3y    ... 

-4- R'" (3=  -hS'"a(32  

-4-R'v(3y-f-S'vaf 

+  R-y!    H-  Sv  [33      

+  S"P'y 

+  S'»py> 

+  S""'y3 

dans  laquelle  se  trouvent  toutes  les  puissances  de  a,  j3,  -y,  soit  seules, 
soit  combinées  entre  elles  deux  à  deux,  mais  jamais  les  trois  quantités 
a,  |3,  y  ensemble.  Et  comme  le  terme  Da/3y  est  le  seul  de  la  plus  haute 
dimension  dans  l'équation  dont  il  s'agit,  il  s'ensuit  qu'on  ne  pourra 
trouver  que  cette  seule  expression  finie  de  a*/3f  y".  Par  conséquent  on  ne 
pourra  avoir  qu'une  seule  expression  complète  de  yXit>u,  laquelle  résul- 
tera de  la  substitution  de/(/\  s,  q),  ou  bien  Ae  yrsq  à  la  place  de  arj31y* 
dans  la  formule  précédente. 

Dans  ce  cas  donc  il  faudra  supposer  connus  tous  les  termes  tels  que 
yr,s,q,  l'un  des  trois  nombres  r,  s,  q  étant  nul;  c'est-à-dire  tous  les  termes 
yr,s,oi  Jr,o,?> yo,s,q>  lesquels  forment  les  trois  faces  du  parallélépipède  de 
la  Table  à  triple  entrée  dont  on  a  parlé  dans  le  n°  41 . 

A  l'égard  des  coefficients  P,  Q,  Q',  Q",  R,...  on  pourra  employer  des 
méthodes  analogues  à  celles  qu'on  a  proposées  dans  l'Article  III;  mais 
comme  dans  le  cas  de  l'équation  (M)  on  peut  représenter  les  trois  quan- 
tités a,  |3,  y  par  des  fonctions  finies  et  rationnelles  de  deux  autres  indé- 
terminées, ainsi  qu'on  l'a  trouvé  dans  le  n°  44,  il  sera  plus  simple  de 
substituer  ces  valeurs  de  «,  j3,  y  en  v;  et  w  dans  l'expression  axfi'y",  et 
ensuite  dans  la  série 

P  +  Q«-)-Q'B-)-..., 
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et  de  déterminer  ensuite  par  la  comparaison  des  termes  homologues  les 
valeurs  des  coefficients  P,  Q,  Q', — 

48.  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  Recherches  sur  l'intégration  des 
équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  finies  dont  les  coeffi- 
cients sont  constants;  il  est  aisé  de  voir  par  quels  moyens  on  pourra  ap- 
pliquer aux  équations  de  tous  les  ordres  les  méthodes  que  nous  venons 
d'exposer;  je  vais  montrer  maintenant  l'usage  de  ces  méthodes  dans  un 
petit  nombre  de  Problèmes  choisis  concernant  la  théorie  des  probabili- 
tés, ce  qui  servira  non-seulement  à  jeter  un  plus  grand  jour  sur  ces  mé- 
thodes, mais  encore  à  donner  à  l'analyse  des  hasards  un  nouveau  degré 
de  perfection. 

Article  V.    —   Application  des  méthodes  précédentes  a  la 
solution  de  différents  Problèmes  de  V Analyse  des  hasards. 

Problème  1. 

49.  Un  joueur  parie  d'amener  un  événement  donné,  b  fois  au  moins, 
en  un  nombre  a  de  coups,  la  probabilité  de  l'amener  à  chaque  coup 
étant  p  ;  on  demande  le  sort  de  ce  joueur. 

Désignons  par  ya>t  son  sort  lorsqu'il  n'a  plus  que  x  coups  à  jouer,  et 
qu'il  a  encore  à  amener  l'événement  en  question  t  fois;  il  est  clair  que  le 
sort  cherché  sera  ya ;6.  Or  en  supposant  qu'on  joue  un  coup,  il  est  facile 
de  former  par  les  principes  connus  de  l'Analyse  des  hasards  l'équation 
suivante 

j\,t  —  pr*-'.'-<  +•  (  >  —  p  )  r*-<.>  ; 

qui  est,  comme  l'on  voit,  linéaire  du  second  ordre  aux  différences  finies 
et  partielles  entre  trois  variables. 

De  plus,  on  voit  par  les  conditions  du  Problème  que  le  joueur  gagne 
lorsque  t  =  o,  x  étant  quelconque;  et  qu'il  perd  lorsque  x  étant  égal  à 
zéro,  t  est  plus  grand  que  zéro;  ainsi  l'on  aura  j.,,0  =  i. oc  étant  quel- 
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conque  et  j'„,  =  o,  t  étant  >  o;  de  sorte  que,  dans  ce  cas,  les  termes 
donnés  de  la  Table  du  n°  6  seront  ceux  qui  forment  le  premier  rang 
horizontal  et  le  premier  vertical. 

Telles  sont  donc  les  conditions  du  Problème;  pour  le  résoudre,  il  ne 
s'agit  plus  que  d'intégrer  convenablement  l'équation  différentielle  trou- 
vée d'après  les  méthodes  exposées  dans  l'Article  II. 

Pour  cela,  je  mets  cette  équation  sous  la  forme  suivante,  en  augmen- 
tant d'une  unité  les  nombres  x  et  t, 

pr*.>+  {i—p)r*.t+t—r*+>.'+-<=(>> 

et  je  remarque  qu'elle  est  comprise  dans  la  formule  (F)  du  n°  7  en 

faisant 

k=p,     B  =  o,     B'=i — p,     C'= — i. 

Employant  donc  la  solution  du  même  numéro,  on  aura 


p  = £ =  ^x 

i  —  p  —  ol        a 


donc 

P'=y>'  ["«-'+  l(i  -p)ar-'-h  t{'^  °  (i  -;>)'«-'-'■+-■  .  .1  ; 

d'où  l'on  tire  (8)  l'expression  générale 

r*,'=  P'   7*-,,.-i-  *(»•—  p}y*-t-i,,+      ^     (i  -  pYy^,-^  + . .  ,J  • 

Cette  expression  va  à  l'infini;  mais  comme  il  faut,  par  les  conditions  du 
Problème,  que  l'on  ait  j0>,  —  o  lorsque  t  est  >o,  il  est  visible  qu'il 
faudra  que  l'on  ait  séparément 


quel  que  soit  t,  pourvu  qu'il  soit  >o;  d'où  il  s'ensuit  que  les  quan- 
tités ys<0  devront  être  toujours  nulles  lorsque  s  sera  un  nombre  négatif, 
ce  qui  est  le  cas  du  n°  9,  où  l'on  a  vu  que  la  série  devient  finie.  Ensuite 
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les  conditions  du  Problème  donnent  aussi  yx>0  =  i,  quel  quesoita*;  donc, 
substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  on  aura 


yx  ,  =  p'     i  -+.  tli  —  p) 


'i!±0(i-,) 


où  il  ne  faudra  prendre  qu'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans 
■x  —  t  -+■  i . 

Donc  enfin,  changeant  x  en  a  et  t  en  b,  on  aura  pour  le  sort  cherché 

*T         l,  6(6-+-i),  v„  6(6  +  1). ..(a—  i)  ,  .     ,1 

Ta,b=P>> yi  +  6 u-p)  +  -a__ 1  (I _./,)s+...+   \-2J(fl_6)  ;  (i  -/>)°-4J • 

Ce  Problème  est  résolu  dans  la  Science  des  hasards  de  Moivre  (page  i3, 
édition  de  1756),  par  induction,  et  nos  solutions  s'accordent  parfaite- 
ment. 

Corollaire. 

50.  Si  la  question  était  d'amener  l'événement  donné  b  fois  ni  plus  ni 
moins,  en  a  coups,  conservant  les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus, 
on  trouverait  d'abord  la  même  équation  différentielle,  et  par  conséquent 
la  même  expression  générale  deyXyt;  ensuite  on  prouverait  aussi  que y0 1 
doit  être  zéro  tant  que  t^>o;  ce  qui  rendra  nulles  toutes  les  quantités  ysfi, 
où  s  sera  négatif;  mais,  à  l'égard  de  yXt0,  il  faudra  considérer  que  cette 
quantité  exprime  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  doit  encore  jouer  ce  coups, 
et  qu'il  ne  doit  plus  amener  l'événement  donné;  or,  comme  la  probabi- 
lité de  ne  pas  amener  cet  événement  à  chaque  coup  est  1  —  p,  celle  de  ne 
pas  l'amener  dans  x  coups  successifs  sera  (1  — p)x\  ainsi  l'on  aura 

J*,o=(l—  p)', 

et,  en  général, 

r*>o=(i—  p)s, 

s  étant  un  nombre  positif  quelconque  ou  zéro.  Par  ces  substitutions, 
l'expression  de  yXJ  deviendra 

.     r      t     t{t  +  i)  t((  +  i)...(*-i)i 

IV.  28 
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ce  qui  peut  se  réduire  à  cette  forme  plus  simple 

'((+l)((+2)..,ï 

Donc,  changeant  a;  en  a,  £  en  6,  on  aura  pour  le  sort  cherché 

(4  +  i)(4  +  2)...a    .  , 

i .?.... ( a—  b)       r  r 

On  aurait  pu,  au  reste,  déduire  immédiatement  la  solution  de  ce  der- 
nier Problème  de  celle  du  numéro  précédent;  car  il  est  facile  de  com- 
prendre que,  si  de  la  probabilité  d'amener  un  événement  donné  b  fois 
au  moins  en  a  coups  on  ôte  celle  de  l'amener  b  -+-  i  fois  au  moins  en  un 
pareil  nombre  de  coups,  il  doit  rester  la  probabilité  d'amener  le  même 
événement  b  fois  seulement  en  a  coups;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  dé- 
signe par  YBii  la  valeur  deya,b  du  n°  49,  on  aura  pour  le  cas  du  Corollaire 

présent 

ja.6=Yn,4-Ya<4+,. 

C'est  de  cette  manière  que  le  Problème  dont  il  s'agit  est  résolu  dans 
l'Ouvrage  cité  de  Moivre,  page  i5;  mais  celle  que  nous  venons  d'en  don- 
ner est  non-seulement  plus  simple,  mais  elle  a  de  plus  l'avantage  d'être 
déduite  de  principes  directs. 

Problème  II. 

51 .  On  suppose  qu'à  chaque  coup  il  puisse  arriver  deux  événements  dont 
les  probabilités  respectives  soient  pet.  q  ;  et  l'on  demande  le  sort  d'un  joueur 
qui  parierait  d'amener  le  premier  de  ces  événements  b  fois  au  moins  et  le 
second  c  fois  au  moins,  en  un  nombre  a  de  coups. 

Soit,  en  général,  yxAU  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  a  encore  x  coups  à 
jouer,  et  qu'il  doit  encore  amener  les  deux  événements,  l'un  t  fois  et 
l'autre  u  fois;  il  est  clair  que  le  sort  cherché  serayfliiiC. 

Maintenant  si  l'on  suppose  que  l'on  joue  un  coup,  et  qu'on  considère 
les  différents  cas  qui  peuvent  arriver,  on  formera  aisément,  d'après  les 
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principes  connus  de  la  théorie  des  hasards,  l'équation 

r*.t,u=pr*-i.t-<.u+  gr*~'.'.*-> +  (' —  p  —  <i)-y*-*.>*'> 

laquelle  est,  comme  l'on  voit,  aux  différences  finies  et  partielles  entre 
quatre  variables. 

Or  il  est  visible  :  i°  que  le  joueur  perd  lorsque  x  étant  nul,  t  et  u  ont 
encore  une  valeur  positive  quelconque;  d'où  il  s'ensuit  que  l'on  doi't 
avoir,  en  général,  jot,„  =  o  lorsque  ton  u>o;  20  que  si  l'on  fait  u  =  o, 
on  a  le  cas  du  Problème  précédent,  de  sorte  que  la  valeur  de  j.t,ti„  doit 
être  la  même  que  celle  de yx>t  du  n°  49  ci-dessus;  3°  que  si  l'on  fait  1  =  0, 
on  aura  aussi  le  cas  du  même  Problème  en  changeant  seulement  p  en  q 
et  t  en  u;  par  conséquent,  la  valeur  de yxfitH  sera  aussi  la  même  que  celle 
de yxt  du  n°  49,  mais  en  y  changeant  t  en  u, p  en  q. 

Cela  posé,  je  mets  l'équation  différentielle  sous  la  forme  suivante 

pj\,',"+>  +  5.r»,i+i,.  +  i|-/'-  ç)r*.'+'.«+>  -"Vh-m+lh-i  =  °' 
et  la  comparant  à  la  formule  (L)  du  n°  42,  j'aurai,  en  faisant,  pour  abré- 
ger, n=  1  —p  —  q, 


d'où 


/  " 

a 

1  - 

n 
a. 

- 

u 

,  n  -4- 

1) 

-4- 

u 

W-4-l) 

(»' 

-+- 

inp 

/>2 

a. 

2«2 

(iJ 

u 

U  -+-  I  )  (  u  -+- 

2 

(n3 

■4- 

3;/ 

P    ,    S»/»1 

fi» 

-4- 

2. 

3. a 

)....], 


J*,M 


et  de  là  j'aurai  sur-le-champ,  par  la  formule  du  n°  43,  cette  expression 
générale 

=  q"\  fx-u.t,»-)-  u{nf.t-u-,,,,<,-l-  pLrx-u-,, ,-,,„) 

u  (  u  -rf-  .1  )  .    „  , 

-t ! («2J.I_„_2,(,o+  2npfx-u-2.t-l,i  +  P\Tx-u-l,l-l,a) 

U(U-hl)(u-h7.)  ,     _  ,      ,  ,22  ,     „»    . 

-(n3irI_ll_3,M-+-3«/'r^-«-3,(-.,«-(-3np2jI-u_3,,_:!,,H-/>5j-.ï-u-3,«- 


2.3 


2». 
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Cette  formule  va  à  l'infini;  mais  comme  il  faut  que  lorsque  x  =  o  on 
ait y0Au  =  o,  quels  que  soient  t  et  u,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  nuls  à  la 
fois,  il  est  facile  de  voir  que  tous  les  termes  de  la  forme  yr,s,<»  dans  les- 
quels r  sera  négatif,  devront  nécessairement  être  nuls;  de  sorte  que  la 
formule  deviendra  finie,  et  qu'elle  ne  devra  être  poussée  que  jusqu'aux 
termes,  inclusivement,  qui  seront  affectés  du  coefficient 

u(u  -t-  i)  (u  -t-  2).  .  .(x  —  1) 


1.2.3.  .  .{x  —  u) 

Ainsi  donc  on  n'aura  plus  que  des  termes  de  la  forme  j7V,,0,  où  r  sera  tou- 
jours positif,  mais  où  s  pourra  devenir  négatif.  Pour  connaître  les  valeurs 
de  j,.,ji0  lorsque  s  est  négatif,  je  fais  dans  la  formule  générale  ci-dessus 
/  =  o,  auquel  cas  la  valeur  de  j.r,0,«  doit  être  égale  à  celle  de  yXit  du  n°49 
en  changeant  t  en  u  etjo  en  q;  et  comme  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quels 
que  soient  x  et  u,  j'en  déduis  aisément,  par  la  comparaison  des  termes 

iv.  -1  -  CO     •  M  (  M  -t-  I  )  '         1  ■  4.  ' 

affectes  des  mêmes  coefficients  u,  »  •  •  •  ?  ces  égalités 

njx_B_i,o,o  -+-  pyx-u-i,-t,c=  1  —  g, 

«!lV«-!,.,.+  2  7ï/?j.t_„_2,_,,0-4-/?2j-I-u-J,-:..o=  (1  —  q?, 

et  ainsi  ce  suite;  d'où  l'on  tire  successivement,  à  cause  de  n  =  1  —  p  —  q, 

fx-u,«,0=1,       J:r-u-l,-,,o=I,       J*_B-2,-2,0='.---> 

de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

lorsque  s  sera  zéro  ou  négatif,  r  étant  positif  ou  zéro. 

On  peut  d'ailleurs  se  convaincre  à  priori  que  yr,s,o  doit  être  égal  à  1 
lorsque  s  est  négatif;  car,  en  supposant*  positif,  cette  quantité  exprime 
le  sort  du  joueur,  lorsqu'il  lui  reste  encore  r  coups  à  jouer,  et  qu'il  doit 
encore  amener  l'un  des  événements  s  fois;  or,  si  s  devient  négatif,  il  est 
visible  que  l'on  aura  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  a  déjà  amené  l'événement 
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dont  il  s'agit  s  fois  de  plus  qu'il  n'avait  besoin;  auquel  cas,  par  les  condi- 
tions du  jeu,  il  est  censé  avoir  déjà  gagné;  par  conséquent  son  sort  doit 
alors  être  toujours  égal  à  l'unité. 

Donc,  en  général,  pour  avoir  la  valeur  de  tous  les  termes yr>sfi  qui  peu- 
vent entrer  dans  l'expression  ci-dessus  de  yx,t,ui  on  remarquera  :  i°  que 
ces  termes  sont  tous  nuls  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  r;  i°  que 
ces  termes  sont  tous  égaux  à  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou 
nulles  de  s,  r  étant  zéro  ou  positif;  3°  que  r  et  s  étant  positifs  ou  zéro,  on 
aura  par  le  Problème  précédent 

T  s(s  +  i).  j(i+i). .  .(#•  —  i)  "I 

r,>=^I  +  l(l-fj  +  -l— _2(l_py  +  ...+    \mJmm{r\_g)  V-j?)"j- 

Ainsi  le  Problème  est  résolu. 

On  voit  par  là  comment  il  faudrait  s'y  prendre  si  le  nombre  des  événe- 
ments était  quelconque;  il  n'y  aura  de  difficulté  que  dans  la  longueur  du 
calcul. 

Problème  III. 

52.  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  Problème  II,  on  de- 
mande le  sort  d'un  joueur  qui  parierait  d'amener,  dans  un  nombre  de 
coups  indéterminé,  le  second  des  deux  événements  b  fois  avant  que  le  pre- 
mier fût  arrivé  a  fois. 

Je  désigne  par  yx>e  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  doit  encore  amener  le 
second  événement  t  fois  avant  que  le  premier  arrive  x  fois;  il  est  clair 
que  jfl|j  sera  le  sort  cherché. 

Imaginons  maintenant  qu'on  joue  un  coup,  et  comme  la  probabilité 
du  premier  événement  est  p  et  celle  du  second  est  q  à  chaque  coup  par 
l'hypothèse,  on  formera  aisément  l'équation 

y\l  =  pyI-<,,+  qr*,'-« 
et  l'on  remarquera  que  le  joueur  gagne  lorsque  /  =  o  et  x  positif  quel- 
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conque,  et  qu'il  perd  lorsque  x  =  o,  eu  positif  quelconque;  de  sorte 
que  l'on  aura  jXz„  =  i ,  x  étant  >  o,  et  y0it  =  o ,  t  étant  >  o. 
Cela  posé,  si  l'on  met  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

et  qu'on  la  compare  à  la  formule  (F)  du  n°  7,  on  aura 
p  =  __2fL  =  _2_. 

y. 

donc 

*    [_  a  2  a2  2.5  a3 

et  par  conséquent (8), 

r                 nt-hi)  ,  i 

yx,t  =  0'  I  rx.o  +  ^jx-,o  h —  p2r*-™  -+-  ■  ■  •  J  • 

Or  puisque  y0i,  =  o,  il  faudra  que  l'on  ait 

Jo.o  =  O,       /„,_,  =  O,       7o,_2  =  O,  .  .  .  , 

de  sorte  qu'on  aura  le  cas  du  n°  9,  où  la  série  devient  finie',  et  comme 
d'ailleurs  on  doit  aussi  avoir  yx>0  —  1,  il  en  résultera  cette  expression 

I  t(t-\-l)  Ht  +  l)lt-h2)      ,  t(t-+-l)...(t-hX  —  2)  i 

r«=î«[i+*  +  -VJ'p+--0 — -^-"+     i.,...(x-,)     f    J 

où  il  n'y  aura  plus  qu'à  changer  a?  en  a  et  £  en  6. 

Autre  solution  du   Problème  III. 

53.  On  peut  aussi  trouver  une  autre  solution  du  Problème  précédent 
par  le  moyen  des  formules  du  n°  13,  lesquelles  donnent  dans  tous  les 
cas  une  expression  finie  de  yXtt. 

En  appliquant  ces  formules  au  cas  présent,  on  aura 

m  =  1 ,     n  =£ p  ; 
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de  sorte  que  les  quantités  Y,  Y',  Y",...  seront j00,  -j,,0,  —  j2,o.--->  et 
à  cause  que  les  conditions  du  Problème  demandent  que 

Jo,o  =  O,      J-,,0  =  I ,      J2,0  =  I ,  .  .  .  , 

cette  série  deviendra 

i      i 

o,  ->   -;>■••; 

•    p   p- 

d'où,  en  prenant  les  différences  successives,  on  aura 

3       3 


Y  =  o,     AY=-,     A2Y=- ,     A3Y  =    , 

P  P2      P  P3      P       P 


donc 


/(o)  =  p,     /(0  =  i,     /(a)  =  i  —  zp,     /(3)  =  i-3/?  +  3/r, 

/(4)  =  t—  4p  +  6j98  —  4/>s,..., 
d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'on  aura,  en  général, 
/(*)  =  (i-j>  )■-(-/>)", 

tant  que  x  est  o  ou  >  o. 

Ensuite,  comme  les  conditions  du  Problème  exigent  aussi  que 

y0it  =  o,     y,,,,  =  o,     y0l2  =  o, .  .  . , 

il  s'ensuit  que  les  quantités  Y,  Y,  "Y,...  seront  toutes  nulles;  par  con- 
séquent leurs  différences  d'Y,  à2Y,...  seront  nulles,  ce  qui  donnera 

/(o)  =  o,    /(-i)  =  o,    /(-2)  =  o,...     et    /(-*)  =  <,. 

Enfin,  comme  A  =  o,  et  que  ce  que  nous  avons  nommé  p  dans  l'en- 

R 
droit  cité  est  =  —  -,  =  q ,  on  aura 

\=q',     V'  =  (x  ■+■  t)q'p,     V  ==  - — Lqp> 
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Donc  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

yx,t  =  \f{x)  -+-  Yf(x-  i  )  +  N"f(x 


r*,'=q'y^-pY-{-pY+{x+t){^-pr-'-{-p)I-,}p 

(*-t-f)(ar-+-f  — i)r,  ,      .       ,_,,   ,  {x+t)(x-*-t—i)...{t+i) 

+  -  „  ->[{i-pf-*—{-PY-i\p*+...+  K- '±- j—- p* 


On  peut  encore  simplifier  cette  expression  en  remarquant  que 

i  —  pY p)x—  i  —  />)*-'  —  [i  —  p)*-*p  +  {\-py-*p'  —  ...±p'-\ 

(i-Py-< PY-*  =  (i—pY-*—(r—'py"p  +  ...zpir-*, 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  de  i  — p,  on  aura 


r*.i  =  g'   (i—  />)*-'-+-(*■ 


t  —  i){i  —  pf->p 

(i—p  Y~3P2  ■+-  ■  •  ■  h-  p* 


ou  bien  en  réduisant 

yXit  =  q'    (i—  pf-' -{-{x  +  t-i)(i  —  p)'~2p  -+-  -  —^ —         —  ( i-py-'p* 

(x-\-t  —  i)(x-ht  —  i)...(t-i- 


■']■ 


Cette  expression  de  yXtt,  quoique  sous  une  forme  différente  de  celle 
que  nous  avons  trouvée  dans  le  numéro  précédent,  revient  cependant 
dans  le  fond  à  celle-là,  comme  on  peut  s'en  convaincre  aisément  en  dé- 
veloppant les  puissances  de  i  —  p,  et  ordonnant  ensuite  les  termes  sui- 
vant celles  de  p;  ce  qui  peut  servir  de  confirmation  de  l'exactitude  de 
nos  méthodes. 

Au  reste,  on  voit  que  dans  le  Problème  dont  il  s'agit  la  méthode  de  la 
première  solution  est  préférable  à  celle  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
non-seulement  parce  que  le  procédé  en  est  plus  aisé,  mais  surtout  parce 
que  le  résultat  en  est  beaucoup  plus  simple. 
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Problème  IV. 

54.  On  suppose  qu'à  chaque  coup  il  puisse  arriver  trois  événements  dif- 
férents, que  je  désignerai  pour  plus  de  clarté  par  P,  Q,  R,  et  que  les  proba- 
bilités de  ces  événements  soient  respectivement  égales  àp,  q,  r;  on  demande 
le  sort  d'un  joueur  qui  parierait  d'amener  V événement  R  c  fois  avant  que 
l'événement  Q  arrive  b  fois,  et  que  l'événement  P  arrive  a  fois. 

Soitj^f,„  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  a  encore  a  amener  l'événement  R 
u  fois  avant  que  l'événement  Q  arrive  t  fois  et  que  l'événement  P  arrive 
x  fois;  on  aura  yaAc  pour  le  sort  cherché.  Or,  en  supposant  qu'on  joue 
un  coup,  on  parviendra  à  l'équation 

y.,i,«  =  py*-*.r.u  +  qyx.t-L«  -+-  T*,,,„-,  ; 

et  comme  le  joueur  est  censé  avoir  gagné  lorsque  u  —  o  et  x,  t  plus 
grands  que  zéro;  qu'au  contraire  il  est  censé  avoir  perdu  lorsque  t  =  o, 
et  x,  u  plus  grands  que  zéro,  et  lorsque  x  =  o  et  t,  u  plus  grands  que 
zéro,  il  s'ensuit  qu'on  aura 

yx,i,<t  =  r,     yx,o,u==  o,    j,'o,'.«:=0> 

x,  t,  u  étant  des  nombres  quelconques  entiers  positifs. 
L'équation  différentielle  ci-dessus  étant  mise  sous  la  forme 

py*,t+<,u+t  -t-  qy*+i,t,*+i  ■+  fr»n,i+i,«-r»+v-H-w  =  °> 
se  trouve  comprise  dans  la  formule  (L)  du  n°  42,  et  l'on  aura 

ra.  (3  r 


'             qa.  +  p$  —  a  (3 

p     q" 

ce        P 

d'où 

S.  +  JP  +  9\       "("  +  0//>2   , 

.  m  + 1) 

y  —  i 

LI  +  MU    m       2    w  ' 

«P       PV 

u(u-\-  i)  {u-h  2.)  (p*       3p2q 
2.3              \«'  +   a2(3 

,  W  ,  q 

■]■ 


IV. 


226  RECHERCHES 

Et  de  là  on  pourra  tirer  immédiatement  la  valeur  de  yxAU  en  changeant 
dans  l'expression  de  -f  chaque  produit  tel  que  — ^  en  j.r_P]r_a>0 ,  ainsi 

ce  p 

qu'on  le  voit  par  la  comparaison  des  formules  générales  des  nos42  et  43. 
Ainsi  l'on  aura 

yI.,,u  =  r"yyI,l,,  -+-  u{Pri_u,,0  -+-  qyx;<-^) 

u(u  -+-  i)  ,    , 
H (p*yx-i,,,o  +  ipqy\-<,,->,*  +  q2yx.,-2,») 

u(u-+-  i)(u-h  1) 


.3 


{p3fx-i,i,i,+  3p2qyx-2,,-,,a-\-  3  p  q\yx-ut~2,v-+-  q3yx,t~3,«) 


Or  par  les  conditions  du  Problème  il  faut  que  yx,t,u  devienne  égal  à 
zéro  lorsque  x  =  o,  ou/=o  quel  que  soit  u;  et  il  est  visible,  par  l'ex- 
pression précédente,  que  cette  condition  emporte  celle  que  chaque  quan- 
tité telle  que  yXjt,o  soit  nulle  lorsque  œ  =  oou  négatif,  ou  lorsque  t  =  o 
ou  négatif.  De  plus,  il  faut  aussi  par  les  conditions  du  Problème  que 
y.v,t,o  soit  =  i  lorsque  x  et  t  sont  plus  grands  que  zéro.  D'où  il  s'ensuit 
que  l'expression  générale  de  yx%t<u  deviendra  finie,  et  sera  représentée  de 
la  manière  suivante 

r*.t,«=r      '  +  u(p-hq)-\ i L{p2  +  zpq-hq2) 

—^-3 (p*+3p2q  +  3pq2+q3)  +  ...j, 

en  ne  continuant  cette  série  que  tant  que  les  puissances  de  p  seront 
moindres  que  x,  et  celles  de  q  moindres  que  t. 

De  sorte  que  si  l'on  désigne,  pour  plus  de  simplicité,  les  coefficients  u, 

»  — ■— ';•■■  par  u  ,  u  ,  u  ,...,  on  pourra  donner  a  1  ex- 
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pression  dont  il  s'agit  cette  forme 

yx.t.vi  =  r"\        i    -t-     u'p    -t-     u"p'     -+-. . .  +  «i*-1^1-1 
-l-  m'çt  -+-  liï'pq  -+-   3iï"p'q  +.  .  .  +  ^«('^'-'5 

X  { OC  — 1—  I  ) 

-+-  u" q- -t-  3u'"pq2  -\-6a'"p::q--h  .  .  .  H-  —    ■ u^x+^px"'q2 

-+-u('-')q'-'-h'tuWpq>-<+       ~^~I   Ui'+^ p-q'-' -{-... -i-u(x+'-^pz-'q'-'  U 
où  le  coefficient  du  dernier  terme  ulx+'-'-}px-,q1^'  sera  également 


a?(a?  +  i)(a;  +  3)...(a:-4-f  —  2)  f(-*-l-i)(f-t-2)...(fH-3:  —  2) 


2.3...(/  —  I)  2.3.  ..(a:  —  0 

ces  deux  quantités  étant  égales  entre  elles,  comme  on  peut  s'en  con- 
vaincre en  multipliant  l'une  par  le  dénominateur  de  l'autre,  et  vice  versa. 

Corollaire  I. 

55.  Si  l'on  supposait  qu'à  chaque  coup  il  pût  arriver  quatre  événe- 
ments différents  P,  Q,  R,  S  dont  les  probabilités  respectives  fussent p,  q, 
r,  s,  et  qu'on  cherchât  le  sort  d'un  joueur  qui  parierait  d'amener  l'évé- 
nement S  z  fois  avant  que  les  événements  R,  Q,  P  pussent  arriver  res- 
pectivement u,  t,  x  fois,  le  Problème  serait  toujours  résoluble  par  la 
même  méthode,  et  l'on  trouverait,  pour  le  sort  cherché,  l'expression 

T                            n       z(z-hi)                     „       z(z  +  i)  {z-h 2)  ,  ,         1 

s-yt+s>.p  +  q  +  r)+         a         (/»+^  +  r)'+-S ^ '-  (p  +  q  +  r,»-K..J 

dans  laquelle,  après  avoir  développé  les  puissances  de  p-hq-hr,  il  ne 
faudra  retenir  que  les  ternies  ou  p  sera  élevé  à  une  puissance  moindre 
que  x,  q  à  une  puissance  moindre  que  t,  et  r  à  une  puissance  moindre 

29. 
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que  u;  de  sorte  que  tous  les  termes  qui  doivent  entrer  dans  l'expression 
dont  il  s'agit  formeront  un  parallélépipède  rectangle,  dont  les  trois  côtés 
qui  partent  du  même  angle  où  il  y  a  le  terme  sz  seront  formés  par  ces 
trois  séries 

r  z(z-i-i)  ,  z(z -h i).  '..{z+x— 2)      n 

1  2  *  1.2.  .  .{t —  I)  3 


5-    I 


[■ 


(«  +l).  ...(Z-t-M  —  2) 

7 _"\ r" 

1.2.  .  AU  —  I) 


et  le  nombre  de  tous  les  termes  sera  égal  à  (ce  —  1)  (t  —  1)  (u  —  1). 

Corollaire  II. 

56.  En  général,  si  les  événements  qui  peuvent  arriver  à  chaque  coup 
sont  A,  B,  C,  D,...,  et  leurs  probabilités  respectives  a,  b,  c,  d,...,  et 
qu'on  demande  le  sort  d'un  joueur  qui  parierait  d'amener  l'événement  A 
a  fois  avant  que  B  arrive  j3  fois,  C  7  fois,  D  ft  fois,...,  on  trouvera  cette 
expression 


•«(a-(-i)(«-l-2) 
2T3 


b  -+-  c  -4-  rf  -t- . . .  y  -+- . . .   , 


dans  laquelle,  après  avoir  développé  les  puissances  de  b  ■+-  c  +  d .-+- .. . ; . , 
il  ne  faudra  retenir  que  les  termes  où  les  puissances  de  b  seront  moindres 
que  p,  celles  de  c  moindres  que  7,  celles  de  d  moindres  que  §,  etc.;  de 
sorte  que  le  nombre  de  tous  les  termes  qui  devront  entrer  dans  cette  ex- 
pression sera 

((3-i)(y-i)(Ô-i)...; 

et  il  est  facile  de  prouver  par  le  Théorème  connu  sur  la  forme  des  coeffî- 


SUR    LES  SUITES  RECURRENTES.  .       229 

cients  des  puissances  des  multinômes,  que  chacun  de  ces  termes  sera  de 
la  forme  suivante 

«(«  +  i)...(a+/  +  m  +  B  +  ...- 1)        U-t-i)  (/-H2)...(/+/n-+-»-+-...)       ,,       , 

— - — —n — -  X 7p — ~ a°-b'c'"d"..., 

1.2.  .  .  (l-\-m-+-n-\- . .  .)  1.2.3. .  .mx  1.2.3.  .  .nXi.. . 

en  donnant  successivement  à  /,  m,  n,...  toutes  les  valeurs  entières  de- 
puis zéro  jusqu'à  |3  —  i, ,_y  —  i,  5  —  i,...  respectivement. 


Remarque. 

57.  Le  Problème  dont  nous  venons  de  donner  une  solution  très-géné- 
rale et  très-simple  renferme  d'une  manière  générale  celui  qu'on  nomme 
communément  dans  l'Analyse  des  hasards  le  Problême  des  parties,  et  qui 
n'a  encore  été  résolu  complètement  que  pour  le  cas  de  deux  joueurs. 
(Voyez  l'Analyse  de  Monmort,  Propositions  XL  et  XLI,  seconde  édition; 
La  Science  des  hasards  de  Mo.ivre,  Problême  VI,  seconde  édition;  le  Mé- 
moire de  M.  de  Laplace  imprimé  parmi  les  Mémoires  présentés  à  l'Acadé- 
mie des  Sciences  en  1773,  Problêmes  XIV  et  XV.) 

Si  deux  joueurs  A  et  B  jouant  ensemble  à  plusieurs  parties  ont  les 
probabilités  respectives  p  et  q  de  gagner  chaque  partie  en  particulier,  et 
qu'il  manque  au  joueur  A  x  parties  ou  points,  et  au  joueur  B  t  parties 
ou  points  pour  gagner,  on  aura  évidemment  le  cas  du  Problème  III  (52), 
et  yXit  sera  le  sort  ou  l'espérance  du  joueur  B;  et  nos  deux  solutions 
s'accordent  avec  celles  qu'on  trouve  dans  l'Ouvrage  cité  de  Monmort, 
nos  191,  192. 

S'il  y  a  trois  joueurs  A,  B,  C  dont  les  probabilités  respectives  pour 
gagner  chaque  partie  soient  p,  q,  r,  et  qu'il  manque  à  A  a?  parties,  à  B 
t  parties,  àC«  parties,  on  aura  le  cas  du  Problème  IV  (54);  et  yx,t,u 
sera  le  sort  ou  l'espérance  du  joueur  C,  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  s'il  y  a  autant  de  joueurs  que  l'on  veut,  A,  B,  C,  D,..., 
dont  les  probabilités  respectives  de  gagner  chaque  partie  soient  a,  b,  c, 
d,...,  et  qu'il  leur  manque  respectivement  a,  |3,  y,  §,...  parties,  on  aura 
par  le  Corollaire  II  ci-dessus  l'expression  générale  du  sort  du  joueur  A, 
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et  par  conséquent  aussi  celle  du  sort  de  chacun  des  autres  joueurs  en 
changeant  entre  elles  les  quantités  a,  b,c,...  et  a,  (3,  7,.... 


Problème  V. 

58.  La  probabilité  d'amener  un  événement  donné  à  chaque  coup 
étant  p,  un  joueur  parie  qu'en  a  coups  au  moins  il  amènera  cet  événement 
un  nombre  de  fois  qui  surpassera  de  b  le  nombre  des  fois  où  il  ne  l  amè- 
nera pas. 

Soit  yx>t  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  n'a  plus  que  x  coups  à  jouer,  et 
qu'il  doit  encore  amener  l'événement  donné  un  nombre  de  fois  qui  sur- 
passe de  t  le  nombre  des  fois  où  il  n'amènera  pas  cet  événement;  il  est 
clair  que  le  sort  cherché  sera  ya<b. 

Si  l'on  imagine  maintenant  qu'on  joue  un  coup,  il  est  facile  de  former 
l'équation  suivante 

r*.>  =p  r*->  .<-'  -+-  (,  »  —  p  )  r*-<.<+<  ; 

et  comme  le  joueur  gagne  lorsque  t  =  o  et  x  quelconque,  qu'au  con- 
traire il  perd  lorsque,  x  étant  nul,  t  est  encore  positif,  il  s'ensuit  qu'on 
aura  y_Vi0  =  1,  x  étant  quelconque,  et  j0jf  =  o,  t  étant  >  o. 

Je  fais  pour  plus  de  simplicité  i—p  =  q,  et  je  mets  l'équation  ci- 
dessus  sous  la  forme  suivante 

pr*.<  -+-  qr*,<+<  —  jvh.m-,  =  °> 

qui  est,  comme  Ton  voit,  comprise  clans  la  formule  générale  (G)  du 
n°  15;  et  il  en  viendra,  d'après  la  formule  (H),  cette  équation  en  a  et  |3 


d'où  il  faudra  tirer,  la  valeur  de  |3  et  ensuite  celle  de  |3f  en  a.  par  une  série 
descendante.  Pour  cela  il  faut  employer  la  méthode  que  j'ai  donnée  dans 
mon  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  littérales,  imprimé  dans  le 
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volume  de  cette  Académie  pour  l'année  1768  (*).  Dans  le  n°  26  de  ce 
Mémoire  on  trouve  deux  formules  qui  donnent  les  deux  valeurs  de  xm 

dans  l'équation 

a  —  bx  -+-  ex2  =  o, 

et  qui  peuvent  s'appliquer  au  cas  présent  en  faisant 

x  =  (3,     m  =  t,     a=  p,     b  =  «,     c  =  q; 

on  aura  ainsi 

»,_£.'  +  tp+'q  +  f(f +  3)  p'+'q1  +  f(/  +  4)(f  +  5)  p'+=q>  + 
^         a'  a'+a  2  a'"1"4  2 . 3  a'"" 

OU 

_a^         /£«'-*        t(t  —  3)p*<x'-i        t(t  —  4)(*  —  5)  />3<*'~6 
^        çr'         g'-1  2  ç'~2  2.3  q'~3 

Ces  deux  valeurs  de  |3'  étant  comparées  aux  expressions  générales  de  j3' 
du  n°  15,  on  aura  : 

If/.  =  —  I ,       f/'  -■=  2,       fx"  =  4-j  ■  .  .  5 

!v  =  1,     v'  =  2,      v"  =  4>  ■  •  ■  J 
D=i,  u'=--^-,  u'=^-3)^g-,..:. 
q'  q'~'  1         q'-1 

Donc  on  aura  (numéro  cité) 

r«.«  =  />'  [jf(*  -  O  -+-  (w/(*  -  '—  2)  +  t{t~^3)p2q*f{x  -  t  —  4) 

,    f(*  +  4).(/  +  5)    ,  ,-..  ,      .,  T 

-+-  - — Tyr  —p'q  A*  —  t— 6)h-... 
1  r         ,  *i  <  —  3) 

H I  cp(.r  +  f)  —  fy><7  <p(.r  -+-  t  —  1)  -t-  -! p7q2y{x  -4-  <  —  4) 

i(it  — 4)(<  — 5)    ,  ,    .  _  -1 

""^ ^73 Vtf3?(*-+-<-6)  +  ...J, 

(*)  OE livres  de  Lagra/ige ,  t.  III,  p.  5. 
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les  caractéristiques /et  ©  dénotant  deux  fonctions  arbitraires,  qu'on  dé- 
terminera de  la  manière  suivante  d'après  les  conditions  données  du  Pro- 
blème. 

La  première  condition  demande  que  lorsque  x  —  o,  on  ait  j0(t  =  o, 
hélant  un  nombre  entier  positif  quelconque;  il  est  facile  de  se  convaincre 
qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  condition  qu'en  supposant  que  la  fonc- 
tion désignée  par  la  caractéristique  ç  soit  toujours  zéro,  et  que  celle  dé- 
signée par  la  caractéristique /devienne  aussi  nulle  lorsque  le  nombre 
dont  elle  est  fonction  devient  négatif.  De  cette  manière 'l'expression 
de  yXtt  deviendra  finie  et  sera  de  la  forme 

r*.i  =  P'  [/(*  —  0-1-  tyqf  *  —  *  —  a)  -h-  *  '*       p'q'fy  x-t-ùt) 

— ^75 '-p3q3f{x-t-6)  +  ...\, 

x t 

en  prenant  seulement  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans h  i 

,          x  —  t  —  I 
ou  dans h  i . 

2 

L'autre  condition  du  Problème  demande  ensuite  que  lorsque  t  =  o 
et  x  quelconque,  on  ait  yXt0  =  i;  mais  dans  ce  cas  on  aura,  par  la  for- 
mule précédente,  ja>0  =/(#)•;  donc  f{x)  doit  toujours  être  égal  à  i, 
tant  que  x  n'est  pas  négatif.  Donc  les  valeurs  de/(x—t),f(x—t—a),... 
dans  l'expression  ci-dessus  seront  toutes  égales  à  i .  Ainsi  l'on  aura 

r*,t  =  p'Y  >  ■+■  ipq  -+-  -— —  fq1  +  - — Jf| p3q*  +  •  •  •  J , 

en  ne  prenant  qu'autant  de  termes  qu'il  y  aura  d'unités  dans f-  i 

ou  dans h  i . 

2 

Si  l'on  voulait  que  t  fût  négatif,  alors  en  changeant  £  en  —  t,  dans 
l'expression  générale  de  yXyt,  on  ne  ferait  qu'y  changer  p  en  q  et/en  œ 
et  wj'ce  weroa,  et,  faisant  le  même  raisonnement  qu'auparavant,  on  trou- 
verait 
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C'est  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  de  soi-même;  car  le  cas  de  t  négatif 
est  le  même  que  si  t  restant  positif,  on  échangeait  entre  eux  les  événe- 
ments P  et  Q,  ce  qui  ne  produit  d'autre  différence  dans  la  solution  que 
de  substituer  q  à  la  place  de  p  et  vice  versa. 

Ce  Problème  répond  au  Problème  LXV  de  Moivre,  et  la  solution  pré- 
cédente s'accorde  avec  la  seconde  solution  de  cet  Auteur  (page  210, 
troisième  édition]. 

Autre  solution  du  Problème  V. 

59.  Dans  la  solution  précédente  nous  avons  dû  résoudre  une  équation 
du  second  degré  pour  avoir  la  valeur  de  |3  en  a  par  l'équation 

p  —  a(3-f-g(32  =  o; 

mais  si  au  lieu  de  déterminer  fi  en  a  on  voulait  au  contraire  détermi- 
ner a  en  |3,  on  n'aurait  alors  qu'une  équation  linéaire  à  résoudre,  et  cette 
valeur  de  a  en  /3  aurait  l'avantage  d'être  finie  et  de  donner  directement 
une  expression  de  yXit  en  termes  finis. 
En  effet,  on  aura 

a=|+<jr(3; 

j'élève  ce  binôme  à  la  puissance  x,  et  je  réunis,  pour  plus  de  simplicité, 
les  termes  extrêmes  et  ceux  qui  sont  également  éloignés  des  extrêmes; 
j'aurai  ainsi 

«*=  (/>r(3-xH-  q1^1)  -+-  xpq  i/>*-2(32-*-i-  q*-'^*-2) 

+  *(*~IW(/>'-^1'+  r-P~)  +. . ., 

formule  qu'il  ue  faudra  pousser  que  jusqu'aux  termes  qui  auront  pour 

coefficient 

'  x  -+-  r 


X(X  —   l)  [X  —  2).  .  . 
1.2.3... 

IV.  3o 


234.  RECHERCHES 

si  a:  est  impair,  ou  bien 

X  (  X  —  l)(X  —  2  ) . 


1.2.3... 

si  x  esl  pair,  en  ayanl  soin,  dans  ce  dernier  eus,  de  ne  prendre  que  la 
moitié  de  ce  coefficient. 

Multipliant  celte  valeur  de  «■*'  par  /3'  j'aurai  celle  expression  de  ar/3'  : 

d'où,  par  les  principes  établis  dans  l'Article  II  ci-dessus,  on  tirera  im- 
médiatement celte  expression  générale  de  y, .,,  savoir 

y,.,      \l,'j\i-x)  +  q'f{t-<rx)] 

■+■  xpq  [p*~2f{t  ■+■  i  —  x)  -+-  q*  \f[l  —  ?•  H-  #)] 


la  caractéristique  /désignant  une  fonction  arbitraire,  qui  doit  être  dé- 
terminée par  les  conditions  du  Problème. 

Pour  cet  effet,  il  tant  se  rappeler  que  lorsque  x  ■—.  o  on  doit  avoir 
y0{  =  o,  /  étant  >o,  et  que  lorsque  /  =  c>  on  doit  avoir  y,  „  =  i.  x  étant 
_=  ou  ><>;  donc  :  i"on  aura  /  t)  —  o,  (  étant  un  uombre  quelconque 
positif*  2"  on  aura 

1  —  [/>*/(  —  x)  -h  ?*/(*)]  +  */>?  [/^'.A2  —  ■<■  )  ■+-  </■'  7'1  ■*'  —  -'■  H 
+  "r(,ra~')  />V  [/»-•/< 4  -  ■'■  +  r  '/<  *  -  4)]  +  •  •  ■ , 

x  étant  nn  nombre  quelconque  positif  ou  zéro.  Si  l'on  l'ait  successive- 
ment x  =  o,  i,  a,  3, . . . ,  on  pourra  tirer  de  celle  équation  les  valeurs  de 

/(O),     />/(  -  I)  ■+■  (//(  I  ),     p'f(  -  2)  •+■  (jf»/(  :>.),..., 
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et  l'on  trouvera,  en  général,  par  les  formules  déjà  connues, 

y,               ,j>i  \                       s(s—3)    ,   ,     s(s—i)(s—5)    „   ,      s(s—5)(s—6)(s—7)    , 
p>f(-s)  +  q\f(s)^.i-spq+  -±—Jp>q>-     _ Jii ^  r+ -         ^       "— ^g*. 

en  ne  prenant  dans  celle  série  qu'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans 

ou  dans  — \-i. 

?.  2 

Donc,  puisqu'on  doit  avoir,  en  général,  f[s)  =  o  tant  que  s  >  o,  on 

aura  pour  le  Problème  dont  il  s'agit 

en  ne  prenant  qu'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans  — — ou 

% t 

dans  —     — h  r  ;  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  dans  cette  formule,  à 

la  place  de  chaque  fonction  telle  que/(  —'s),  la  quantité 

Ps      Ps~'  2       Ps~2 

où  le  nombre  des  termes  doit  être  —  —  ou  -  -+-  i . 


Troisième  solution  du  Problème  V. 

60.  Comme  l'équation  qui  détermine  jS  en  a  est  du  second  degré,  et 
que  les  termes  donnés  de  la  Table  du  n°  6  sont  ceux  qui  forment  le  pre- 
mier rang  horizontal  et  le  premier  rang  vertical,  on  aura  la  solution 
tout  à  la  fois  la  plus  simple  et  la  plus  directe  par  la  méthode  de  l'Ar- 
ticle III  (31),  en  convertissant  la  quantité  ax/3'  en  une  série  finie  de  la 
forme  suivante 

«*P'=  V+V'a+  Va'  -f-  V"V  -+-... 

+  ,V(3-t-„Vp2  +  ,„V(33-i-...; 

3o. 
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car  alors  on  aura  sur-le-champ  (33) 

r,,,  =  Vjo.o  -+-  V' J,,-o  -+-  V"j2,0  •+■  V"'j3,0  H-  .  .  . 

-•-  ,VJo,.   -+"   „Vj„,2  -h  „,V^-„,3  -t-  .   .    .   . 

Et  comme  les  conditions  du  Problème  demandent  que  yxfi  =  i,  x  étant 

=  o,  i,  2, . . . ,  et  que j0,t  =  ».  *  étant  =  i,  2,  3, on  aura  dans  le  cas 

du  Problème  proposé 

.TV,,  =  V  +  V'+  V"  +  V"  -H 

Ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  la  somme  des  coefficients  V,  V, 
V", ...  de  la  première  partie  de  l'expression  de  a.xfic. 

Pour  cela  je  substitue  à  la  place  de  «  sa  valeur  en  j3  dans  la  quan- 
tité ax/3£;  j'ai,  comme  dans  le  n°  59, 

'r>~  '    p'xq'(pI->^l+i-x+  q*-<  $'-'+')  ■+ 

Lorsque  or  •<  2,  celte  formule  ne  contiendra  que  des  puissances  positives 
de  t,  et  formera  par  conséquent  la  seconde  partie  de  l'expression  cher- 
chée de  axfic,  la  première  devenant  alors  toute  nulle;  ce  qui  donnera  par 
conséquent  yXit=  o,  comme  cela  doit  être  lorsque  le  nombre  des  coups 
restants  est  moindre  que  le  nombre  t.  Mais,  dans  le  cas  où  a?  >  t,  la  for- 
mule précédente  renferme  nécessairement  des  puissances  négatives  de  j3, 
qu'il  faudra  éliminer  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  élève  successivement  au  carré,  au  cube,  etc.,  l'équation 


?P, 


on  en  pourra  tirer  les  valeurs  de 


,:  -ip>  £+?'?.  £+*■?•»•.. 
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en  a,  et  l'on  aura,  en  général,  par  les  formules  déjà  connues, 

p'         „  s  [s  —  3  )    .  „      ,      s  {s  —  i)[s  —  5  ) 

f~  -+-  qsfi'  =  «5  —  spqxs~2-h  -         —  p'q2»'-*^ — ~ p'q'a.*-1-  — . .  . , 

(3  2 . 5 

en  ne  continuant  cette  série  que  tant  que  les  puissances  de  a  seront  po- 
sitives. 

Désignons,  pour  plus  de  simplicité,  cette  série  en  a  par  Aw;  on  aura 
donc 

^+flf  =  AW;      donc     (3~'  =  ^-  -  ( ^-Y (3*. 

Donc,  si  par  le  moyen  de  cette  formule  on  fait  évanouir  clans  l'expression 
ci-dessus  de  ax|3'  toutes  les  puissances  négatives  de  j3.  elle  se  réduira  à 
deux  suites,  l'une  composée  de  puissances  positives  de  «,  et  l'autre  com- 
posée de  puissances  positives  de  /3;  ainsi  elle  aura  la  forme  demandée. 
Comme  pour  notre  objet  il  suffit  de  connaître  la  première  suite,  on 
considérera  uniquement  les  puissances  négatives  de  |3  qui  entrent  dans 
l'expression  de  otx  fi',  et  faisant,  pour  plus  de  simplicité, 

t  ■=  X  —  u, 

on  aura  cette  formule 

p*fi-"-î-  Xpq  X/>I-2P,-u-t-  -  p2q2XpI~,fi<-''-h.  ■  ., 


en  ne  prenant  qu'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans  ou  dans 


Ensuite  on  mettra  à  la  place  de  chaque  puissance  négative  Çrs  sa  va- 
leur en  a,  — r,  en  négligeant  les  puissances  positives  de  |3;  par  ce  moyen 

on  aura,  pour  la  première  partie  de  l'expression  demandée  de  <rTj3f.  la 
formule 

p'  \  A'">  -+-  xpq  A<"-2>  +  X-^~±  p2  q2  k<~>  + . . .  1 , 
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dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  supposer  a  =  1  pour  avoir  la  valeur 
cherchée  de yx<t. 

Or,  puisque  dans  notre  cas  y  =  i—  p  (58),  il  est  clair  que  j3  =  i  donne 
a  =  i  dans  l'équation 

-  =  f  +  îP; 

donc  aussi  dans  l'équation  qui  en  est  dérivée 

en  faisant  ]S  =  i,  la  quantité  a  contenue  dans  Aw  deviendra  =  i  ;  donc 
on  aura,  lorsque  a.  =  i , 

donc,  faisant  cette  substitution  et  remettant  a:-  —  £  à  la  place  de  u,  on 


r*.»=p'[(/^'- 


g*-'  )  -+-  xpq  {p1-'-1  -+-  qx-'~ 


xlx  —  i)    „   „         ,   .  ,  ,. 

H fflp-*-* -h  ?->-*)  +  ...   | 

en  ne  continuant  cette  série  que  tant  que  l'exposant  des  quantités 

p*-J—-+q*-'—- 

sera  positif  ou  zéro,  et  en  ayant  soin,  dans  ce  dernier  cas,  de  prendre  i 
à  la  place  de  p°  H-  q°,  parce  que  Aw  =  i . 

Cette  solution  est  la  même  que  la  première  solution  de  Moivre 
(page  209). 

Problème  VI. 

61.  Supposant,  comme  dans  le  Problème  précédent ,  que  la  probabilité 
d'amener  un  événement  donné  à  chaque  coup  soit  p;  un  joueur  parie 
qu'en  a  coups  ou  moins  il  amènera  cet  événement  un  nombre  de  fois  tel.  que 
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ce  nombre  sera  ou  plus  grand  de  b  que  le  nombre  des  fois  où  il  n  amènera 
pas  le  même  événement,  ou  bien  moindre  de  c  que  ce  dernier  nombre. 

Soit yx>t  le  sort  du  joueur  lorsqu'il  n'a  plus  que  x  coups  à  jouer,  et  que 
la  différence  entre  le  nombre  des  fois  où  l'événement  donné  est  déjà  ar- 
rivé et  le  nombre  des  fois  où  cet  événement  n'est  pas  arrivé  est  exprimée 
par  t  —  c;  il  est  clair  qu'au  commencement  où  x  =  a  on  aura  t  —  c  =  o, 
par  conséquent  t  =  c;  de  sorte  que  le  sort  cherché  sera  ya>c. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'on  joue  un  coup,  on  trouvera  l'é- 
quation 

r*.t  =  pr*-t.<+>  +  (i  —  p)r*-.'-" 

qui  est,  comme  l'on  voit,  semblable  à  celle  du  Problème  précédent,  avec 
cette  seule  différence  que  p  est  ici  à  la  place  de  i—p;  ce  qui  vient  de  ce 
qu'ici  le  nombre  t  n'exprime  pas  la  même  chose  que  dans  le  Problème 
précédent. 

Or,  d'après  les  conditions  du  Problème,  il  est  aisé  de  voir  que  le  joueur 
doit  gagner  lorsque  t  —  c  =  b  et  lorsque  t  —  c  —  —  c,  quel  que  soit  x,  ce 
qui  donne  t  =  b-hc  ou  =  o,  et  par  conséquent  yx,0  =  t,  j^4+6  =  i, 
x  étant  positif  ou  zéro. 

Ensuite  on  voit  que  le  joueur  perdra  lorsque  x  étant  nul,  t  —  c  sera 
compris  entre  les  limites  b  et  —  c,  c'est-à-dire  que  t  sera  entre  les  li- 
mites o  et  b  -+-  c  ;  donc  on  aura  y0>t  =  o,  t  étant  i,  2,  3,...,  b-\-c  —  1. 

Ainsi  les  termes  donnés  de  la  Table  du  n°  6  sont,  dans  ce  cas,  ceux  qui 
forment  le  premier  rang  horizontal,  ensuite  ceux  qui  forment  le  premier 
rang  vertical  jusqu'au  (b  +  c+  1  )tème  ternie  seulement,  et  enfin  ceux  qui 
forment  le  (è  +  c  +  i)'"'"'rang  horizontal;  de  sorte  que  la  première  ligne 
des  termes  donnés  est  droite  et  horizontale,  et  que  la  seconde  est  com- 
posée de  deux  droites,  l'une  verticale  et  finie,  l'autre  horizontale  et  in- 
définie ;  ce  qui  peut  servir  d'exemple  de  ce  qu'on  a  observé  dans  le  n°  39. 

Puis  donc  que  l'équation  différentielle  est  de  la  même  forme  que  celle 
du  Problème  précédent,  on  pourra  employer  les  mêmes  moyens  pour  l'in- 
tégrer; mais  je  remarque  d'abord  que  la  première  solution  conduisant  à 
une  expression  générale  de  yx,t  composée  d'un  nombre  infini  de  termes, 
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ne  saurait  s'appliquer  commodément  au  cas  présent.  On  prendra  donc 
d'abord  la  seconde  solution,  et  l'on  aura  en  changeant  seulement/)  en  q 
et  q  en  p  (59) 

r«  =  [«*/(  '  -  x  >  +  Pxf[  ' +  ?)] 

-+-  xpq  [qx~2fi  t  -t-  2  —  a?)  -t-  p*~'f\  t  —  2  -f-  «)] 


jcfa;  ■ 


^  [g~-«/(  /  +  4  -  a:)  +  />*-'/(*  —  4  +  *).]  -t-. .  ., 

cette  formule  ne  devant  être  continuée  que  jusqu'aux  termes  qui  auront 
pour  coefficient 

/  .27  -t-  I  \  I  X 

X{X  I).  .  .    I 

OU        ^— 


et  avant  soin  de  ne  prendre  que  la  moitié  de  ce  coefficient  dans  le  cas  de 
x  pair. 

Il  ne  s'agira  donc  plus  que  de  déterminer  convenablement,  d'après  les 
conditions  du  Problème,  les  fonctions  marquées  par  la  caractéristique/. 
Pour  cet  effet,  je  ferai  d'abord  x  —  o,  ce  qui  donnera  yot=/(t);  donc, 
puisqu'on  doit  avoir y0il  =  o  tant  que  t  =  i,  a, . . . ,  b  -+-  c  —  i,  il  s'ensuit 
qu'on  aura,  en  général,  f(s)  =  o,  s  étant  =  i,  2,  3, . . . ,  b-\-  c  —  1 . 

Ensuite  nous  ferons  t  =  o,  auquel  cas  on  doit. avoir,  comme  dans  le 
Problème  V,  ya.t0  =  i,  quel  que  soit  x;  faisant  donc  successivement 
x  =  o,  1,  2,.  .,  j'aurai,  en  général,  comme  dans  la  solution  du  n°  59,  en 
changeant  seulement  p  en  q  et  vice  versa, 

qsf(  —  s)+psf{s)  =  i  —  spq-* — pql  —      —^73 p*q3  +  ..-, 

S  -+-  I  s 

en  ne  prenant  dans  celte  série  que ou  -  +  1  termes. 

Enfin  je  ferai  t=b-\-c=n,  et  comme  on  doit  avoir  alors  aussi 
y.r,>,  =  !  1  quel  que  soit  x,  j'en  tirerai  de  la'même  manière  la  formule  gé- 
nérale 

„                                     s(s—  3)    ,   ,      s[s  —  4)'*  —  5)    ,   ,. 
!'/(»-»)+/)'/|B  +  i)  =  i-»W+ p'q-       -—3 -p3q3  +  ..-, 
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ou  bien 

q'f{ n  —  s) -h p'f(  n  +  s)  =  qsf{  —  s)  -+-  p'f{s). 

Par  le  moyen  de  ces  formules,  en  faisant  successivement  5  =  0, 1,2,..., 
on  pourra  trouver  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  inconnue  qui  entre 
dans  l'expression  générale  ci-dessus  de  yXjt- 

Mais  on  peut  simplifier  beaucoup  cette  solution  par  la  substitution  de 
1  —  zXyt  à  la  place  de yx<t.  Car  on  aura  d'abord  l'équation  différentielle 

zXtt  =  pzz-l,t+i  +  (1  —/>)**_,,,_„ 

qui  est  de  la  même  forme  que  l'équation  enyxy,  par  conséquent  on  aura 
aussi,  en  général,  en  employant  la  caractéristique  <p,  pour  désigner  une 
fonction  arbitraire, 

zXl,=  [qz<p(t  —  x)  -+-/>*  cp(  l  -+-  xj]  ■+  xpq  [qz~2y(l  +  2  —  x)  -hp*-1<p(t—  z-h  x)] 
-+-  -  —  p2q2[qx-'o{t  -i-  4  —  x)  -+- p*-Af{t  —  4 +  ■»)]  + 

Maintenant,  comme  en  faisant  x  =  o  on  doit  avoir  j0>,  =  o,  tant  que  / 
est  entre  les  limites  o  et  è  +  c,  on  aura  donc  z0,t=  *>  *  étant  =  1,2, 
3, . . . ,  b  -H  c  —  1  ;  et  comme  en  faisant  t  =  o  et  t  =  b  -+-  c,  on  doit  avoir 
yx>0—  1  etyXtb+e=i,  a; étant  positif  ou  zéro,  il  s'ensuit  qu'on  aura  zx0  —  o 
et  z.x,b+c  —  °>  x  étant  o,  1 ,  2, . . . . 

Donc  :  i°  on  aura,  en  faisant  x  =  o,  <p(t)  =  i;  donc,  en  général, 
f(s)  =  i  pour  toutes  ces  valeurs  de  s,  savoir  s  — ■  1 ,  2,  3, . . . ,  b  ■+-  c  —  1  ; 
20  en  faisant  t  —  o,  et  x  successivement  o,  1,  2,...,  on  trouvera,  en  gé- 
néral, 

q'(D\  —  s)  -i- psw  (S)  —  o, 

s  étant  o,  1,  2,  3,...  ;  3°  en  faisant  t  =  6  -+-  c,  et  a;  —  o,  1,  2,...,  on  trou- 
vera pareillement 

(/*<p(6  -+-  c  —  i)  -h  psy(b  -4-  c  +  «)  =  o, 

5  étant  aussi  =  o,  1 ,  2,  3 

IV.  3i    ' 
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Donc  enfin,  si  pour  plus  de  simplicité  on  met  l'expression  de  zXtt  sous 
la  forme 

zXJ  =  p'w(x  -+-  t)  -+-  xpx~'qy(x  -+-  t —  2)  H p*~2q2y(x  -+- t  —  4)  +  •  •  •> 

qu'ensuite  on  y  fasse  x  =  a,  t  =  c,  et  qu'on  reinette  1  —  p  à  la  place  de  q, 
on  trouvera,  pour  la  valeur  cherchée  deja>t.  =  1  — znc,  c'est-à-dire  pour 
le  sort  du  joueur,  la  formule  suivante 

1—  />°<B(a-t-c)  —  ap°-'(i  —  p)y{a  +  c  —  2)  —  p"~-  (1  —  p)2y(a-+-  c  —  4)—  •  ••, 

et  l'on  déterminera  les  valeurs  de  la  fonction  arbitraire  par  ces  conditions 

cp(5)  =  i,     s  étant  1,  2,  3,. . .,  b  ■+■  c  —  1, 
et 

ps  CÇ>  (  5  )  -+■■  (  I  —  />  y  9  (  —  •$  i  =  O,   ) 

[  5  étant  o,  1,  2,  3,. . .  à  l'infini. 

ps  <p  (  b  -+-  c  -+-  *  )  -1-  (  1  —  p  Y  9  (  b  -t-  c  —  ^  )  =  o,  ) 

Soit  par  exemple 

a  =  7,     6  =  2,     c  =  3, 

on  aura  la  formule 

1— />'<p(io)—  7/>6(i— p)<p(8)  +  2ips(i-i')2a'(6)  —  35/><(r—  />)3a)(4) 
—  35/>3(i  —  />),!p(2)  —  2i/>2(i  —  />)5op(o)  —  7/>(i  —  />)6?(  —  21  —  (1—  /»)'?(  —  4); 

or  la  condition 

<pC*)  =  i 

donne  d'abord 

9(2)  =  1,    <»(4)  =  '» 

ensuite  la  condition 

/jscp(*)  +  (i  —  p'y  ®(  —  s  )  =  o 


donnera 


(o)  =  0,        ,(-2)  =  -^—,         cp(_4)  =  -^7; 
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enfin  la  condition 

/>s<p(5  +  s)  -t-  (i  —  pf(f>(5  —  s)  =  o 
donnera 

9(6)  =  —  ^—J^,     9(8)  — —  {-1~P>  ,     o(io)  =  o. 
P  P 

Donc  substituant  ces  valeurs  on  aura  après  les  réductions 

i  —  ïj  p3(i  —  pY  —  i3jo4(i  —  pf 
pour  le  sort  cherché. 

Autre  solution  du  Problème  VI. 

62.  Je  vais  maintenant  résoudre  le  même  Problème  par  la  méthode 
de  l'Article  III;  mais  au  lieu  de  s'y  prendre  comme  on  a  fait  dans  la  troi- 
sième solution  du  Problème  précédent  (60),  où  l'on  a  regardé  comme 
donnés  les  termes  du  premier  rang  horizontal  et  ceux  du  premier  rang 
vertical  de  la  TVble  du  n°  6,  il  sera  plus  commode  ici  de  supposer  don- 
nés les  termes  des  deux  premiers  rangs  horizontaux;  ce  cjui  ne  demande 
que  de  réduire  la  valeur  de  /3'  à  une  expression  de  la  forme  suivante  (25) 

(3'  =     T  -+-  Ta  -+-  Va?  -+-  T"V  +  .  .  .  -+-  T«>  a' 
-+-  [,T  H-  ,T'a  H-  ,T"a2  -+-... -h  ,TC'-0.««-<  ]  (3  ; 

car  alors  on  aura  sur-le-champ  (27) 

fx,t  =  Tr,,.  +  T'j.,+,,„  —  T"jI+2,„  -t-  T'"/r+!,.+ ...  -1-  TWja  w.„ 

Or  comme  la  quantité  /3  doit  être  déterminée  (58,  61)  par  l'équation 

q  —  a{3-r/>(32  =  o, 
dont  les  deux  racines  sont 


_  q.zfay/a2-  \pq 
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si  l'on  désigne  ces  deux  racines  par  |3'et  j3",  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

A  =  T  +  Ta  -+-  T'a.'  +  T'a?  -+- . . .  '-+■  T<'>«', 
,A  =  ,T  -+-  ,T'«  +  ,T'V  +  .  .  .  +  JC-Oa'-'i 


on  aura (28 


d'où  l'on  tire 


(3"=A+,A(3',     (3"'  =  A+,A(3", 


A  __  («-t-  y/ a2—  4j>g)'  '—(«— y/a'  — 4/>g)'   '  ^ 

(2p)'-'v/a:!-4pg 

A  _  (a  +  y/a:2— 4P?)'—  («  —  y/«2—  4fg)' . 
(2/>)V«2—  4p? 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  développer  ces  puissances  «"'""  et  (ï—  i  )**'""  et 
ordonner  ensuite  les  termes  par  rapport  à  a,  on  aura  les  valeurs  des  coef- 
ficients T,  T',  T",...,  ainsi  que  ceux  de  ,T,  ,T",  T",...,  en  p,  q  et  2;  mais 
on  n'aura  pas  même  besoin  de  connaître  ces  valeurs,  comme  on  va  le 
voir. 

En  effet,  comme  les  conditions  du  Problème  demandent  que  yXfl  =  r< 
x  étant  positif  quelconque  ou  zéro  (61),  si  l'on  fait  yu.yl  =  i  —  ux,  il  est 
clair  que  l'expression  de  yXtl  deviendra 

yXil  =  A  -+-  ,A  —  ,Ti«,  —  ,T'  ux+.,  —  ,T"  uz+-1  — ...  —  ,T('-'  >  ux+t-\ , 

en  supposant  que  dans  les  quantités  A  et  ,A  on  ait  fait  a=,i;  or 

(3' =  A  h-, A (3, 

et,  à  cause  de  q--  i  —  p,  si  l'on  fait  ]3  =  i,  on  a  a  —  i  d'après  l'équation 

q  —  a  (3  -1- J9  (32  =:  o  ; 

donc 

i  =  A-KA 
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lorsque  «  =  i;  donc 

y*.i  =  i  —  ,T«x  —  ,T'  «*+,  —  ,T"  m*+?  — ...  —  ,T('-0  Mi+,_,. 

Ensuite  il  faut  aussi,  par  les  conditions  du  Problème,  que  yx,b+c  =  i, 
x  étant  positif  quelconque  ou  zéro;  donc  si  l'on  dénote  par  B,  B',  B",... 
les  valeurs  de  ,T,  ,1",  T",...  lorsque  t  =  b  -+-  c,  on  aura  pour  la  détermi- 
nation des  quantités  ux  l'équation 

B  ux  -+-  B'«x+,  -+-  B"«I+J  -t-  . .  .  -t-  B('-')«I+s+[_l  =  o, 

d'où  l'on  voit  que  ces  quantités  forment  une  suite  récurrente  simple  de 
l'ordre  b  H-  c —  i;  en  sorte  que  si  l'on  fait  l'équation 

(a)  B-t-  B'a-4-B"a2-f-B"'a3-t-.  .  .  +  B(^£-,V4I-'  =  o, 

et  qu'on  dénote  par  a',  ce",  a'",...  les  différentes  racines  de  cette  équation, 
on  aura,  en  général  (Article  I), 

uz  —  Ma"  -4-  N a."x  +  V*"'x  -+- . . . , 

M,  N,  P,...  étant  des  constantes  indéterminées. 

On  fera  donc  cette  substitution  dans  l'expression  ci-dessus  de  yxC,  et 
comme  l'on  a,  en  général, 

,A  =  ,T-4-,T'a+,T"a2H-... 

si  l'on  dénote  par  ,A',  ,A",  ,A'", ...  les  valeurs  de  ,A  qui  répondent  à 
u  =  a',  a",  a'" , . . . ,  on  aura 

(  b  )  yXit  —  i  —  M  ,AVX  —  N  ,A'V*  —  P,  A'V"'C  —  . . . , 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  les  b  -+-  c  —  i  constantes  au  moyen 
de  la  dernière  condition  du  Problème  qui  est y0>[  —  o,  t  étant  i,  2,  3,..., 
b  -+-  c  —  1;  de  sorte  qu'il  faudra  que  ces  constantes  soient  telles,  que  l'on 
ait  {x  étant  =  o) 

(c)  M„A'  -+-  N,A"-t-P,A"'  -+-...  =  1, 
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en  supposant  successivement  t  =  i,  2,  3,...,  b  -+-  c  —  1  dans  les  quan- 
tités ,A',  ,A",  ,.4'",  — 

Or  il  est  visible  que  l'équation  (a)  ci-dessus  n'est  autre  chose  que 
celle-ci  A  =  o  en  y  faisant  /  =  b  -+-  c;  de  plus,  si  l'on  fait 

a.  =  2  si pq  cos6, 

il  est  clair  que  l'expression  de  rA  trouvée  plus  haut  deviendra 

x-d.  /g Y  sintB 


VI 


PJ   \Jpgsin6 
donc,  faisant  t  ==  b -h  c,  l'équation  dont  il  s'agit  deviendra 

sin(  b  -+-  c)  9  _ 
sinô 

d'où  l'on  tire 

6  -1-  c' 

7i  étant  l'angle  de  180  degrés  et  1  un  nombre  quelconque  de  la  suite  1, 

2,  3, b  +  c  —  1.  On  connaîtra  par  là  les  b  -t-c—  1  racines  a  ,  a", 

a'", . . . ,  ainsi  que  les  quantités  correspondantes  ,A',  ,A",  ,A", . . .  ;  el  l'on 
aura,  en  général, 

.        htlt 

,  /      -  \  ,     sin  7 

/7T  .  ...  /         /</  \  0  -+-  C 


«W  =  3v^cos^,    .^X,  =  (\/| 


Substituant  donc  ces  valeurs  dans  la  formule  (b)  et  faisant  pour  plus 
de  simplicité 

b  ■+■  c  =  n 


et 

M 


sjpq  sin  £  v//>9  sin  ^ 


(2),. 
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^•(v^y 


l(i)lcos-)   sin  —  -+-  (2)  (cos  —  )    sin — - 


+  3     cos —     sin h. . . -f-  (n  —  1)    cos- sin ; 

\         11  /  n  \  n       J  n        J 

et  l'équation  (c)  par  laquelle  il  faudra  déterminer  les  constantes  (1),  (2), 
13) (n—  1)  sera 


•.sin h  ...  -+-  (n  —  1  )  sin  =  I  i  /  £     » 


laquelle  devra  avoir  lieu  en  faisant  successivement  t  =  i,  2,  3,...,  n—  1 . 
Pour  tirer  de  là  la  valeur  de  chacune  de  ces  constantes,  il  n'y  aura 
qu'à  multiplier  toute  l'équation  parle  sinus  qui  a  pour  coefficient  la  con- 
stante qu'on  veut  déterminer,  et  ajouter  ensuite  ensemble  les  «  —  i  équa- 
tions particulières  qui  répondent  à  t  =  i,  2,  3,...,  n  —  1;  par  ce  moyen 
toutes  les  autres  constantes  disparaîtront,  et  la  constante  cherchée  se 

trouvera  multipliée  par  -;  c'est  de  quoi  on  peut  s'assurer  par  les  for- 
mules connues  pour  la  sommation  des  suites  formées  de  sinus  ou  de  co- 
sinus. 

Ainsi  pour  avoir,  en  général,  la  valeur  de  (p.)  on  multipliera  l'équa- 
tion par  sin  " — >  et,  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  il  viendra 


^)  =  i/Psin^  +  P  sin  Itl  +  ...+  (JE 
2  vr/       V   q  n         q  n  \\   q 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  par  les  formules 
connues  à 


v^KvlïHr 


V 


p         P-71        p 

i-  cos h  £ 

q  n         q 
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le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  y.  impair,  et  l'inférieur  pour  celui 

de  \j.  pair. 

On  aura  donc,  en  général, 


* 


I—  1\/  —  cos-^  -+-  — 
\    q  n  q 


d'où,  en  faisant  successivement  fj.  =  i,  2,  3,...,  n  —  1,  on  tirera  les  va- 
leurs des  constantes  (1),  (2),  (3),...,  qu'on  substituera  dans  l'expression 
ci-dessus  de  yxy,  ensuite  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  x  =  a  et  t  =  c  pour 
avoir  la  valeur  du  sort  demandé. 

Remarque. 

63.  Le  Problème  précédent  revient  à  celui  qui  concerne  la  durée  des 
parties  que  l'on  joue  en  rabattant,  et  dont  MM.  de  Monmort,  Bernoulli 
et  Moivre  se  sont  occupés.  (Voyez  l'Ouvrage  de  Monmort,  page  268, 
deuxième  édition;  celui  de  Moivre,  page  191,  troisième  édition.) 

On  propose  ordinairement  ce  Problème  ainsi  :  Deux  joueurs  ayant 
chacun  un  certain  nombre  de  jetons  jouent  ensemble  à  cette  condition  que 
celui  qui  perdra  une  partie  donnera  un  jeton  à  l'autre;  on  demande  com- 
bien il  y  a  à  parier  que  le  jeu,  qui  peut  durer  à  l'infini,  sera  fini  en  un  cer- 
tain nombre  de  parties  au  plus ,  en  sorte  que  l'un  des  deux  joueurs  aura 
gagné  tous  les  jetons  de  l'autre.  Il  est  facile  de  comprendre  que  si  l'on 
dénote  par  b  et  c  les  nombres  des  jetons  des  deux  joueurs,  par  p  et  1  —p 
ou  q  les  probabilités  respectives  que  ces  joueurs  ont  pour  gagner  chaque 
partie,  et  par  a  le  nombre  des  parties  dans  lequel  on  parie  que  le  jeu 
finira,  il  est  «facile,  dis-je,  de  comprendre  que  l'on  aura  exactement  le 
cas  de  notre  Problème  VI.  Aussi  des  deux  solutions  que  nous  venons 
de  donner  de  ce  Problème,  la  première  répond  à  la  méthode  du  Pro- 
blème LXIII,  et  la  seconde  répond  à  celle  du  Problème  LXVIII  de  l'Ou- 
vrage cité  de  Moivre;  mais  nos  solutions  ont  l'avantage  d'être  plus  di- 
rectes, plus  générales  et  plus  analytiques  que  celles  de  cet  Auteur. 
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Le  Problème  V  ci-dessus  peut  aussi  se  rapporter  à  la  durée  des  parties: 
mais  il  faut  supposer  que  l'un  des  joueurs  ayant  d'abord  b  jetons,  l'autre 
n'en  ait  aucun,  et  que  le  jeu  ne  finisse  que  lorsque  celui-ci  aura  gagné 
les  b  jetons  de  son  adversaire. 

Problème  VII. 

64.  Soit  un  nombre  a  d'urnes  rangées  de  suite,  et  dont  chacune  con- 
tienne n  billets  en  partie  blancs  et  en  partie  noirs  à  volonté;  que  l'on  tire 
à  la  fois  de  chacune  de  ces  urnes  un  billet  au  hasard  et  que  l'on  mette  en- 
suite le  billet  tiré  de  chaque  urne  dans  l'urne  suivante,  en  observant  de 
mettre  dans  la  première  urne  le  billet  tiré  de  la  dernière:  on  demande  quel 
sera  probablement  le  nombre  des  billets  noirs  dans  chaque  urne  après  un 
nombre  b  de  pareils  tirages 

Soit  yx_t  le  nombre  des  billets  noirs  qu'il  y  aura  probablement  dans 
l'urne  x"""e  après  t  tirages;  il  est  facile  de  voir  qu'après  un  nouveau  tirage 

ce  nombre  sera  probablement  augmenté  de  ——S  et  diminué  de  —S  de 
sorte  que  l'on  aura  l'équation 


qui  se  réduit  à  cette  forme 

Ici  les  quantités  données  sont  les  valeurs  de  yXJt  lorsque  /  =  oet  que 
x  =  i,  2,  3,...,  n,  lesquelles  indiquent  les  nombres  des  billets  noirs 
qu'il  y  a  dans  chaque  urne  avant  le  premier  tirage:  de  sorte  qu'une  des 
conditions  du  Problème  est  que  les  termes  ja0  soient  tous  donnés  depuis 
ce  =  o  jusqu'à  ce  =  n  inclusivement;  l'autre  condition  à  laquelle  il  faut 
satisfaire  est  que  les  billets  tirés  de  la  dernière  urne  rentrent  toujours 
dans  la  première;  et  il  est  clair  que  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  supposer  que 
la  a'eme  urne  précède  la  première,  c'est-à-dire  que  cette  urne  soit  aussi 
IV.  32 
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la  o'eme;  en  sorte  que  la  valeur  de  yx>t  qui  répond  à  x  —  a  soit  toujours 
identique  avec  celle  qui  répondra  àï=o;  ce  qui  donnera  cette  autre 
condition  ya>t  =  yot,  quel  que  soit  t. 

Maintenant  si  l'on  rapporte  l'équation  différentielle  trouvée  ci-dessus 
à  la  formule  (F)  du  n°  7,  on  a 

A=i,     B  =  n — i,     B'=o,     C'= — n; 

ce  qui  rentre  dans  le  second  cas  du  n°  11;  en  sorte  que,  à  cause  de 

_B  i_  A^  _       i 

P~  ~G~  I_n'      q~  "B  —  >7^7' 

on  aura  sur-le-champ 

/      i\'r  i  t{t  —  i)  I 

le  nombre  des  termes  étant  t-\-i. 

Or  comme  on  doit  avoir  yot  =  yat,  quel  que  soit  t,  il  est  visible  que 
pour  satisfaire  à  cette  condition,  il  faudra  que  l'on  ait 

j».,=r„,o,  /-,,„= /„_,,„,  j_3,„ =/„-,,»,..., 

et,  en  général, 

y-Slo—yas,a, 

s  étant  un  nombre  positif  quelconque  ou  zéro.  Ainsi,  comme  les  valeurs 
Je  yx,o  sont  supposées  connues  depuis  x  =  i  jusqu'à  x  =  a  inclusive- 
ment, on  connaîtra  toutes  les  valeurs  de  yXt0  qui  peuvent  entrer  dans 
l'expression  précédente  de  yXJ. 

Corollaire. 

65.  Si  l'on  ne  voulait  pas  que  les  billets  tirés  de  la  dernière  urne  ren- 
trassent dans  la  première,  mais  qu'on  mît  toujours  dans  celle-ci  un  billet 
blanc  après  chaque  extraction ,  il  n'y  aurait  alors  qu'à  supposer  que 
l'urne  o,ème  qui  est  censée  précéder  la  première  urne,  ne  contînt  que  des 
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billets  blancs,  ce  qui  donnerait  j0/  —  o,  t  étant  quelconque;  et  l'on  ver- 
rait aisément  que  pour  satisfaire  à  cette  condition,  il  faudrait  supposer 

r»,»  =  °.  r-M  =  o,  .r-,,o  =  o, . . . , 

et,  en  général, 

r-s,o  =  o, 

tétant  un  nombre  quelconque  positif  ou  zéro.  Ainsi  il  ne  faudrait,  dans 
ce  cas,  prendre  que  x  termes  de  l'expression  générale  de  yxt,  en  négli- 
geant tous  les  suivants. 

En  général,  si  l'on  suppose  que  chaque  billet  tiré  de  la  première  urne 
soit  remplacé  par  un  billet  tiré  au  hasard  suivant  une  loi  quelconque  qui 
varie,  si  l'on  veut,  à  chaque  tirage,  de  manière  que  la  probabilité  que  ce 
billet  soit  noir  soit  une  fonction  quelconque  donnée  de  t  que  nous  dési- 
gnerons par  (t),  on  considérera  que,  comme  la  probabilité  que  le  billet 
qui  entre  dans  l'urne  xième  au  tème  tirage  soit  noir  est  représentée  par 

— —  dans  la  solution  précédente,  la  probabilité  (t)  qui  répond  à  la  pre- 
mière urne  pour  laquelle  x  =  i  sera  — ;  de  sorte  qu'on  aura  j0jf  =  n(t); 

par  conséquent  on  connaîtra  le  premier  rang  vertical  de  la  Table  du  n°  6; 
et  de  là  on  pourra,  parles  formules  du  n°  11,  déduire  les  valeurs  de  j_i0. 
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SUR  L'ALTÉRATION 


MOYENS  MOUVEMENTS  DES  PLANÈTES 


(Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettrt 
de  Berlin,  année  1776.) 


Une  des  déterminations  les  plus  importantes  et  en  même  temps  les 
plus  difficiles  de  la  théorie  des  planètes  est  celle  de  leurs  moyens  mou- 
vements ou  de  la  durée  de  leurs  révolutions.  Les  Astronomes,  en  com- 
parant les  observations  modernes  avec  les  plus  anciennes  dont  la  mémoire 
nous  ait  été  conservée,  ont  cru  remarquer  que  les  mouvements  moyens 
de  Saturne,  de  Jupiter  et  de  la  Lune  n'étaient  pas  uniformes,  que  celui 
de  Saturne  paraissait  se  ralentir  de  siècle  en  siècle,  et  que  ceux  de  Jupi- 
ter et  de  la  Lune  paraissaient  au  contraire  "sujets  à  des  accélérations  con- 
tinuelles; ils  ont  en  conséquence  introduit  dans  les  Tables  de  ces  planètes 
des  équations  séculaires  qui  doivent  s'appliquer  à  leurs  moyens  mouve- 
ments supposés  uniformes. 

L'équation  séculaire  de  Saturne  est,  d'après  les  Tables  de  Halley,  de 
['24"  pour  le  premier  siècle,  et  augmente  ensuite  comme  les  carrés  des 
temps;  celle  de  Jupiter  est  seulement  de  36"  pour  le  premier  siècle,  et 

(*)  Lu  le  24  octobre  1776. 
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augmente  de  même  comme  les  carrés  des  temps;  enfin  l'équation  sécu- 
laire de  la  Lune  est,  suivant  les  dernières  Tables  de  Mayer,  de  9"  pour  le 
premier  siècle,  et  croît  aussi  comme  les  carrés  des  temps. 

Quelques  Astronomes  avaient  cru  apercevoir  aussi  une  accélération 
continuelle  dans  le  mouvement  moyen  de  la  Terre;  mais  soit  qu'on  n'ait 
pas  regardé  cette  altération  comme  suffisamment  constatée,  ou  que  la 
quantité  en  soit  assez  petite  pour  pouvoir  être  négligée,  il  parait  qu'on 
n'a  pas  encore  pensé  à  y  avoir  égard  dans  les  Tables  du  Soleil. 

A  l'égard  des  mouvements  moyens  des  autres  planètes,  on  n'y  a  jus- 
qu'à présent  découvert  aucune  altération  sensible;  du  moins  il  n'en  a 
jamais  été  question,  que  je  sache,  dans  les  Tables  de  Mars,  de  Vénus  et 
de  Mercure. 

Comme  le  système  de  la  gravitation  universelle  suffit  pour  expliquer 
les  inégalités  périodiques  des  planètes,  il  est  naturel  de  regarder  aussi 
cette  même  gravitation  comme  la  cause  de  leurs  inégalités  séculaires; 
mais  il  est  infiniment  plus  difficile  d'en  déduire  ces  dernières  inégalités 
que  les  premières,  tant  à  cause  de  leur  petitesse,  que  parce  que  le  calcul 
le  plus  épineux  et  le  plus  délicat  est  nécessaire  pour  assigner  et  distin- 
guer dans  les  équations  différentielles  tous  les  différents  termes  qui  peu- 
vent les  produire.  Aussi  voyons-nous  que  les  Géomètres  qui  se  sont 
occupés  jusqu'à  présent  de  cet  objet  sont  parvenus  à  des  résultats  dif- 
férents. 

M.  Euler,  dans  sa  première  Pièce  sur  les  irrégularités  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  n'a  trouvé  aucune  équation  séculaire;  mais,  dans  sa  seconde 
Pièce  sur  le  même  sujet,  il  trouve  une  équation  séculaire  égale  pour 
l'une  et  l'autre  planète  et  de  2' 24"  pour  le  premier  siècle,  à  compter 
de  1700;  ce  qui  ne  s'accorde  guère  avec  les  observations. 

Dans  l'Essai  que  j'ai  donné  sur  cette  matière  dans  le  tome  III  des  Mé- 
moires de  Turin,  je  suis  arrivé  à  des  résultats  plus  conformes  aux  obser- 
vations, et  j'ai  trouvé  pour  Saturne  une  équation  séculaire  soustractive 
du  moyen  mouvement,  dont  la  quantité  est  i4",22i  au  bout  de  la  pre- 
mière révolution  comptée  de  1750,  et  pour  Jupiter  une  équation  sécu- 
laire additive  à  son  moyen  mouvement  et  qui  monte  à  2",  740  pendant  la 
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première  révolution  comptée  depuis  la  même  époque  (*).  Mais  M.  de  La- 
place  ayant  poussé  l'approximation  plus  loin  que  je  n'avais  fait,  et  ayant 
calculé  plus  exactement  les  différents  termes  qui  pouvaient  produire  des 
inégalités  croissantes  comme  les  carrés  des  temps  dans  les  mouvements 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  a  reconnu  le  premier  que  ces  termes  se  com- 
pensent et  se  détruisent  ou  entièrement  ou  presque  entièrement,  et  ne 
laissent  par  conséquent  qu'un  résultat  nul  ou  trop  petit  pour  qu'on  doive 
y  avoir  égard.  Et  comme  cette  compensation  est  indépendante  des  va- 
leurs particulières  des  éléments  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on 
en  peut  conclure,  en  général,  que  l'attraction  réciproque  des  planètes 
ne  saurait  altérer  sensiblement  leurs  moyens  mouvements,  du  moins  tant 
que  leurs  orbites  sont  supposées  à  très-peu  près  circulaires,  et  leurs 
masses  très-petites  vis-à-vis  de  celle  du  Soleil,  ce  qui  est  le  cas  de  toutes 
les  planètes  de  notre  système. 

Quant  à  la  Lune  en  particulier,  les  Géomètres  qui  ont  travaillé  sur  la 
tbéorie  de  cette  planète  n'ont  jamais  rencontré  dans  l'équation  différen- 
tielle de  son  orbite  des  termes  qui  puissent  donner  une  équation  sécu- 
laire dans  son  mouvement  moyen,  quelque  loin  qu'ils  aient  d'ailleurs 
porté  la  précision  dans  leurs  calculs;  il  restait  seulement  à  examiner  si 
la  figure  non  spbérique  de  la  Terre  et  de  la  Lune  pourrait  avoir  quelque 
influence  dans  le  mouvement  moyen  de  la  Lune;  c'est  ce  que  j'ai  fait 
dans  ma  Pièce  sur  cette  question,  et  j'ai  trouvé  que  les  termes  qui  pour- 
raient produire  une  accélération  dans  le  mouvement  moyen  de  la  Lune 
se  détruisent  aussi  à  très-peu  près  les  uns  les  autres;  résultat  analogue 
à  celui  de  M.  de  Laplace  pour  Jupiter  et  Saturne.  D'où  l'on  peut  aussi 
conclure,  en  général,  que  la  non-sphéricité  des  corps  célestes  ne  peut 
pas  non  plus  produire  une  altération  sensible  clans  leurs  moyens  mouve- 
ments. Il  est  vrai  que  comme  on  n'est  parvenu  à  ces  résultats  que  par 
des  méthodes  d'approximation,  on  ne  doit  pas  les  regarder  comme  tout 
à  fait  rigoureux;  cependant,  de  ce  que  les  termes  qui  donneraient  une 
équation  séculaire  se  détruisent  d'eux-mêmes  dans  la  première  approxi- 

(*)  OEiwies  de  Lrtgrange,  t..  I,  p.  609. 
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mation,  on  est  porté  à  penser  qu'il  en  sera  de  même  des  termes  prove- 
nant des  approximations  suivantes;  mais  le  calcul  nécessaire  pour  s'en 
assurer  serait  si  pénible  par  sa  longueur,  que  personne  ne  sera  jamais 
tenté  de  l'entreprendre;  d'ailleurs  on  ne  pourrait  jamais  parvenir,  par  ce 
moyen,  qu'à  des  conclusions  approchées,  et  il  resterait  toujours  douteux 
si  la  proposition  est  vraie  en  toute  rigueur.  Heureusement  j'ai  trouvé 
moyen  de  la  démontrer  à  priori,  et  sans  supposer  que  les  orbites  des  pla- 
nètes soient  à  très-peu  près  circulaires;  c'est  ce  que  je  vais  développer 
dans  ce  Mémoire  avec  tout  le  détail  dû  à  l'importance  et  à  la  difficulté  de 
la  matière. 

1.  On  sait  que  si  un  corps  se  meut  autour  d'un  centre  fixe  ou  regardé 
comme  fixe,  en  vertu  d'une  impulsion  primitive  quelconque  et  d'une 
force  tendante  continuellement  vers  ce  centre,  et  toujours  réciproque- 
ment proportionnelle  au  carré  de  sa  distance  au  centre,  on  sait,  dis-je, 
que  ce  corps  doit  décrire  une  ellipse  ayant  le  centre  dont  il  s'agit  dans 
un  de  ses  foyers,  de  manière  que  les  aires  parcourues  autour  de  ce  foyer 
soient  proportionnelles  au  temps,  et  que  la  durée  de  chacune  de  ses  ré- 
volutions sera  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  cube  de  la  distance 
moyenne  ou  du  demi-grand  axe  de  l'ellipse  divisé  par  la  force  centrale 
absolue.  C'est  ce  que  Newton  a  démontré  le  premier,  et  une  foule  d'Au- 
teurs après  lui. 

Mais,  si  à  cette  force  se  joignent  d'autres  forces  particulières  qui  en 
altèrent  la  direction  et  la  quantité,  alors  l'orbite  du  corps  sera  d'autant 
plus  différente  de  l'ellipse  qu'il  aurait  décrite  sans  ces  nouvelles  forces, 
que  ces  forces  mêmes  seront  considérables  vis-à-vis  de  la  force  tendante 
au  centre  et  agissante  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Cepen- 
dant lorsque  les  forces  perturbatrices  sont  fort  petites  par  rapport  à  la 
force  principale,  et  que  par  conséquent  l'orbite  du  corps  ne  doit  s'éloi- 
gner que  très-peu  de  la  figure  elliptique,  on  peut  supposer  que  cette  or- 
bite est  une  véritable  ellipse,  mais  dont  les  dimensions  et  la  position  va- 
rient d'un  instant  à  l'autre. 

De  cette  manière  les  dérangements  produits  par  les  forces  perturba- 
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trices  reviennent  à  la  variation  des  six  éléments  de  l'orbite  elliptique, 
lesquels  sont  le  grand  axe  de  l'ellipse,  l'excentricité,  la  position  du  grand 
axe  ou  de  la  ligne  des  apsides,  l'inclinaison  du  plan  de  l'ellipse  à  un  autre 
plan  donné,  la  position  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  ou  de 
la  ligne  des  nœuds,  et  l'époque  du  moyen  mouvement,  c'est-à-dire  la 
valeur  de  la  longitude  moyenne  pour  un  temps  donné;  et  la  question  se 
réduit  à  trouver  la  loi  de  ces  variations,  c'est-à-dire  les  valeurs  différen- 
tielles des  éléments  dont  il  s'agit  regardés  comme  variables.  Mais  nous 
n'aurons  pas  même  besoin  pour  notre  objet  de  connaître  les  variations 
de  tous  ces  éléments;  car  comme  dans  les  orbites  invariables  la  durée 
des  révolutions  ne  dépend  que  de  la  grandeur  du  grand  axe  de  l'ellipse, 
il  est  naturel  d'en  conclure  que  dans  les  orbites  variables  il  n'y  a  aussi 
que  les  variations  du  grand  axe  qui  puissent  influer  sur  la  durée  du  temps 
périodique;  en  effet,  quand  les  variations  des  éléments  sont  très-petites, 
on  peut  sans  erreur  sensible  imaginer  que  ces  éléments  demeurent  les 
mêmes  durant  chaque  révolution,  et  qu'ils  ne  changent  que  d'une  révo- 
lution à  l'autre;  et  dans  cette  hypothèse  il  est  visible  que  les  variations 
du  temps  périodique  ne  peuvent  venir  que  de  celles  du  grand  axe. 

2.  Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  les  variations  que  doit  subir  le 
grand  axe  de  l'orbite  elliptique  d'un  corps  mû  autour  d'un  centre  fixe, 
en  vertu  d'une  force  réciproquement  proportionnelle  au  carré  de  la  dis- 
tance, et  dérangé  en  même  temps  par  des  forces  perturbatrices  données 
et  très-petites  vis-à-vis  de  la  force  principale. 

Pour  traiter  cette  question  d'une  manière  directe  et  générale,  je  rap- 
porte à  chaque  instant  la  position  du  corps  à  trois  coordonnées  rectan- 
gles x,  y,  z,  dont  je  suppose  que  l'origine  soit  dans  le  centre  de  la  force 
principale;  nommant  F  la  valeur  de  cette  force  à  la  distance  i,  et  r  la 
distance  du  corps  au  centre,  c'est-à-dire  le  rayon  vecteur  de  l'orbite,  en 

sorte  que 

/■=  \Jx7  -\-  y2  -4-  z%, 

F 

j'aurai  —  pour  l'expression  générale  de  cette  force,  laquelle  étant  dé- 

33. 
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composée  suivant  les  trois  coordonnées  x,  y,  z,  donnera  ces  trois-ci 

Fx      Fy      Fs 

Je  suppose  de  plus  que  toutes  les  forces  perturbatrices  soient  réduites  à 
trois  dirigées  suivant  les  mêmes  coordonnées,  et  je  nomme  X,  Y,  Z  ces 
trois  forces  résultantes.  On  aura  donc  par  les  premiers  principes  de  la 
Dynamique,  en  prenant  l'élément  du  temps  dt  pour  constant,  ces  trois 
équations 


d-x        Fx 
~dF  "■"  "r3" 

d'y        Fr 

— - — I — 

dt2  r3 


X  =  o, 
Y=o, 


d'z         Fz 

-77T  +  -rr  +  Z  =  o, 


lesquelles  serviront  à  déterminer  le  mouvement  du  corps  en  vertu  des 

F 

forces  — ;5  X,  Y,  Z. 


3.  Supposons  d'abord  que  les  forces  perturbatrices  X,  Y,  Z  soient 
nulles,  on  aura  le  cas  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  un  centre  fixe 

F  , 

par  une  force  —;  et  l'on  pourra,  par  les  formules  connues,  trouver  les 

valeurs  des  trois  coordonnées  x,  y,  z  en  t;  mais  nous  n'aurons  pas  même 
besoin  de  connaître  ces  valeurs;  il  nous  suffit  de  remarquer  : 

i°  Que  ces  valeurs  doivent  être  les  intégrales  complètes  et  finies  des 
trois  équations  différentio-différentielles 

dïx        Fx  d2y       Fr  d-z       Fz 

-T7T  H r  =  °»       -J7T  +  ~  =0,       -JTT  h r  =  o, 

dV  rz  dt-  /-  dt-         r3 

et  qu'elles  doivent  par  conséquent  renfermer  six  constantes  arbitraires; 

2°  Que  ces  constantes  seront  précisément  les  six  éléments  de  l'orbite 
elliptique  dont  nous  avons  parlé  plus  haut; 

3°  Que,  si  l'on  différentie  les  trois  intégrales  dont  il  s'agit,  on  aura 


DES  MOYENS  MOUVEMENTS  DES  PLANETES.  261 

six  équations  à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  tes  six  constantes 

,  .,     .  M    dx    dr    dz      -,  ,  .     .    .     , 

arbitraires  en  x, y,  z,  t,  j-,  -j-,  -7-;  de  sorte  qu  on  aura  ainsi  six  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre,  dont  chacune  renfermera  une 
constante  arbitraire,  et  sera  par  conséquent  une  intégrale  première  des 
trois  équations  différentio-différentielles  proposées. 

4.  Soit  donc 

V=/r 

une  de  ces  équations  du  premier  ordre,  V  étant  une  fonction  donnée  de 

x, y,  z,  t,  -j-i  -j-i  -r-1  et  k  une  constante  arbitraire;  on  aura  par  la  dif- 

férentiation 

dV  =  o, 

équation  différentielle  du  second  ordre  qui  ne  contenant  plus  de  con- 
stantes arbitraires  devra  être  identique  avec  les  équations  différentio- 
différentielles  proposées;  d'où  il  s'ensuit  que  si  dans  l'expression  de  d\ 
on  substitue  à  la  place  des  différentielles  secondes 

,  dx       .  dy       .  dz 
dt  dt  dt 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  dont  il  s'agit,  et  qui  sont 
-i£dt,    -*Zdt,    -l4dt, 


cette  expression  devra  devenir  identiquement  nulle,  en  sorte  qu'il  faudra 
que  tous  ses  termes  se  détruisent  entre  eux,  et  indépendamment  de  toute 

relation  entre  les  quantités  x,  y,  z,  t,  —■>  ^  -j-  qui  composeront  cette 

expression  de  dY.  Et  la  même  chose  aura  lieu  également  à  l'égard  de 
chacune  des  six  équations  du  premier  ordre  qu'on  aura  trouvées. 

5.  Cela  posé,  si  l'on  veut  maintenant  avoir  égard  aux  forces  perturba- 
trices X,  Y,  Z,  il  n'y  aura  qu'à  considérer  que  l'effet  de  ces  forces  con- 
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siste  en  ce  que  les  valeurs  des  différentielles  secondes 


dx         ,  dy        ,  d 

u  — 

son! 


dt  dt  dt 


Vx  Fr  F  2 

-  —  dt-Xdt,     -tZdt  —  Ydt, -dt-Zdf, 

r3  ?'3  r3 

si  donc  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dY  du  numéro  pré- 
cédent, il  arrivera  nécessairement  que  tous  les  termes  de  cette  expression 
se  détruiront,  à  l'exception  de  ceux  qui  viennent  de  la  substitution  des 

doc         dy         dz 
quantités  —  Xdt,  —  Ydt,  —  Zdt  à  la  place  de  d-^-,   d  -^>   d  jji  on 

aura  donc  dans  ce  cas 

dY        v  ,         d\         ,r  ,         rfV        „  ,  , 
dY=  —j-  i  —  Xdt)  h j-  {  —  Ydt)  h -r-  {—Zdt). 

d  —7-  d-r-  d  -j- 

dt  dt  dt 

Or,  dans  le  cas  où  les  forces  perturbatrices  étaient  nulles,  on  a  eu  V  =  k, 
k  étant  un  des  éléments  de  l'orbite  elliptique;  donc,  si  l'on  veut  que 
l'effet  des  forces  perturbatrices  consiste  à  faire  varier  ces  éléments,  il 
n'y  aura  qu'à  regarder  la  quantité  k  comme  variable,  ce  qui  donnera 
dY '  =  dk\  donc  on  aura 

/  dY   v        d\   xr        dY  „\    , 

dk=z—     — 5-  X  h j-  Y  -A i-  Z  \  dt, 

,  dx  ,  dy  ,  dz 

d-r-  d  -f-  d  -=- 

dt  dt  dt 

d'où  l'on  connaîtra  les  variations  de  k  en  vertu  des  forces  X,  Y,  Z. 

Et  l'on  aura  des  formules  semblables  pour  les  variations  de  chacun 
des  six  éléments  de  l'orbite  du  corps  supposé  elliptique. 

6.  On  voit  par  là  que  les  six  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
telles  que  Y  =  k,  seront  de  la  même  forme,  soit  que  les  forces  perturba- 
trices X,  Y,  Z  soient  nulles  on  non,  la  seule  différence  étant  dans  la  va- 
leur des  quantités  k  qui  sont  constantes  dans  le  premier  cas'et  variables 

dans  le  second;  donc,  si  l'on  élimine  les  trois  différences  premières  -r--, 
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-r-i  -4ri  on  aura  trois  équations  finies  qui  seront  encore  de  la  même  forme 
dans  les  deux  cas;  d'où  l'on  doit  conclure  que  les  valeurs  finies  de  x,  y, 
s,  ainsi  que  celles  de  leurs  différences  premières  -7-5  -^->  -3-j  seront  tou- 
jours exprimées  de  la  même  manière  par  le  temps  t  et  par  les  six  élé- 
ments de  l'orbite,  soit  que  ces  éléments  soient  constants  ou  variables; 
par  conséquent  on  pourra  toujours  regarder  ces  éléments  comme  con- 
stants pendant  un  temps  infiniment  petit. 

7.  Appliquons  maintenant  cette  théorie  à  la  recherche  des  variations 
du  grand  axe  de  l'orbite  elliptique.  Pour  cela  il  suffit  de  se  rappeler  que 
si  l'on  nomme  p  le  demi-paramètre  de  l'ellipse,  e  son  excentricité,  r  le 
rayon  vecteur  partant  d'un  des  foyers,  ç>  l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec 
une  ligne  fixe ,  et  a  l'angle  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  fait  avec  la 
même  ligne,  en  sorte  que  y  —  a  soit  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  le 
grand  axe  de  l'ellipse,  on  aura  par  la  nature  de  l'ellipse  l'équation 


1  +  ecos(cp  —  a) 
de  plus  on  aura  par  les  propriétés  du  mouvement  dans  l'ellipse 

r2dy  =  dt\j¥p; 
or  nommant  a  le  demi-axe  on  a,  comme  l'on  sait, 

p  =  a  (  1  —  e2); 

ainsi  l'on  aura  trois  constantes  a,  e  et  «,  qu'on  pourra  déterminer  à 
l'aide  des  trois  équations 


1  -H  ecos(cp  — 

ce) 

a{i  —  e2) 

esin(<p  — 

•a) 

r'dcf2 

dt1    " 


a(i  ■ 
Fa(i- 
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La  première  donne 


r«ii  —  e-)        l2 
— — r      =  e-  COSM  o 

r   .  "^T 


la  seconde  donne 

-;—  I   =  e2sin-(  o  —  a); 
c/o  J 

donc,  ajoutant  ces  deux  équations  ensemble,  on  aura 


[a  ( i  —  e- ,  ■       1 : 
— i — ■ î      -t-as(i—  e-): 


ou  bien,  en  développant  les  ternies, 


a-  ( i  —  e- 


b 


2  a  i  —  e' 


-j-  i  —  e-=  o, 


c'est-à-dire,  en  divisant  par  i  — e-, 

,   (  i         <//•= 
rt-  i  —  e-  !    —  +  —7-,  . 

mais  par  la  troisième  équation  on  a 

r4f/©: 


Faclt* 


donc,  substituant  cette  valeur,  il  viendra 

r'-dci-  ■+■  dr*        a\ 

-TdF 7-)+'  =  0; 

d'où  l'on  tire  cette  équation  pour  la  détermination  de  a 

i         r2do-  -t-  dr* i 

/■  zYdr-  i.a 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  la  place  de  /et  de  o 
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leurs  valeurs  en  x,  y,  z;  pour  cela  j'observe  que  r2dy2  -+-dr2  n'est  autre 
chose  que  le  carré  du  petit  espace  que  le  corps  parcourt  à  chaque  instant, 
lequel  carré  exprimé  par  les  coordonnées  rectangles  x,y,  z  est,  comme 
l'on  sait,  dx2  -+-  dy2  ■+-  dz2 ';  d'ailleurs  on  a 

r  =  \jxl  -t-  y2  -+-  z'1  ; 

donc  on  aura  l'équation 

i  dx'1  -+-  dy2  -t-  dz2 i 


laquelle  étant  comparée  à  l'équation  V  =  ^;,  du  n°  4,  donnera 

i  dx2  -t-  dy2  -t-  dz2  ,        i 

V  =  — ^^^==== - et     h  = 

Faisant  donc  varier  simplement  les  quantités  -r--  -jti  -j.  dans  l'expres- 
sion de  V,  on  aura 

d\   _  dx_         dV  _  dy         dY  __        dz 

~7dlc~  ~  Fàt'     ~dJ-~       Fdl'       ,dz~       Fdt' 

d-r  dj7  "->', 

dt  dt  di 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  du  n°  5,  on  aura 

,    i         Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

d  —  =  — -    — =-* 

ia  r 

8.  Voilà  donc,  comme  l'on  voit,  une  formule  fort  simple  pour  déter- 
miner les  altérations  du  grand  axe  2«  de  l'orbite  elliptique  d'un  corps 

animé  par  une  force  centrale  —  >  et  dérangé  par  des  forces  perturbatrices 

quelconques  X,  Y,  Z. 

Pour  appliquer  cette  formule  à  la  solution  de  la  question  qui  fait  l'objet 
de  ce  Mémoire,  il  est  clair  qu'il  faut  commencer  par  déterminer  les  forces 
IV.  34 
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qui  agissent  sur  chaque  planète,  tant  en  vertu  de  l'attraction  du  Soleil 
que  de  celles  des  autres  planètes. 

Pour  cela,  soit  S  la  masse  du  Soleil,  T  celle  de  la  planète  dont  on 
cherche  le  mouvement,  T',  T",...  les  masses  des  planètes  perturbatrices; 
on  sait  que  la  planète  T  sera  attirée  vers  le  Soleil  par  une  force  égale  à 

S -H  T 

— - — 5  r  étant  sa  distance  au  Soleil,  et  qu'en  vertu  de  cette  force  elle  dé- 
crira autour  du  Soleil  la  même  orbite  que  si  le  Soleil  était  immobile.  On 
peut  donc  regarder  le  Soleil  comme  fixe  par  rapport  à  la  planète  T,  mais 
il  faut  alors  tenir  compte  de  l'action  des  planètes!',  T",...  sur  le  Soleil 
en  transportant  l'effet  de  cette  action  à  la  planète  T  en  sens  contraire. 
Ainsi,  nommant  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  de  l'orbite  de  la 
planète  T  autour  du  Soleil,  on  aura  d'abord  F  =  S  +  T  (n°  2);  ensuite,  si 
l'on  marque  par  un  trait  les  quantités  qui  se  rapportent  à  la  planète  T', 
par  deux  traits  celles  qui  se  rapportent  à  la  planète  T",  etc.;  qu'enfin  on 
dénote  par  §'  la  distance  rectiligne  entre  les  corps  T  etT',  par  8"  la  dis- 
tance rectiligne  entre  les  corps  T  et  T",  et  ainsi  du  reste,  on  trouvera  : 

T' 
i°  Que  la  force  ^  avec  laquelle  le  corps  T'  attire  le  corps  T  suivant 

la  direction  de  la  ligne  8',  produira  ces  trois  forces  suivant  la  direction 
des  .coordonnées  x,  y,  z,  savoir 

T'  (  x  —  x'  )       T'(y  —  y')       V  {z  —  z')  _ 
Y3  '  '  ô'3  '       '  à7*         ' 

T' 

2°  Que  la  force  — ,  avec  laquelle  la  planète  T'  attire  le  Soleil  S,  étant 

transportée  en  sens  contraire  à  la  planète  T,  produira  encore  ces  trois 
autres  forces  suivant  les  mêmes  directions,  savoir 

T'a?'       TV       TV 


On  trouvera  de  pareilles  formules  pour  les  forces  résultantes  de  l'at- 
traction des  autres  planètes  T",  T"', ...;  et  rassemblant  respectivement 
toutes  ces  différentes  forces,  on  aura  les  valeurs  des  forces  perturbatrices 
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X,  Y.  Z  de  la  planète  T,  lesquelles  seront  donc  exprimées  ainsi 

_       Ix  —  x        f^\       T    /x  —  x  x?\    t         Ix  —  x"  ___  a?\  ___ 

y     ô'3       -    r'3/  V     3"3        '    r"*)  ÔT3        '    r'3/       '"' 

Y  =  T'  fe=£!  -  ^  +T  fë=£  +  ^- )  -  T    f^7^°  +  £\  +:'.., 
\     â'3  r'3)  \      6"3  r'V  \    o">  r"V 

\  0'3       r'3/       i    a         /-y        \  o"j       /-"y 

A  l'égard  des  quantités  r',  r  . ...  et  3  .  5", . . . ,  il  est  clair  qu'on  aura 


\  v  '  --  I 


ô'  =  \   a:  —  x'  - —    r — )'  : —  z  —  z')-,      o'  =  \  x  —  x"  - —    i  — y    - —  z  — 3    - 

9.  Si  l'on  substitue  maintenant  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  dans  la  formule 
Xd.i .-  —  Y dy —  Zdz,  il  en  résultera  une  différentielle  intégrante  par  rap- 
port aux  variables  x,  y,  z-,  et  dont  l'intégrale  sera 


T' ixx'—r?''—zz'  _  1  \    ,  J» Ixx'-^rr"—  zz    _  J_\    .  T„ h 


Nommant  donc  cette  quantité  ii,  et  supposant  que  la  caractéristique  à 
indique  une  différentiation  relative  uniquement  aux  quantités  x.  v.  z. 
c'est-à-dire  aux  quantités  qui  se  rapportent  à  la  planète  T.  on  aura 


Xdx  +  Ydr-hZdz  =  dil: 


par  conséquent,  les  altérations  du  grand  axe  2  a  de  l'orbite  elliptique  de 

la  planète  T,  produites  par  l'action  d'autant  d'autres  planètes  T  .  T ".  T  

qu'on  voudra,  seront  déterminées  par  relie  formule  fort  simple   7 


.   1  dQ 

a  —  = 


ia       S 


10.  Soient  maintenant  5,  5',  5",...  les  moyens  mouvements  des  pla- 
nètes T,  T',  T ", . . .  autour  du  Soleil  durant  le  temps  /,  on  pourra,  par  les 
formules  connues    à  cause  que  les  excentricités  des  planètes  sont  fort 

34. 
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petites)  exprimer  les  valeurs  de  r,  ce,  y,  z  par  des  séries  de  sinus  et  cosi- 
nus de  6  et  de  ses  multiples,  et  pareillement  celles  de  r',  oc',  y',  z'  par  de 
semblables  séries  de  sinus  et  cosinus  de  ô'  et  de  ses  multiples;  et  ainsi  du 

reste.  Substituant  donc  ces  valeurs  dans  la  quantité  S_T  T»  et  dévelop- 
pant les  radicaux  ô',  §",...  en  séries  de  sinus  et  cosinus,  il  est  clair 
qu'elle  se  réduira  à  une  série  de  termes  de  cette  forme 

Mx  SU1  (me  +  n0'-hp9"  +  . 
cos  \ 

M  étant  une  quantité  dépendante  des  éléments  des  orbites  des  planètes  T, 
T",  T", ...  et  m,  n,  p,. ..  étant  des  nombres  entiers  positifs,  ou  négatifs, 
ou  zéro. 

Or,  comme  toutes  les  quantités  qui  se  rapportent  à  la  planète  T  sont 
exprimées  par  le  seul  angle  6,  taudis  que  celles  qui  se  rapportent  aux 
autres  planètes  T',  T", ...  le  sont  par  les  autres  angles  6',  0", . . . ,  il  s'en- 
suit que,  pour  avoir  la  différentielle  de  „  7r  relative  aux  quantités  qui 

appartiennent  à  la  planète  T,  il  faudra  faire  varier  simplement  l'angle  0, 
en  regardant  les  autres  angles  S',  6", . . .  comme  constants.  Donc  chaque 

terme  de  la  valeur  de  s  ~  T  donnera  dans  celle  de  c  _<  et  par  consé- 
quent dans  la  valeur  de  d —  »  un  terme  correspondant  de  la  forme 

on 


rhmMx  Sm  (  m6  -+-  nd'  -4-  pB"  -+- .  .  .  )  dd. 
cos  \  r  / 

1 1 .  Comme  les  variations  des  éléments  des  orbites  des  planètes  ne  dé- 
pendent que  des  forces  perturbatrices,  et  sont  par  conséquent  très-petites 
de  l'ordre  de  ces  mêmes  forces,  il  est  clair  que,  si  l'on  veut  négliger  les 
quantités  de  l'ordre  des  carrés  et  des  produits  de  ces  forces,  ainsi  qu'on 
l'a  toujours  pratiqué  dans  les  recherches  des  dérangements  des  planètes, 
on  pourra  regarder  comme  constants  les  éléments  qui  entrent  dans  les 

différents  termes  de  la  valeur  de  d — ;  ainsi  la  quantité  M  sera  une  con- 

2«  l 
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stante;  de  plus  on  aura  par  les  Théorèmes  connus  (n°  1  ) 

V      a3        V      a"        V      a"3  v/as    ^     ^ 

en  négligeant  T,  T',  T", . . .  vis-à-vis  de  S.  Donc 

où  l'on  pourra  regarder  les  quantités  a,  a',  a", . . .  comme  constantes. 
Chaque  terme  de  la  valeur  de  d —  sera  donc  de  la  forme 

lequel  étant  intégré  donnera,  dans  la  valeur  de  — ;  le  terme 
-.       sin  \(  ,  [a?  la3  \  „  1 

wMxcosUOT+'y^+n/^+--j9j. 

ainsi  l'on  connaîtra  toutes  les  inégalités  qui  peuvent  faire  varier  le  grand 
axe  2a  de  l'orbite  de  la  planète  regardée  comme  elliptique. 

12.  On  voit  par  là  que  ces  inégalités  seront  toujours  proportionnelles 
à  des  sinus  ou  cosinus  d'angles,  et  par  conséquent  seront  nécessairement 
périodiques. 

Il  n'y  aurait  que  le  seul  cas  où  l'on  aurait 

,la3  I  a3 

m  -+-  n  4  /  —  -h  p  i  /  —  -+- .  .  .  =  o, 
V  a"       r  y   a"3 

dans  lequel  la  valeur  de —  pût  contenir  des  arcs  de  cercles;  car  alors 
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le  terme 

lwMsin[(m^ny/g+fy/g+...)e] 

fâF  I  œ     . 

m  -h  n  \/  —  -+-  p  \f  — r  -t- . . . 
y   a'3       r  y  a  ° 

devient  mM5,  ce  qui  donne  une  équation  qui  augmente  continuellement 
avec  le  mouvement  moyen.  Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  que  ce  cas 
ne  peut  pas  avoir  lieu  dans  notre  système,  où  les  valeurs  de  \[ct? ,  y/a'3 , 
y/a"' , . . .  sont  incommensurables  entre  elles.  , 

13.  En  général,  si  l'on  a 

9'  =  [x.'e,     6"  =  p."  0,..., 

p.',  fi", . . .  étant  des  quantités  constantes,  ou  du  moins  regardées  comme 
telles  en  faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices,  il  s'ensuit  du  calcul 
précédent  que  toutes  les  variations  du  grand  axe  seront  nécessairement 
périodiques,  à  moins  que  l'on  n'ait 

m  -+-  n  u'  -+-  p  [j."  -+- . . .  =  o. 

Donc,  lorsque  les  nombres  \iJ,  p.",...  sont  incommensurables,  il  est 
impossible  que  cette  équation  ait  lieu,  puisque  les  nombres  m,  n,  p, . . . 
doivent  être  entiers;  par  conséquent  il  l'est  aussi  que  le  grand  axe  soit 
sujet  à  une  augmentation  ou  diminution  constante. 

Et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cette  conclusion  a  lieu,  en  général, 
quel  que  soit  le  nombre  des  corps  T',  T",  T", . . .  qui  agissent  sur  la  pla- 
nète T,  et  quelle  que  soit  la  forme  de  leurs  orbites,  pourvu  que  ces  or- 
bites soient  renfermées  dans  un  espace  fini,  en  sorte  que  leurs  coordon- 
nées rectangles  soient  uniquement  des  fonctions  de  sinus  et  cosinus 
d'angles. 

14.  Enfin  on  peut  aussi  démontrer  par  là  que  la  figure  non  sphérique 
de  la  Terre  ne  saurait  altérer  le  mouvement  moven  de  la  Lune;  car  en 
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imaginant,  ainsi  que  Newton  l'a  fait  dans  sa  Théorie  de  la  précession  des 
équinoxes,  que  les  particules  de  la  Terre  qui  forment  l'excès  du  sphéroïde 
sur  le  globe  soient  une  infinité  de  petites  lunes  adhérentes  entre  elles,  et 
qui  tournent  en  un  jour  autour  du  centre  de  la  Terre,  il  est  aisé  de  voir 
que  l'action  de  toutes  ces  particules  sur  la  Lune  ne  pourra  produire  dans 
le  grand  axe  de  son  orbite  elliptique  que  des  variations  périodiques,  à 
cause  que  la  durée  des  révolutions  de  la  Lune  est<eomme  incommensu- 
rable avec  celle  de  la  rotation  diurne  de  la  Terre. 
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SOLUTIONS 


PROBLÈMES  D'ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE 


PAR   LE   MOYEN   DES  SÉRIES 


(Nouveaux  Mémoires  de  r Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1776.) 


1.  Dans  un  Mémoire  que  j'ai  lu  il  y  a  quelque  temps  à  cette  Assem- 
blée, j'ai  donné  une  formule  nouvelle  et  fort  simple  pour  exprimer  la  ré- 
duction à  l'écliptique  ou  en  général  la  différence  entre  l'hypoténuse  et 
la  base  d'un  triangle  sphérique  rectangle  dont  on  connaît  l'angle  adja- 
cent. M.  Lambert  me  dit  alors  qu'il  avait  aussi  trouvé,  de  son  côté,  une 
pareille  formule,  et  eut  la  bonté  de  me  communiquer  sa  méthode,  que  je 
trouvai  fort  différente  de  la  mienne.  J'ignore  si  M.  Lambert  a  poussé  plus 
loin  son  travail  sur  ce  sujet,  mais  comme  il  n'en  a  jusqu'à  présent  rien 
publié  ("),  j'ai  cru  que  les  Géomètres  ne  me  sauraient  pas  mauvais  gré 
de  leur  faire  part  des  recherches  ultérieures  que  j'ai  eu  occasion  de  faire 
depuis  peu  sur  la  même  matière;  c'est  l'objet  du  Mémoire  suivant.  J'ex- 
poserai d'abord  ma  première  méthode,  ensuite  j'en  donnerai  une  autre 

(*)  Lu  en  1774. 

(**)  Cela  était  vrai  lors  de  la  lecture  de  ce  Mémoire;  depuis,  M.  Lambert  a  donné  sa  mé- 
thode dans  le  volume  des  Épliémérides  pour  1780. 

35. 
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beaucoup  plus  simple  pour  arriver  à  la  formule  dont  il  s'agit,  et  je  tâ- 
cherai de  l'étendre  encore  à  des  cas  plus  compliqués  ;  j'en  ferai  de  plus 
voir  l'usage  pour  résoudre  plusieurs  cas  des  triangles  sphériques  rectan- 
gles ou  obliquangles,  ainsi  que  différents  Problèmes  d'Astronomie  sphé- 
rique  qui  en  dépendent;  enfin  je  montrerai  comment  on  peut  appliquer 
les  mêmes  principes  à  trouver  généralement  la  valeur  en  série  d'un  angle 
dont  la  tangente  est  donnée  par  une  fonction  rationnelle  de  sinus  et  de 
cosinus  d'un  autre  angle. 

2.  Si  x  est  la  base  d'un  triangle  sphérique  rectangle,  y  l'hypoténuse 
et  w  l'angle  compris  entre  les  arcs  x  et  y,  on  a,  par  la  Trigonométrie, 

tang.r  =  cosw  tang/; 

et  la  formule  que  j'ai  trouvée  dans  le  Mémoire  cité  est  celle-ci 

x  =  y  —  tang-  —  sin  iy  ->. —  tang'  —  sin  4.)'  —  ~  tang''  —  sinbj  -+- . . . . 

De  sorte  que  la  différence  entre  les  arcs  x,  y  se  trouve  exprimée  par  une 
suite  de  sinus  d'angles  multiples  de  iy  et  ayant  pour  coefficients  les 
puissances  du  carré  de  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  «,  divisées  en- 
core par  les  nombres  naturels  1,  2,  3,...,  ce  qui  rend  cette  série  fort 
convergente  lorsque  l'angle  co  est  moindre  que  90  degrés. 

3.  Voici  la  manière  dont  je  suis  arrivé  d'abord  à  cette  formule. 
Regardant  x  et  y  comme  variables,  et  w  comme  constante,  on  trouve 

.    _       dlangx  cosMf/tangr  coswc(r 


tang-ar        1 -h  cos-w  tang2j-       cos2^--!-  cos2&>  sin-y 
2COS6u(r  cosro  idy 


1  -+-  cos3w  ■+•  sin2o>  00s 2 y 


COS2CO 


or  il  est  démontré  que  toute  fraction  de  la  forme se  réduit  en 

1  1  -4-  m  cos  w 
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une  série,  telle  que 

(  i  —  2  n  cos  cp  -+-  2  n2  cos  2  <s  —  2  >r  cos  3  9  -+- . .  .  ), 


v/i  —  m2 


1  —  1/1  —  m2 

n  étant  = * 

m 

c,    1    ...  sin2w            1  —  cos2  m 

Substituant  pour  m,       —  =  —    — —  ,  on  trouve 

1  I-(-COS2W           l  +  COS:0) 


2Cosw 
1/1  —  m'  = — 

v  t  _L_  n  n  c  2  r. 


donc 

.     .  M 

'    /  \,  sin2  — 

(r  —  cosco  2         1  —  COS&)  2 

n  =    — z=  =  =  tang2 

sin2oi  1  -+-  cos  m  ,  m 

cos2  — 

et  la  traction 


1  -1-  cos2w  sin2o 

1  h — —  cos  2  r 


se  réduit  par  conséquent  en  cette  série 

—  tang2  —  cos2j-t-  tang'  —  cos4j  —  tang8  —  cosbj---4-. . ., 

laquelle  étant  multipliée  par  idy  et  ensuite  intégrée  donnera  la  valeur 
de  x,  savoir 

,r  =  y  —  tang2  —  sin  2 y  +  -  tang4  —  S1114/  —  •  •  • , 
comme  ci-dessus. 

4.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver  la  même  chose  plus 
simplement  et  plus  directement. 
L'équation  proposée 

tangx  ==  cos  m  tangj 
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donne,  en  employant  les  expressions  exponentielles  imaginaires  des 
tangentes,  celle-ci 

gV-i  _  e-*\/-i  eï^—'  —  e_>V-' 

■=.  =  COS  W =- 


ou  bien 


e2*/=>  -+- 1  eW-'  + 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ 


eW-'  -+- 1  -i-  coso)(e2->V-'  —  i)       (i  -t-  cos&^eW-1  -4-(i  —  cosc 


eW-'  _+_  i  _  Cosw(e2->V-'  —  i)       (i  —  cos«)eW-'-!-(i  -+- 


I  —  COS  &> 

=  tang- 


donc.  dénotant  pour  plus  de  simplicité  tang2  —  par  5,  on  aur: 


_        ew->  ■+■ 


équation  qu'on  peut  aussi  mettre  sous  cette  forme 


,2xv/-i  =  e-<-}\Fr*  — 


06-W-' 


d'où,  en  prenant  les  logarithmes  et  divisant  ensuite  par  2  \l —  1  ,  on  a 

—  log('  ■+-  8e-vJ-')  —  log(i  -ffle'^17) 

x — y -\  p= 

2  y/— I 

Or  on  sait  que 

u2       u3 

log  i  +  «)  =  « 1-  -5-  —  ...  ; 

donc,  réduisant  en  série  les  deux  logarithmes  de  l'équation  précédente 
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et  substituant  ensuite  à  la  place  des  expressions  exponentielles  imagi- 
naires les  sinus  qui  y  répondent,  on  aura 

x  =  y  —  d  sina/H siii4j ~  sinoj-i-. . . . 

5.  Pour  généraliser,  s'il  est  possible,  la  formule  précédente,  consi- 
dérons l'équation 

tang-r  =  m  tangj; 

on  parviendra,  par  la  métbode  du  numéro  précédent,  à  l'équation 

(I+  m)  eyV^  +(i  — m) 


(r—  m)e2J"fr'  -t-(i  -h  m) 
et,  faisant  ensuite,  pour  plus  de  simplicité, 


e2*\/-'  == 


ôe'W-'  -+- 1 
d'où  l'on  tirera  pour  a;  la  même  expression  que  ci-dessus. 

6.  Supposons  maintenant 


COSto 

m  = ] 

coso 


en  sorte  que  l'équation  à  résoudre  soit 

cosw  langr 

tang;r  =  —       — i 

coscp 

ou  bien 

coscp  tang-t  =  cosm  tangr 

on  aura,  dans  ce  cas, 

sin 


COSCp  —  COSW 
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c'est-à-dire 

-  CO  -I-  ffl  W  —  G 

0  ==  tang  . '-  tang L  s 


et  l'expression  de  a;  en  j  sera,  comme  ci-dessus, 


:  y  — .9  siii2j  h sin4j 5-  sinoj  +  .  . .  . 


7.  Si  l'on  voulait  avoir  l'expression  de  y  en  x,  il  est  clair  qu'il  n'y 
aurait  qu'à  changer  x  en  y,  cp  en  w  et  réciproquement;  or  par  ces  chan- 
gements il  est  visible  que  la  valeur  de  0  ne  fera  que  changer  de  signe; 
ainsi,  conservant  la  même  valeur  de  0  que  ci-devant,  on  aura 


7=1  +  9sina.r  -\ sin4^  -+-  -5-  sin6ar  + 


Donc,  en  combinant  les  deux  formules,  on  aura 


y —  x  =  0  sinar sinir-i-  -s-  sinôr 

.        2  3 


2  d 


8.  Si  l'on  fait 

©  =  9O0  —  61, 

Je  manière  que  l'équation  soit 

sinw  tanga?  =  eosw  tangj-, 


ou  bien 


c'est-à-dire 


tangr 

tanzx  = —  ? 

tangco 

0  =  tang45°tang(&)  —  45°), 

9  =  tang  (m  —  45°)  ; 
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et  si  l'on  met  900—  w  à  la  place  de  «  pour  avoir  l'équation 

tangx  =  tango  tangj, 

on  aura 

9  =  tang(45°  — w). 

9.  Si  l'on  change  les  angles  9  et  w  en  Jeurs  compléments  900  —  cp, 
900—  w,  de  sorte  que  l'on  ait  l'équation 

sincp  tanga?  =  sino  tangj, 
on  aura  alors 

.                 /„        co  -f-  9  \            9  —  oj 
8  =  tang  (  900 3-    tang 1 > 


o  —  W 

tang^- — 


G  -t-  6) 

tang  ■'-— — 


10.  Si  l'on  avait  dans  les  formules  du  n°  5 

tangw 

m  = ^—  -, 

tang9 

en  sorte  que  l'équation  fût  de  la  forme 

tango  tangx  =  tangw  tangj, 

on  aurait 

Q_  tangy  —  tango 
tang 9  -4-  tango' 

ce  qui  se  réduit  à 

0  =  sin(9  —  w)  _ 
sin(9  -I-  w) 

Et  si  l'on  avait  l'équation 

tanga:  =  tangç  tangw  tangj, 

il  n'y  aurait  qu'à  mettre  900—  ©  à  la  place  de  cp  dans  l'expression  précé- 
IV.  36 
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dente  de  5,  ce  qui  la  réduirait  à 

, cos  (cp  -+-  m  ) 


ros  (cd  —  &i 


Si  l'on  avait  enfin  l'équation 

tang.r  =  tang-'i»  tang  y, 
i!  n'y  aurait  qu'à  faire  w  =  co,  ce  qui  donnerait 

9  =  cos  2&). 

11.  On  aura  donc  dans  tous  ces  cas  la  valeur  de  x  en  y,  ou  de  y  en  x, 
par  les  formules  des  nos  6  et  7,  et  il  est  visible  que  pourvu  que  Q  ne  soit 
pas  plus  grande  que  l'unité,  la  série,  tant  pour  x  que  pour  y,  sera  néces- 
sairement toujours  convergente,  parce  que  les  sinus  ne  peuvent  jamais 
surpasser  l'unité. 

12.  Nous  n'avons  cherché  jusqu'ici  que  la  valeur  de  l'arc  x,  mais  on 
peut  avoir  aussi  avec  la  même  facilité  celles  des  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples ou  sous-multiples  quelconques  du  même  arc. 

Je  reprends  pour  cela  l'équation  du  n°  5 

e^V-'  _+.  e 

e*v->— — , 

0eW~' .+- 1 

et  l'élevant  à  la  puissance  p.,  j'ai 


)eW- 


et  comme  le  radical  y—  '  peut  avoir  indifféremment  le  signe  -+-  et 
on  aura  de  même 
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d'où  je  tire  ces  deux  formules 


3  e2r  v^  -+-  i  /         \  9  e-2->'  v'-'  -+- 
sin  2  p..r  =  — — — 

2  sj- 


sjjV-'  -+- 1  /         \  0e-W-'  -4- 1 

C0S2.f££: 


où  il  ne  s'agit  plus  que  de  développer  les  termes,  et  d'y  changer  ensuite 
les  exponentielles  imaginaires  en  sinus  ou  cosinus  d'angles. 

13.  Pour  y  parvenir  avec  toute  la  généralité  possible,  considérons  la 

quantité 

/'  a  -t-  Q  \  'i 


et  voyons  comment  elle  peut  se  développer  en  une  série  de  la  forme 
A  -+-  B  u  -+-  C  u1  -+■  D  u3  -+-  E  W  -t-  F  w  -+- .  . . . 

Je  mets  la  fraction      +"    sous  cette  forme  6  +  .      i  ensuite  je 

i  -\-  B  u  i-h  Ou  ' 

développe  la  puissance  \j.  de  ce  binôme,  j'aurai 

s  +^°        I  +  e„    +        2  (i  +  flii)'-  2.3  (n-0«)3 

Je  développe  maintenant  les  puissances  du  binôme  i  -+-6u  qui  sont 
au  dénominateur,  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  u,  je  trouve 

A  =  e^, 

B  =  f^-'(i  —  62), 

c  =  - ^(i  —  e2) -i-  F(fX~I)  0^-2(i - e-y, 

d  =  ^e^(i  -  e»)  -  a  fiiif-=nj  9^-.(,  _  e»)» -.-  ^(^  ~^3^  ~ a)  e^C'  - e')'» 

36. 
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E  =  -ae^(,-8»)4-3ft^-1)e-(.-y)»-3ft(fA~l)ifX~2-;e-'(.-eM' 

2  2.  D 

2.3.4 

f  =  uô^( ,  _  61)  _  4 Mfini)  9^. ( ,  _  e.}»  +  e .aifi^iUfizii)  e,-, (l  _  n 
1  2.3 

_      a<>-,)(^  -a)(f*-3)g|t_3ti_e  ,)<+^~l)  ■•  ;^-4)g^(,_e,)S 
T  2.3.4  2.5.4.0 

et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que,  si  l'on  nomme,  en  général,  M  le  coefficient  du  terme 
Mw"\  on  aura 

±M  =  F.6^"-'{i—  9-')  -  {m  —  1)  ^'^~°  01*+— «(1  -  92)2 

(m-i)(m-2)  F(f/-i)(p.-2)  g[l+        j  _  g2)9  _  _ 
à  2.3 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  m  est  impair  et  l'inférieur  pour 
celui  où  m  est  pair. 

14.  Ayant  ainsi  trouvé  les  coefficients  A,  B,  C il  n'y  aura  plus  qu'à 

mettre  successivement  e2^^  et  e-2^'  à  la  place  de  u  pour  avoir  les 
valeurs  des  puissances  dont  la  différence  ou  la  somme  forment  les  va- 
leurs de  sin2p.;r  et  de  cos2p.cr;  et  l'on  aura,  après  les  réductions, 

sin  2(j.x=  B  sin  \).y  -+-  Csin2fj.j  -+- 1)  sin3fx^'  +  . . ., 
cos2px  =  A  -+-  B  cosp.j  -1-  C  cos2/j.r-i-  D  cos3,u./-f- 

15.  Donc,  si  p.  =  1 ,  on  aura 

sin  2.x  =  (1  —  02)  [sin/—  S  sin2j-i-  6Jsin3j  —  93  sin4j  +  -  •  ■]> 

cos  2  x  =  9  -+-  (  1  —  91  )  [  cos  j  —  6  cos  27  +  S2  cos  3 /  —  S3  cos  4  J  -+-  ■  •  •  ]  • 
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Si  [i.  =  2,  on  aura 

sin4x  =  îi  —  92)  [29sin2j  +  (i  —  392)  sin4j  —  9(2  —  492)  sinBj- 

+  92(3  —  592)sin8j  —  9'(4  —  6ô2)  sin  ior +  ■ . .], 
cos4^  =  92  -+-  (1  —  92)  [29cos2j-i-  (1  —  39')  cos4j  —  9(2  —  49')  cosôj 

+  62(3  —  592)  cos8j—  93(4  —  692)  cosior +  . . .], 

et  ainsi  du  reste. 

16.  Appliquons  maintenant  les  formules  que  nous  venons  de  trouver 
à  la  Trigonométrie  sphérique,  et  considérons  d'abord  les  cas  des  trian- 
gles sphériques  rectangles  qui  peuvent  s'y  rapporter. 

Soit  donc  un  triangle  sphérique  rectangle  dont  l'hypoténuse  soit  d, 
les  deux  côtés  b,  c,  et  les  angles  opposés  à  ces  côtés  ]3,  y;  si  l'on  examine 
toutes  les  analogies  connues  pour  ces  sortes  de  triangles,  on  ne  trouvera 
que  les  trois  suivantes  qui  renferment  des  tangentes  : 

1"  tango  =  eosy  tanga, 

20  tangc  =  sin6  tangy, 

eoty  _  tang  (90"  —  y) 


3"  tangS: 

r       cosa  cos« 

17.  Comparant  donc  ces  équations  avec  celles  des  nos  6  et  9,  on  aura 

d'abord 

x  =  b,     y  =  a,     w  =  y,     ip  =  o; 


donc 


donc (71 


=  tang'2  —  =  tang2^--, 


a  —  b  =  tang2-  sin2a tang4  -  sin4«  +  ~  tang0-  sinBrt 


=_tang2-  sin26  -\ —  tangs -  sin46  -+-  vlangs -  sin66  -+- . . . . 
On  a  donc  par  ces  formules  la  différence  entre  l'hypoténuse  et  un 
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des  côtés  exprimée  par  une  suite  de  sinus  multiples  du  double  de  l'hypo- 
ténuse même  ou  du  côté;  et  il  est  visible  que  cette  suite  sera  toujours 
convergente,  parce  que  la  plus  grande  valeur  de  -y  étant  90  degrés,  la 

plus  grande  valeur  de  tang  ^  sera  1 .  Ces  formules  sont  donc,  comme  l'on 

voit,  très-commodes  pour  trouver  la  réduction  des  planètes  à  l'éclip- 
tique,  en  prenant  7  pour  l'inclinaison,  ou  bien  la  différence  entre  la  lon- 
gitude et  l'ascension  droite  du  Soleil  en  prenant  7  pour  l'obliquité  de 
l'écliptique. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  aura 

y  =  23°  28'  environ  : 
donc 

tang  -=:  o,oo43i3  7,     tang4  -  =  0,000  186 1,     tang6 -  =  0,000 oo8o3, .. ., 

d'oii  l'on  peut  juger  de  l'extrême  convergence  de  la  série. 

18.  La  seconde  équation,  étant  comparée  avec  la  formule  du  n°  9, 
donnera 

x  =  c,     y  =  y ,     9  =  900,     M  =  b  ; 


donc 


tang  (  45°  —  - 


tang 


(4*^ 


ff-  =  tang2  (45°-- 


et  de  là  on  aura  (7)  les  formules 

y  —  c=  tang2  (45° )  sin2y tang4  (45° )  sin4y  +  ~  tang6  (45° —  ^)  sinôy  - 

=  tang'2  I  45° )  sin  2  c  -4-  -  tang4  (  45° )  sin  4  c  -4-  -  tang6  (  45° )  sin  6c 


par  lesquelles  on  pourra  trouver  la  différence  entre  un  angle  et  le  côté 
opposé  exprimée  par  une  suite  de  sinus  d'angles  multiples  du  double  de 
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l'angle  ou  du  côté  ;  et  ces  suites  seront  toujours  aussi  convergentes,  parce 
que  tang  (45° )  ne  peut  jamais  être  >  i,  tant  que  b  est  positif  et 


•<  180  degrés. 

19.  La  troisième  équation,  étant  comparée  de  même  avec  celle  du 
n°  6,  donnera 

x=p,      y  —  go°  —  y,      <p  =  a,     w  =  o  : 

doue 

-     6  =  —  tang-; 

donc (7) 

p  -+-  y  —  90°=  tang2  -  sin  iy tang'  -  sin4y  -1-  -  tangG  -  smby  — . . . 

=  tang2  -  sinsp tang1  -  sin4p-f-  -x  tang»  -  sinbp  — . .  ., 

et  l'on  pourra  faire  sur  ces  formules  des  remarques  analogues  à  celles 
qu'on  a  faites  sur  les  précédentes. 

20.  Considérons  à  présent  les  triangles  sphériques  obliquangles,  et 
voyons  quels  sont  les  cas  auxquels  nos  formules  peuvent  être  appli- 
cables. 

Comme  la  méthode  ordinaire  de  résoudre  ces  triangles  consiste  à  les 
partager  en  deux  triangles  rectangles  par  l'abaissement  d'une  perpen- 
diculaire d'un  des  angles  sur  le  côté  opposé,  et  à  calculer  ensuite  à  part 
les  segments  de  l'angle  ou  du  côté  coupé  par  la  perpendiculaire,  il  est 
clair  que  les  analogies  qui  servent  communément  à  la  résolution  de  ces 
triangles  ne  peuvent  se  rapporter  à  nos  formules.  Mais  il  y  a  d'autres  ana- 
logies moins  connues  et  qui  sont  générales  pour  des  triangles  quelcon- 
ques; on  les  nomme  les  analogies  deNeper,  qui  en  est  l'inventeur,  etelles 
,se  réduisent  aux  équations  suivantes,  dans  lesquelles  a,  b,  c  dénotent  les 
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trois  côtés  d'un  triangle  sphéiïque  quelconque,  et  a,  ]3,  y  les  angles  qui 
leur  sont  respectivement  opposés  : 

b  —  c 


tani 


cot  -  sin 

ft-y  _. 


.     6-t-c      ' 
sin 


a         6  — 
cot  -  cos 

fi  -\-  y  2  2 


la"6   — 

6  +  c     ' 
cos  — 

b—;ii 
tang  —£-  = 

a    .     fi  —  y 
tang-  sin '- 

■   fi^y     ' 

sin  c - 

2 

b  -+-  e 
tang      ^ 

«         S  —  y 
tang  -  cos  i L 

2                    2 

P  +  y     ' 

cos  c L 

d'où  l'on  déduit  encore  cette  cinquième 


fi  — y          b  ■+■  c              fi  +  y          b  — 
5°  tang  - '-  tang  —  —  =  tang  c '-  tang 


Comme  ces  équations  renferment  toutes  des  tangentes,  elles  peuvent 
être  traitées  par  notre  méthode,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

21.  La  première  des  équations  précédentes  étant  comparée  à  celle  du 
n°  9,  on  aura 

b  ~\-  c  b  —  c  (3  —  y  a 

a  = ■>      co  = ;      x  =  ■ L  ?      Y  =  qo° : 

2  2  2  ^  u  2 

donc 

tang^ 

tang- 
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et  de  là  (7) 

r'-a-p  tangï  .         ./tanglV.  i/^-ïV.  ,   ^ 

L__^+90o= 5sm«+-     -— g      sin2a+3     - -^    Isin3«  +  ... 

tang-  \  tang-y  \yang-y 

tang  -  /  tang  -  \  (  /  tang  -  \ 

= =sin((3-y)  +  - j  Jsin2(p-y)-f-^l J}  J  sin3((3-y)-K. 

tang-  ?\lang-/  Wang -y 

22.  La  seconde  étant  comparée  de  même  à  celle  du  n°  6,  on  aura  les 

mêmes  valeurs  de  y,  w,  y  que  ci-dessus,  mais  celle  de  x  sera  - -,  on 

aura  donc  dans  ce  cas 

c         b 
B  =  —  tang  -  tang  -  -, 

donc  (7) 

y  +  a+3  b  c    .  i  /  6  4        c\2   . 

i ï-  —  90°=  tang- tang- sina I  tang- tang-)  sni2« 


,  ,  tang-  tans-  1  sin3a 

:  tang-  tang-  sïn((3  -y  y) (tang-  tang^  )  sin2((3  +  y'; 

+  ^  (tang-  tang- )  sin3((3  +  y)  — .  .  . 


23.  La  troisième  et  la  quatrième  équation  donneront  des  formules 
analogues. aux  précédentes  en  y  changeant  seulement  /3  en  b,  7  en  c  et 
a.  en  1800  —  a.  Ainsi  l'on  aura,  en  premier  lieu, 


sin3(/>  —  c)'-t- 
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24.  En  second  lieu,  on  aura 


-+-  ^  (  lang^  lang^-  )  sin  3(6  +  c)  — . . . 

25.  Enfin  la  cinquième  équation  du  n°  20,  étant  comparée  à  celle  du 
n°  10,  donnera 

_  ft  — y       _  P  -+  y       _b-h c       _ b  —  c 

a  2  2       '        "  2        ' 

donc 

sin  S 
et  par  conséquent 

sin  y    .      ,  i  /sinyV  .        ,  i  /siny\3   .    „    , 

c  =  -t-\  sin  (6  —  c)  -+-  -    -7—^     sin  2 ^6  —  c J  H-  ^    -r—~     sin  3 (6.  —  c)  H- . . . 
sin(3  2  \sin(3/  3  \sin3/ 

siny    .    ,',         .        i  /siny\2  ,,         .        i  /siny\3  .    „,, 

-«- sin  (0-4- c) [^-^)  siii2!  6  -+-  c)  -+-  77    -H?     sin3(£>-t-e 


sin  S  2  \sinfi 

On  peut  aussi  comparer  d'une  autre  manière  la  même  équation  avec 
celle  du  numéro  cité,  en  faisant 

_  6  -t-  e  _  l>  —  c  __  (3  —  y         .  __  P  +  y 

2  2  2        '  2        ' 

ce  qui  donnera 

_  sin  e 

"      ~ — r* 
sino 

et  de  là  par  le  n°  7 

sine         0  i  /sine\2  .      ,„  i  /sinc-V  .    _   „ 

y  =  ^—t-  sin   3  -t-  y -r— r     sin  2  8  -1-  y   -t-  5      7— 7     si'n  3  S  -+-  y  )  — . . . 

'       sin  b         r      '         2  \sino/  r      '         3  \sino/  r      ' 

sine    .      Q  1  /sinc\2  ,„  1  /sinc\3  .    ,.„ 

=  -v— r  sin  (  S  —  y  j  -t-  -    -r— r     sin  26  —  y)  -+-  -    -.— T     sin  3(6  —  y)  -+- 

sin  b         r       ''       2  \  sin  b  r       '         3  \ sino/  '        ' 


D'ASTRONOMIE  SPHÉR1QUE.  291 

26.  Les  premières  formules  des  nos  21  et  22  donnent,  par  l'addition 
et  la  soustraction,  ces  deux-ci,  dans  lesquelles  au  lieu  de r  j'écris 


,  h 

COt  -: 


b  b\  c    .  i  /  b  b\ 

tang  — i-  col-  )  tang-  sin  2  —  -  [  tan  g--  —  cot2-  )  tang--  sin  2  a 

-  ^  I  tang3  — h  cot3  -    tang3  -  sin  3  a 


b             b\           c    .             î  /  b  l)\ 

p  =  ioo°—  «-+-    tang cot-    tang-  sin  a tang--  -t-  cot2  -    tang-- sin?. a 


tang3 cot3 -    tang3-  sin 3a 


Et  de  même  les  premières  formules  des  nos  23  et  24  donneront 

P         3\       y  •         '  /      ,P         ..P\       -y  ■ 

tang-  -t-  cot-    tang-  sina  h-  -  I  tang2  -  —  col-  -    lang--  sin  ia 


P  3\  y 

-  -4-  col3-    lang3  -  sin  3a  -t- . 


b  =za-h  (  tang-  —  col- )  lang-  sin«  H —  (  tang2  -  -+-  col2-  )  tang2-  sin  ia 


i  /         3  3\         y 

-+-  v  (  lang3  -  —  cot3E     lang3-  sin3«-t-.  .  .  . 

Ainsi  lorsqu'on  connaît,  dans  un  triangle  sphérique  quelconque,  deux 
côtés  b,  c  et  l'angle  a  compris  entre  ces  côtés,  on  pourra,  par  les  deux 
premières  formules,  trouver  les  deux  autres  angles  /3  et  7  opposés  aux 
côtés  b  et  c,  et  ces  formules  seront  d'autant  plus  convergentes  que  le 
côté  c  sera  plus  petit  et  que  le  côté  b  sera  plus  près  de  90  degrés. 

Pareillement,  si  l'on  connaît  un  côté  a  et  les  deux  angles  |3,  7  adja- 
cents à  ce  côté,  on  aura  par  les  deux  dernières  formules  les  deux  autres 
côtés  b  et  c  opposés  aux  angles  /3  et  7;  et  ces  formules  seront  d'autant 
plus  convergentes  que  l'angle  7  sera  plus  petit  et  que  l'autre  angle  |3 
sera  plus  près  de  90  degrés. 

37. 
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27.  Si  l'on  imagine  que  le  pôle  de  l'équateur.,  celui  de  l'écliptique  et 
le  lieu  d'un  astre  quelconque  soient  joints  par  trois  arcs  de  grands  cer- 
cles, et  qu'on  dénote  par  c  l'arc  qui  joint  les  deux  pôles,  par  a  l'arc  qui 
joint  le  lieu  de  l'astre  et  le  pôle  de  l'équateur,  et  par  b  l'arc  qui  joint  le 
lieu  de  l'astre  et  le  pôle  de  l'écliptique,  il  est  clair  qu'on  aura  un  triangle 
sphérique  dont  les  trois  côtés  seront  a,  b,  c,  et  il  est  visible  que  le  côté  c 
sera  égal  à  l'obliquité  de  l'écliptique,  que  le  côté  a  sera  le  complément 
h  90  degrés  de  la  déclinaison  de  l'astre,  et  que  le  côté  b  sera  le  complé- 
ment à 90  degrés  de  la  latitude  de  l'astre.  Ensuite,  si  l'on  nomme,  comme 
plus  haut,  a,  |3,  y  les  angles  respectivement  opposés  aux  côtés  a,  b,  c,  il 
n'est  pas  difficile  de  voir  que  l'angle  y  sera  l'angle  de  position  de  l'astre, 
que  l'angle  a.  sera  le  complément  à  90  degrés  de  la  longitude  de  l'astre, 
et  que  l'angle  [i  sera  l'ascension  droite  Je  l'astre  augmentée  de  90  degrés. 

Soit  donc  un  astre  dont  la  longitude  soit  L,  la  latitude  >.,  l'ascension 
droite  D,  la  déclinaison  5,  son  angle  de  position/?,  on  aura 

a  =  90"  —  S,     b  =  90°  —  >.,     c.  =  90"  —  L,     (3  =  900  -1-  D,     y  =  p, 

et  nommant  c  l'obliquité  de  l'écliptique,  les  deux  premières  formules 
du  n°  26,  à  cause  de 

tang-  =  tang  I450 ,      col-  =  lang  I450  +  -  U 


donneront 


p  =  tang  (45"  +  -)  -+-  Unig  (^5" \  \  lang-  cosL 

H —  tang'  (  45"  H —  j  —  lang2  (  45" '  )     lang-  -  sin  2  L 

-  t  tang1   45"  -+-  -  )  -f-  tang3 1  45"  —  7  )     tang3  -  cos  3  L 

—  '-  tang*  1 45"  -t-  -  J  —  tang4  (  45"  +  -  j    lang4  -  sin  4  L 
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D;=  L  —    tang  (45°  -t-  -  ]  —  langUS" )      tang-  cosL 

—  -1  tang2  (45"  -H  -  J  -f-  tang2  (45" )    tang2-  sin  aL 

-4-  ^    tang3  US"  +  --)-—  tang'  U50  —  -  M  tang3-  cos3L 
-+-  j    tang4  (45°  h — )  -f-  tang"  (45° j    tang4-  sin  4L 


Ces  deux  formules  sont  fort  remarquables  par  leur  simplicité  et  par 
l'usage  dont  elles  peuvent  être  dans  l'Astronomie;  la  seconde  surtout 
peut  être  d'une  grande  utilité  pour  réduire  les  longitudes  et  les  latitudes 
des  planètes  en  ascensions  droites  et  en  déclinaisons;  car  à  cause  que  X 
n'est  jamais  >  9  degrés  pour  les  planètes,  on  aura  immédiatement  la 
différence  entre  la  longitude  L  et  l'ascension  droite  D  par  une  série  fort 
convergente;  dès  qu'on  aura  trouvé  D,  on  aura  la  déclinaison  5  par  une 
seule  analogie,  parce  que  dans  le  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c,  et 
les  angles  opposés  a,  ]3,  y,  on  a 

sin  «  ;  sin  b  =  sin  a  :  sin  (5, 

et,  mettant  pour  a,  b,  a,  |3  les  valeurs  ci-dessus, 

cosâ  :  cosX:=  cosL  :  cosD; 

d'où 

cosXcosL     . 

COSO  = (       ■ 

cosl) 

28.  L'analyse  que  nous  avons  exposée  au  commencement  de  ce  Mé- 
moire peut  aussi  être  employée  directement  à  résoudre  d'autres  équa- 
tions plus  compliquées  que  celle  à  laquelle  nous  l'avons  appliquée.  C'est 
ce  que  je  vais  indiquer  en  peu  de  mots. 

(*)  Les  deux  formules  précédentes  ont  déjà  été  publiées  sans  démonstration  dans  le  troi- 
sième volume  des  Tables  astronomiques  de  l'Académie. 
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Soit,  par  exemple,  l'équation 

a  sin  v 

tang.it:  = — 5 

cosr-+-  p 

a  étant  une  quantité  qui  diffère  peu  de  l'unité,  et  p  une  quantité  très- 
petite;  je  forme  l'équation 

i  -t-  tangue  \J — i  cosj-f-p  -f-  «  sin  j  \J—  i 

i  —  lang^  y'—  i       cosr  -t-  p  —  a  sin  y  y/—  i 

laquelle,  en  introduisant  les  exponentielles  imaginaires,  se  réduit  à 
_       e'^-ï  -+-  e-->V-'  +  2B  +  a(e-n/ZT  —  e-W-<  ) 

e"v— '  — : — <- = =J-  -, 

es\/=~<  _+.  e-j-\/-i  -f-  2/>  —  a{er\'-'  —  e-r^-x) 

ou  bien 

2/)  /—        i  —  a      ,    ,— 

i  h 1—  e-?v-'  -t-        —  e-vv-i 


i  -+-  a 


2  p  /—         i  —  a    .    y— ; 

i  -+-«  i  -t-  a 


Soient 

i  +  Pz,      i  +  Qz 

les  deux  facteurs  du  trinôme 

au  i  —  a 

i  -I-  a  i  -+-  a 

l'équation  précédente  pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

(i  -(-Pe'W-')(t  +  Qerv/-'j 

prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  réduisant  en  série  les  loga- 
rithmes des  facteurs  i  ■+-  Pe-' v/_' , . . . ,  et  remettant  à  la  place  des  expo- 
nentielles imaginaires  les  sinus  correspondants,  on  aura  sur-le-champ 

p:  +  Q-  ps  _|_  Qs 

x  =  y  —  (P  -t-  Q)  sinr  H sih2j = —  sin3j  -+- . .  .  ; 
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or,  comme  les  quantités  p  et  i  —  a  sont  très-petites  (hypothèse),  il  est 
clair  que  les  quantités  P  et  Q  le  seront  aussi;  d'où  il  s'ensuit  que  la  série 
précédente  sera  nécessairement  convergente. 

29.  Soit  encore  l'équation 

a  sin  2  y  +  b  sin  y 

tang,r=:—      — J- J- — , 

cos  2 y  ■+-  p  cosy  -l-  q 

a  étant  peu  différent  de  l'unité,  et  b,  p,  q  des  coefficients  Fort  petits;  on 
aura  d'abord 

i  -I-  tang.r  y/— i  cos  2  y  -+-  p  cos  y  -t-  q  -+-  (a  sin  iy  -+-  b  sin/)  \J — x 

1  —  tangjc  y'— 1        coS2j-t-  p  cos  7'+  q  —  {a  sin  iy  +  b  sin  y)  y/— 1 

ce  qui  se  réduit  à 

2x  ,—  _  (i  -1-  a)^^-!-  (1  —  a)e---rvc-1-l-  (p  +  <))  e^V-'  -f-  (jl>  —  />)  e-jV-1 -+-  2y 
(1  +  a)  é-W-'-t-  (1  —  a)e^^/zr'  +  (/>■+-  é)e-^^/-'  -f-  (/>  —  b)er\/-'  -+-  iq 


ou  bien  à 


W-l-4  .—              2(/  ,—           W  —  6                ,- 

—          1  +  a                     H-a  i  +  a 

«  -+-  6  ,—         iq  '  /—.       V  —  b        1—       1  —  fi        ,— 

H-a                  n-a  i-t-a  1  -+-  « 


Soient  maintenant 

i  +  P--,     i-hQz,     i  +  Rz,      i  +  Ss 

les  (acteurs  simples  du  quadrinome 

p  +  b  iq      ,       p  —  6  1  —  a  _> 

i  +  a  1  4-  «  1  -+-  a  1  -+- a 

l'équation  précédente  deviendra 

(14-  Pe^v/-'  j  ( i-j-  QeW-')  (i-t-  Re->V-' )  (1+  Sé^V^ ) 
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d'où  l'on  tire,  en  prenant  les  logarithmes,  réduisant  en  série,  et  remet- 
tant les  sinus  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires, 

,n         r.         «         c\    •  P2+Q2-+-R2-+-S2     . 

x  =  iy  —  (  P  +  Q  -i-  R  -|-  S  )  sin y  H —  sin  2 y 

P3  -+-  Q3  -+-  R3  -1-  S3    .    _          P*  -+-  Q*  -+-  R«  -+-  Sj    .     . 
?—, sin3rn ^—, —    sin  4?-  — 

3  ■  4 

On  pourrait  de  même  résoudre  l'équation 

a  sin  3 y  -+-  b  sin  2 y  -+-  c  sin  j 


cos 3/ -l- />  cos  2  )•  -+-  ç  cos  r  +  r 
et  ainsi  de  suite. 

30.  Supposons  enfin  que  Ton  ait  à  résoudre  une  équation  de  cette 

forme 

sin  y  -+-  p  sin  ïr  +  o  sin  3r  +  ... 

Y&ïiQX  ^n  - — - - - , 

cos_r  -1-  p  cos  2 y  -+-  9  cos  3 j  -t- . . . 
p,  q,...  étant  des  coefficients  très-petits;  on  la  réduira  d'abord  à  la  forme 

1  -4-  tangxy'— 1  (cos/r-f-  sinyy/—  1)  -+-  j»  (  cos  2  y  -+-  sin  2 y  y'—  1  )+ .  •  • 

1  —  tanga?  \J—i       (cosj—  sinrs/ — 1)  -+-  p[cos2y  —  sin2y\/—i)-h. . . 

savoir 


g-7V/-l  _,_^e_27^_l  +  ^-3^/-,  _,_ 

ou  bien 


c/-'  =  e2-n/: 


1  -h  perJ-~'  H-.f/e'-'V- 


/j>e->V-'  -t-  qe-ty^- 

Soient  a  présent 

1  +  P^     1  +  Q2,... 

les  facteurs  du  multinôme 

1  -h  pz  -i-  q  z2  -i-  .  .  .  ; 
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l'équation  précédente  deviendra 

,tl/-7        lrn    (i  +  Pe-^lli  +  Qe^G)... 

e2tv-'  —  e-/\'-'  —^ i-i — =L , 

(n-Pe-/N^)(n-Qe-W-')  ... 

d'où  l'on  tire  par  les  logarithmes,  comme  plus  haut, 

,n      „         .-.           P!  +  Q!  +  ...                 P3+Q3  +  ...    .    , 
x=y-h(  P  +  Q-i-  ...)  smj — sin2o>-H ^ sin3j  — .... 

31.  Si  la  valeur  de  tango-  contenait  des  sinus  et  des  cosinus  tant  au 
numérateur  qu'au  dénominateur,  comme  si  l'on  avait  à  résoudre  l'équa- 
tion . 

a  sin y  -+-  b  cosr 


tang.r  = 


cosj -t- />  sin  r 


on  pourrait  aussi  par  la  même  méthode  trouver  une  série  convergente 
pour  exprimer  la  valeur  de  x  en  y,  pourvu  que  a  fût  toujours  peu  diffé- 
rent de  l'unité,  et  b,  p  des  coefficients  fort  petits  relativement  à  a. 
En  effet  on  aura  alors 

i  -+-  tangue  y/—  i  (cosj-i-  p  sinr)  h-  (asinj-t-  b  cosj)  y/—  i 

i  —  tang*-y/— i        (cosj  +  psvay)  —  (asinj-f-  b  cosj)  y/— i 

et  passant  aux  exponentielles 

af=r{_  [i  +  a  +  {b  —  p)\/~=l]er</='-h  [i  —  a  +  (b  ■+- p)  y/^T]  e-jV^ 

[i  —  a  —  (b+p)  y/^7]  e?^  -+-  [n-  «  —  {b  —  p)  y/~]  e-W^ 

ou  bien 

e,n/zr  =  e2/N/=T  [i  +  a  +  (6  -/>)  y/^TJ  +  [i  -  a  +  (6  +/>)  y/=ï]  e~v>R  _ 
[n-a  —  (6—  //)y/-i]  -+-  [i  — «  — (6-t-/?)y/— iJeW- 

Soit  maintenant 


6  —  p  b  +  « 

—  =  langa,     —  =  tangp, 


M  ,— ,    ,—  (i-t-a)  (n-  tango:  y/— j  )  -+-(i  — a)  (i-t-  tang(3y/—  i  )  e~2->V- 

(i-t-«)(i—  tangay/^7)-i-(i  —  a)  (i  —  tang|3y/^:7)e2->V~ 
IV.  38 
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mais 


e=*v 


/-  .       ,—  e±?V^ 


Vànga\J— i=  —   — î      i±tnng(3y'- 


3  i  —^-  mus,  ^  V  "   o    1 

cosa  r  cosp 

donc  substituant  ces  valeurs,  divisant  le  haut  el  le  bas  de  la  fraction  par 
5  et  faisant,  pour  abréger, 

rnçry  l  o 


a  cos  a.  . 

a  cosp 


e-«v'-i  -i-  /,-,»-  H'-'  x  e'^' 
savoir 

d'où  en  prenant  les  logarithmes,  réduisant  en  série,  divisant  par  i\j—i, 
et  repassant  des  exponentielles  imaginaires  aux  sinus  et  cosinus  réels, 
on  tire  sur-le-champ 

x-=y-\-a.  —  /fsin(2j+a  —  (3)  h si na  iy-\- v.  —  (3) »  sin3(2j-+a—  (3)  +  .... 

Or  on  a 

i  -+-  a                           ,  i  —  « 

COSa  =  =  5      cos  p  — — ; 

V/(i  +  «)'+(/)-  /;  i-  v/(i  —  af  -+-  (b  -+-  pV 

donc  on  aura 

v/(n-a)s-l-  (6  — />;" 

quantité  qui  est,  comme  on  voit,  très-petite  de  l'ordre  de  î  —  a,  b,  p; 
ainsi  la  série  précédente  sera  nécessairement  convergente. 

Au  reste  on  voit  par  là  que  pourvu  que  a  diffère  peu  de  l'unité,  et 
que  b  diffère  en  même  temps  peu  de  —  p,  la  quantité  k  sera  nécessaire- 
ment très-petite  du  même  ordre  que  ces  différences;  par  conséquent  la 
série  sera  convergente,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  b  el  p  soient  à  la 
fois  très-petites  l'une  et  l'autre. 


SUR 
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38. 


SUR 


L'USAGE  DES  FRACTIONS  CONTINUES 

DANS  LE  CALCUL  INTÉGRAL!*). 


(  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  i-oyalc  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1776.) 


J'ai  fait  voir  ailleurs  combien  la  méthode  des  fractions  continues  est 
utile  dans  l'Algèbre;  je  me  propose  maintenant  d'en  montrer  aussi  l'usage 
dans  le  Calcul  intégral.  On  connaît  depuis  longtemps  la  méthode  des 
séries  pour  intégrer  par  approximation  les  équations  différentielles  dont 
l'intégrale  finie  est  impossible,  ou  du  moins  très-difficile  à  trouver;  mais 
cette  méthode  a  l'inconvénient  de  donner  des  suites  infinies  lors  même 
que  ces  suites  peuvent  être  représentées  par  des  expressions  rationnelles 
finies.  La  méthode  des  fractions  continues  a  tous  les  avantages  de  celle 
des  séries  et  est  en  même  temps  exempte  de  l'inconvénient  dont  nous 
venons  de  parler;  car,  par  cette  méthode,  on  est  assuré  de  trouver  direc- 
tement la  valeur  rationnelle  et  finie  de  la  quantité  cherchée  lorsqu'elle 
en  a  une,  parce  qu'alors  l'opération  se  termine  d'elle-même;  et  quand 
l'opération  va  à  l'infini,  on  a  une  marque  certaine  que  la  quantité  cher- 
chée ne  peut  être  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  et  finie.  Enfin 

(*)  Lu  le  18  juillet  1776. 
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celte  méthode  sert  à  ramener  à  l'intégration  beaucoup  d'équations  diffé- 
rentielles qui  échappent  aux  autres  méthodes  du  Calcul  intégral. 

1 .  Soit  une  équation  différentielle  quelconque  entre  deux  variables  x 
et  y,  d'où  il  s'agisse  de  tirer  la  valeur  dey  en  x  par  approximation. 

Pour  employer  dans  cette  recherche  la  méthode  des  fractions  conti- 
nues, on  commencera  par  chercher  par  les  méthodes  connues  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  y  en  x  lorsque  x  est  supposée  très-petite,  et  nom- 
mant ce  terme  2,  on  fera 


substituant  ensuite  cette  expression  dey  dans  l'équation  proposée,  on 
aura  une  nouvelle  équation  du  même  ordre  et  du  même  degré  entre  x 
et  y',  dans  laquelle,  en  supposant  x  très-petite,  y'  sera  aussi  nécessaire- 
ment très-petite. 

Soit  2'  le  premier  terme  de  la  valeur  de  y'  en  x  dans  le  cas  de  x  très- 
petite;  on  fera 

I  -|_  y" 

et,  substituant  cette  expression  de  y'  dans  l'équation  entre  x  et  y',  on 
aura  une  nouvelle  équation  du  même  ordre  et  du  même  degré  entre  x 
et  y",  dans  laquelle  y"  sera  nécessairement  très-petite  lorsque  x  sera  sup- 
posée très-petite.  Soit  donc  2"  le  premier  terme  de  la  valeur  de  y"  en  x 
dans  le  cas  de  x  très-petite;  on  fera 

•    —  i  +  f"  ' 

et,  substituant  cette  expression  de  y"  dans  l'équation,  on  en  aura  une 
nouvelle  entre  x  et  y'",  dans  laquelle  y'"  sera  nécessairement  très-petite 
lorsqu'on  supposerai  très-petite.  On  nommera  |'"  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  y"'  en  x  dans  le  cas  de  x  très-petite,  et  l'on  fera 


et  ainsi  de  suite. 
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De  cette  manière,  en  substituant  successivement  les  valeurs  de  y',  y", 
y'",  on  aura 

.  _  __L_ 
~.+      g'  .... 


S'il  arrive  que  quelqu'une  des  équations  transformées  soit  intégrabje 
exactement,  en  sorte  qu'on  ait  la  valeur  finie  d'une  des  y',  y",  y'", . . . 
en  x,  il  n'y  aura  qu'à  substituer  cette  valeur  dans  la  fraction  continue, 
on  aura  la  valeur  exacte  de  y  en  x.  Dans  tous  les  autres  cas  la  fraction 
continue  ira  à  l'infini;  mais  comme  nous  avons  vu  que  les  quantités  y', 
y",  y'",...  sont  toujours  nécessairement  très-petites  lorsque  x  est  sup- 
posée très-petite,  il  s'ensuit  que  les  quantités  £',  %",  %",...  seront  aussi 
très-petites  dans  la  même  supposition;  par  conséquent  la  fraction  conti- 
nue sera  toujours  d'autant  plus  convergente  que  x  sera  plus-petite,  et 
approchera  d'autant  plus  de  la  vraie  valeur  de  y  qu'on  y  prendra  plus  de 
termes.  A  l'égard  des  quantités  £,  §',  %", ...  il  est  clair  qu'elles  seront 
nécessairement  de  la  forme  ax*,  l'exposant  a  devant  être  un  nombre 
positif  pour  chacune  de  ces  quantités  excepté  la  première  S,  pour  laquelle 
le  nombre  a  pourra  être  positif,  ou  négatif,  ou  zéro.  Ainsi  toute  la  diffi- 
culté consiste  à  déterminer  cet  exposant  v.  avec  le  coefficient  a. 

2.  Considérons,  en  général,  une  équation  quelconque  entre  les  deux 
variables  x  et  y,  d'où  il  s'agisse  de  tirer  la  valeur  de  y  en  x  dans  l'hypo- 
thèse de  x  très-petite;  comme  cette  valeur  ne  peut  être  représentée  que 
par  axa,  qu'on  substitue  partout  ax*  à  la  place  de  y  et  de  ses  différen- 
tielles, s'il  y  en  a,  et  après  avoir  délivré  l'équation  des  irrationnalités  et 
des  fractions  complexes,  il  est  clair  qu'elle  se  réduira  à  une  suite  de 
termes  de  la  forme  Aa'"ï™+";  or,  puisque  cette  équation  n'est  censée 
avoir  lieu  que  dans  le  cas  de  x  très-petite,  il  faudra  négliger  vis-à-vis 
d'un  quelconque  de  ses  termes  tous  ceux  qui  seront  affectés  d'une  puis- 
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sance  plus  haute  de  x;  de  sorte  que  l'équation  se  réduira  à  un  certain 
nombre  de  ternies  tous  affectés  de  la  même  puissance  de  x,  cette  puis- 
sance étant  la  plus  basse  qu'il  y  ait  dans  l'équation  proposée;  par  ce 
moyen  Xx  disparaîtra,  et  il  restera  une  équation  entre  les  coefficients, 
laquelle  servira  à  déterminer  la  constante  a. 

Si  l'exposant  a  était  connu,  il  n'y  aurait,  comme  on  voit,  aucune  dif- 
ficulté à  déterminer  le  coefficient  a\  or,  comme  a  est  indéterminé,  on 
peut  lui  donner  telle  valeur  que  l'on  veut;  il  faut  seulement  que  cette 
valeur  soit  telle,  que  la  plus  petite  puissance  de  x  se  trouve  au  moins 
dans  deux  termes  de  l'équation,  afin  qu'après  la  division  par  cette  puis- 
sance de  x  on  ait  une  équation  entre  les  seuls  coefficients,  à  laquelle  on 
puisse  satisfaire  par  la  détermination  du  coefficient  a. 

Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  la  quantité  a  par  cette  condition, 
que  la  plus  petite  puissance  de  x  se  trouve  au  moins  dans  deux  termes 
de  l'équation.  MM.  Tailor  et  Stirling  ont  donné  pour  cela  des  méthodes 
qu'on  peut  voir  dans  le  Methodus  incrementorum  (Proposition  9)  et  dans 
les  Lineœ  tertii  ordinis  (Problème  II);  mais  comme  la  méthode  du  pre- 
mier demande  une  espèce  de  construction  géométrique,  et  que  celle  du 
second  dépend  du  parallélogramme  de  Newton,  et  par  conséquent  ne 
peut  être  regardée  que  comme  une  méthode  mécanique,  je  crois  que  les 
Géomètres  seront  bien  aises  de  voir  comment  on  peut  résoudre  cette 
question  par  une  méthode  purement  analytique. 

3.  J'observe  d'abord  que,  si,  après  avoir  réduit  l'équation  à  une  suite 
de  termes  de  la  forme  Aam x'"a+" ,  on  a  différents  termes  clans  l'exposant 
desquels  le  nombre  m  soit  le  même,  il  suffira  d'avoir  égard  à  celui  de  ces 
termes  où  le  nombre  n  sera  le  plus  petit,  parce  qu'il  est  évident  que  dans 
la  supposition  de  x  très-petite  le  ternie  dont  il  s'agit  sera  comme  infini- 
ment plus  grand  que  les  autres.  De  cette  manière  on  n'aura  dans  l'équa- 
tion que  des  termes  où  le  nombre  m  sera  différent  de  l'un  à  l'autre.  Ainsi 
dénotant  ces  différentes  valeurs  de  m  par  m,  m' ,  m",  m'",...,  en  sorte  que 
ces  nombres  forment  une  suite  croissante,  et  désignant  par  n,  n',  n", 
n'",...  et  par  A,  A',  A",  A'",...  les  valeurs'correspondantes  de  n  et  de  A, 
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on  aura  l'équation 

A.a'"x"'*+"  -+-  k'am'xm''l+"'  -t-  A"a'""x"l""+n"  ■+-  A"'am"'x"'"' *+n'"  -+- . . .  =  o, 

dans  laquelle  il  s'agira  de  déterminer  le  nombre  a,  en  sorte  que  les  ex- 
posants de  deux  ou  de  plusieurs  termes  deviennent  égaux  et  en  même 
temps  plus  petits  que  ceux  des  autres  termes. 

Ce  Problème  se  réduit  donc,  comme  on  voit,  à  celui-ci  : 

4 .   Etant  donnée  une  série  telle  que 

ma-f-n,     m'x-i-ii',     m"a-hn",     m'"(x-\-n'",     m" a.  ■+■  niv, . . ., 

dans  laquelle  m,  m',  m",  m", . . .  soient  des  nombres  connus  qui  forment 
une  progression  croissante  quelconque,  n,  n',  n",  n" ',...  des  nombres  aussi 
connus  quelconques,  et  a  un  nombre  inconnu;  déterminer  le  nombre  a  en 
sorte  que  deux  ou  plusieurs  termes  de  cette  série  deviennent  égaux,  et  soient 
en  même  temps  moindres  qu'aucun  des  autres  termes. 

Il  est  clair  qu'on  pourrait  résoudre  cette  question  en  égalant  successi- 
vement deux  à  deux  tous  les  termes  de  la  série  proposée,  et  substituant 
ensuite  dans  tous  les  autres  termes  les  valeurs  de  a  tirées  de  chacune  de 
ces  égalités;  on  trouverait  sûrement  de  cette  manière  toutes  les  valeurs 
convenables  de  a,  en  rejetant  celles  qui  n'auraient  pas  la  condition  re- 
quise; mais  ce  calcul  demanderait  plusieurs  opérations  inutiles  :  c'est 
pourquoi  il  est  bon  de  chercher  des  moyens  de  l'abréger. 

Je  commence  par  comparer  le  premier  terme  mu-hn  à  chacun  des 
suivants  m'a  -+-  n',  m"a  +  n", . . . ,  et  j'en  tire  ces  valeurs  de  a 


que  je  dénote  pour  plus  de  simplicité  par  a',  a",  a'",...;  nommant  ensuite  s. 
IV.  39 
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le  premier  terme  ma.  -+-  n,  je  mets  la  série  proposée  sous  cette  forme 

e,    e-+-  (m'—  m)(a  —  a'),    t-\-(m" —  m)  (oc  —  et"),    e  -+-  [m'"—  m)'(x  —  «*), .  .  .  - 

Ici  l'on  voit  clairement  que,  si  l'on  fait  «  égal  à  la  plus  grande  des 
quantités  z' ,  a",  a'",...,  le  terme  qui  répond  à  cette  quantité  deviendra 
égal  au  premier  terme  s,  et  que  tous  les  autres  termes  seront  plus  grands 
que  c,  à  cause  que  les  quantités  ni  —m,  ni'  —  ni,  m'"  —  m  sont  (hypo- 
thèse) toutes  positives. 

Si  parmi  les  quantités  ce.',  a",  «'", ...  il  y  en  avait  deux  ou  plusieurs 
égales  entre  elles  et  qui  fussent  en  même  temps  plus  grandes  qu'aucune 
des  autres,  en  faisant  «  égale  à  ces  quantités,  on  aurait  tout  autant  de 
termes  égaux  au  premier  terme  z,  et  les  autres  termes  seraient  tous  plus 
grands  que  e. 

Ayant  trouvé  ainsi  une  valeur  de  a.  qui  résout  le  Problème,  voyons 
comment  on  en  pourra  trouver  encore  d'autres,  s'il  y  en  a. 

Et  d'abord  il  est  facile  de  voir  qu'en  donnant  à  a  une  valeur  plus 
grande  que  la  plus  grande  xles  quantités  a',  a",  a."',...,  tous  les  termes 
qui  suivent  le  premier  s  seront  nécessairement  plus  grands  que  celui-ci; 
ainsi  il  est  impossible  de  trouver,  par  ce  moyen,  deux  termes  égaux,  et 
qui  soient  en  même  temps  les  plus  petits;  par  conséquent,  s'il  existe 
d'autres  valeurs  de  a.  qui  aient  la  condition  requise,  elles  doivent  être 

moindres  que  la  plus  grande  des  quantités  «',  a",  «'" Supposons, 

pour  fixer  les  idées,  que  oC  soit  cette  plus  grande  quantité,  et  si  deux 
ou  plusieurs  de  ces  quantités  sont  à  la  fois  les  plus  grandes,  soit  a?  la 
dernière  d'entre  elles;  il  est  facile  de  voir  que  dans  la  série  proposée 
tous  les  termes  qui  précéderont  le  ternie  £  -+-  (mw  —  m)  (a  —  oC)  seront 
nécessairement  toujours  plus  grands  que  celui-ci,  tant  qu'on  donnera 
à  a  une  valeur  moindre  que  av,  et  cela  parce  que  les  quantités  m'  —  m, 
m"  —  m,  m"  —  m,...  forment  une  suite  croissante  de  quantités  toutes  po- 
sitives; on  pourra  donc  faire  abstraction  de  ces  termes,  et  ne  considérer 
que  le  terme  s  +  (mv  —  m)  («  —  <xT)  avec  tous  les  suivants;  car  il  est 
clair  que  les  plus  petits  d'entre  ces  termes  seront  en  même  temps  moin- 
dres qu'aucun  des  termes  qui  précèdent  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
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Or  le  terme  dont  il  s'agit  est  mva  -+-  ri1  clans  la  série  primitive  ;  ainsi  il  n'y 
aura  qu'à  considérer  la  série 

rrCa-\-rC,     nfc+u",     mVII«  •+•  ny", .  . ., 

et  y  appliquer  la  méthode  précédente;  et  ainsi  de  suite. 

Voici  donc  à  quoi  se  réduit  la  solution  du  Problème  proposé. 

On  égalera  successivement  le  premier  terme  de  la  série  donnée  à  cha- 
cun des  suivants,  et  l'on  tirera  la  valeur  de  «  de  chacune  de  ces  égalités; 
la  plus  grande  de  ces  différentes  valeurs  de  a.  résoudra  la  question;  et  les 
termes,  qui  forment  l'égalité  ou  les  égalités  d'où  elle  est  déduite,  de- 
viendront les  plus  petits.  On  partira  ensuite  du  dernier  de  ces  termes, 
c'est-à-dire  de  celui  qui  est  le  plus  éloigné  du  commencement  de  la  série, 
et  on  l'égalera  successivement  à  chacun  des  suivants,  en  tirant  la  valeur 
de  a  de  chacune  de  ces  égalités;  la  plus  grande  de  ces  différentes  valeurs 
de  et  résoudra  aussi  la  question,  et  rendra  les  plus  petits  les  termes  qui 
ont  produit  l'égalité  ou  les  égalités  d'où  cette  valeur  de  a  résulte.  On 
partira  de  nouveau  du  dernier  de  ces  termes  et  l'on  opérera  comme  nous 
venons  de  le  dire;  et  ainsi  de  suite,  tant  qu'il  y  aura  des  termes  dans  la 
série.  On  trouvera  de  cette  manière  toutes  les  valeurs  de  a  qui  peuvent 
résoudre  la  question,  et  on  trouvera  d'abord  la  plus  grande,  ensuite  les 
autres  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur  en  diminuant. 

Cette  méthode  a  sur  celles  de  MM.  Taylor  et  Stirling  non-seulement 
l'avantage  d'être  purement  analytique,  mais  encore  celui  de  pouvoir  tou- 
jours être  appliquée  avec  la  même  facilité,  quels  que  soient  les  nombres 
donnés  m,  n,  ni,  ri ,  m",  ri',...,  entiers  ou  fractionnaires,  ou  même  irra- 
tionnels. 

Soit,  par  exemple,  la  série  de  six  termes 

o,     a  -+-  3,      2  a  —  i,     4a  —  5,      5  a  -+-  a,     6«  —  3; 

en  égalant  d'abord  le  premier  terme  o  à  chacun  des  suivants,  on  trouve 
ces  valeurs  de  a 

5  2       3 


3'      2.'     4'  57     6' 


39. 
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5 
dont  la  plus  grande  est  j>  qui  résulte  de  la  comparaison  du  premier  et 

du  quatrième  terme;  on  égalera  maintenant  le  quatrième  terme  l\a  —  5 
à  chacun  des  deux  suivants,  et  l'on  trouvera  ces  valeurs  de  a 


dont  la  plus  grande  est  —  i,  qui  résulte  de  la  comparaison  du  quatrième 

terme  et  du  dernier.  Ainsi  l'opération  est.  achevée,  et  les  valeurs  conve- 

5 
nahles  de  a  sont  7  et  —  i.  En  effet,  si  l'on  substitue  ces  valeurs,  la  série 
4 


devient  dans  le  premier  cas 


et  dans  le  second  cas 


n       3  33       q 

o,      -fi      -j      o,      -r,      2, 

4  2  4  2 


3,     -Q,     -3, 


5.  La  méthode  précédente  servira  donc  à  trouver  toutes  les  valeurs 
qu'on  peut  donner  à  l'exposant  a  (3);  et  pour  déterminer  les  valeurs 
correspondantes  du  coefficient  a,  il  n'y  aura  qu'à  égaler  à  zéro  la  somme 
des  coefficients  des  termes  de  l'équation,  dont  les  exposants  deviendront 
égaux  et  en  même  temps  les  plus  petits. 

Ainsi,  par  exemple,  la  quantité  av  étant  la  plus  grande  (numéro  pré- 
cédent), pour  avoir  la  valeur  correspondante  du  coefficient  a,  il  faudra 
égaler  à  zéro  la  somme  des  deux  coefficients  Aam  et  Avam\  ce  qui  donne 
l'équation 

AN~ 


A«'"  -i-  Ava'"'  =  o,     d'où  l'on  tire     a  =  (  — 

et  si  les  deux  quantités  a'"  et  av  étaient  en  même  temps  égales  et  les 
plus  grandes,  on  égalerait  à  zéro  la  somme  des  trois  coefficients  Aam, 
A'" a"1'",  Awam\  ce  qui  donnerait 

A  a"'  -+-  M" a'"'"  +  A*  a"''  =  o, 
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savoir,  en  divisant  para'", 

A  -l-  A'" a'"'"-'"  ■+-  Av  a"',-"'  =  o  ; 

d'où  l'on  tirerait  a;  et  ainsi  du  reste. 

Il  peut  arriver  au  reste  que,  par  les  réductions  du  n°  3,  l'équation  se 
trouve  réduite  à  un  seul  terme  comme  Aamxma+n;  dans  ce  cas  il  faudra 
faire  A  =  o,  ce  qui  donnera  une  équation  qui  servira  à  déterminer  la 
quantité  a,  c'est-à-dire  l'exposant;  et  le  coefficient  a  demeurera  absolu- 
ment indéterminé  et  par  conséquent  arbitraire.  Ce  cas  doit  nécessairement 
arriver  dans  la  résolution  des  équations  différentielles,  qui  admettent  des 
constantes  arbitraires;  mais  il  ne  pourra  jamais  avoir  lieu  lorsqu'il  s'agira 
d'équations  finies. 

6.  Si,  dans  le  Problème  du  n°  4,  on  voulait  déterminer  le  nombre  a, 
en  sorte  que  deux  ou  plusieurs  termes  de  la  série  donnée  devinssent 
égaux,  et  en  même  temps  plus  grands  qu'aucun  des  autres  termes,  la  so- 
lution serait  la  même,  avec  cette  seule  différence  qu'au  lieu  de  prendre 
pour  la  valeur  de  a  la  plus  grande  des  quantités  a! ,  ce",  a'",...  il  faudrait 
au  contraire  en  prendre  la  plus  petite,  et  il  faudrait  continuer  ainsi  à 
prendre  toujours  la  plus  petite  des  valeurs  de  a  tirées  des  différentes 
égalités;  c'est  ce  qui  est  aisé  à  démontrer  par  les  mêmes  principes.  Par 
cette  méthode  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  y  en  x  dans  l'hypothèse 
de  a;  infiniment  grande,  en  suivant  le  même  procédé  que  nous  avons  pres- 
crit dans  les  nos  3  et  4,  à  cela  près  que,  si  après  la  substitution  de  axa  à 
la  place  de  y  il  se  trouve  différentes  puissances  de  x  dans  les  exposants 
desquelles  il  y  ait  le  même  multiple  de  a,  il  ne  faudra  retenir  que  celle 
de  ces  puissances  dont  l'exposant  sera  le  plus  grand. 

Si  l'on  détermine  de  cette  manière  les  termes  §,  %',  %",...  de  la  fraction 
continue,  elle  sera  alors  d'autant  plus  convergente  que  x  sera  plus 
grande. 

Ainsi  l'on  puurra  toujours  trouver  pour  chaque  valeur  de  y  deux  diffé- 
rentes fractions  continues;  et  si  l'une  de  ces  fractions  est  finie,  l'autre  le 
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sera  aussi  nécessairement,  puisque  ces  fractions  étant  réduites  en  frac- 
tions ordinaires  doivent  être  identiques. 

7.  Soit  proposée  une  équation  différentielle  de  la  forme  suivante  qui 
est  très-générale 

N  -+-  P  y  +  Qj2  -+-  R  ^  =  o, 

N,  P,  Q,  R  étant  des  fonctions  quelconques  de  x. 

Si  l'on  substitue,  dans  cette  équation,  — ^—^  à  la  place  de  y  (1),  on 
aura  cette  transformée  en  y' 


dans  laquelle 


N'  +  P'  r'  +  Q'j'2  ■+-  R'  -£:  =  o, 


d\ 


N'  =  N-t-P£  +  Q£2  +  R^,      P'=2N  +  P£  +  R  ^,      Q'  =  N,     R'  =  —  R£. 

En  substituant  de  même,  dans  cette  dernière  équation,  — - — j,  à  la  place 

1  i  -4-  y  r 

dej',  on  aura  cette  nouvelle  transformée 

N"  +  p"_r"  +  Q"r"2-t-  R"  -j-  =  o, 
dans  laquelle 
N''=N'-hP'£'+Q'S'2  +  R'^|?  P"=*N'-i-P'S'-t-R'^X,  Q"=N',   R"=-R'£', 

et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  pour  déterminer  les  quantités  2,  £',  S",...,  il  n'y  aura 
qu'à  faire  dans  ces  différentes  équations 

y  =  ax" ,     y'  =  b x^,     y"  =  m',  .  .  . , 

et  déterminer  ensuite  les  exposants  a,  |3,  y, . . .  »  ainsi  que  les  coefficients 
correspondants  a,  b,  c,.. . ,  par  les  méthodes  exposées  ci-dessus. 
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On  aura  ainsi 

\  =  ax°-,     %'^bx?,     %'=cx~<,.... 

S'il  arrive  que  dans  quelqu'une  des  équations  transformées  le  premier 
terme  qui  ne  renferme  point  j'"'0  s'évanouisse,  on  pourra  alors  satisfaire 
à  cette  équation  en  faisant  y1-'""1  =  o;  de  cette  manière  l'opération  sera 
terminée,  et  l'on  aura  pour  la  valeur  de  y  une  fraction  continue  finie. 
Cela  arrivera  donc  lorsque  l'une  de  ces  quantités  N',  N",  N'",  NIV, . . .  sera 
nulle. 

On  n'aura  cependant  par  ce  moyen  qu'une  valeur  incomplète  dey,  à 
moins  que  les  coefficients  a,  b,  c,...  ne  renferment  déjà  une  constante 
arbitraire.  Pour  trouver  dans  tous  les  autres  cas  la  valeur  complète  dey, 
il  faudra  intégrer  l'équation  en  j('"  °,  ce  qui  est  toujours  possible. 

En  effet,  comme  N('"  °  =  o,  cette  équation  sera 

p(»--)j("'.-)+QC'«.-)[r(""'>]*+R(« 


dx 

laquelle,  en  faisant  j('")  =  ->  se  change  en  celle-ci 

d? 

PC"..  )z  +  Q(»...)zs  -+-  R("-0  ~  =  o, 
dx 

qu'on  voit  bien  être  intégrable  par  les  méthodes  connues,  puisque  z  n'y 
est  qu'à  la  première  dimension. 

Appliquons  ces  règles  à  quelques  Exemples. 


8.  Soit  l'équation 


dr  . 
my  -+-  {1  •+■  x)  -4-  =  o, 


dans  laquelle  on  demande  la  valeur  de  y  en  x  par  une  fraction  continue 
d'autant  plus  convergente  que  x  sera  plus  petite. 

Substituant  d'abord  axa  à  la  place  de  y,  et  divisant  par  axa,  on  a 


m  ■+-  a  -i 
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dans  l'hypothèse  de  x  très-petite  cette  équation  se  réduit  à  -  =  o;  donc 

a.  =  o, 

et  le  coefficient  a  demeure  indéterminé.  On  aura  ainsi 

l  =  a, 
et  la  transformée  en  y  sera,  après  les  réductions, 

—  m  —  my  -+-  (1  -t-  x)  -4—  =  o. 

On  fera  dans  cette  équation  y  =  bx$,  ce  qui  la  réduira  à 

—  m  ■+-  b( (3  —  m)x^-\-  bfixï-'  =  o; 
négligeant  la  puissance  #P  vis-à-vis  de  x^~',  on  aura  simplement 

—  m  -h  i(3^p_'  =  o; 

donc 

(3  =  i,      b  =  m. 

On  aura  donc 

£'  =  mx, 

et  la  transformée  en  y"  deviendra 

dr" 
{m  —  \)  x  -¥■  [i-t-  (m  —  i)x]y"  +j"2+  (i  -+-  x)x  -~ —  =  o. 

Faisant  y"  =  cx1,  et  négligeant  d'ahord  la  puissance  x^+i  vis-à-vis 
de  x^,  on  aura  l'équation 

{m  —  i  )  x  -t-  c  (  i  +  y  )  a?i  -+-  c3^2'  =  o  ; 

je  range  les  trois  exposants  ainsi,  i,  7,  27,  et  égalant  successivement  le 

premier  terme  de  cette  série  aux  deux  suivants,  j'ai  7 _==  1,  7  — .-;  la  plus 

grande  de  ces  deux  valeurs  étant  la  première,  je  l'adopte  pour  7,  et 
comme  cette  valeur  vient  de  la  comparaison  du  premier  terme  avec  le 
second,  je  puis  encore  égaler  le  second  au  troisième,  ce  qui  donnera  7=0; 
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mais  cette  valeur  n'est  point  admissible,  paire  que  y  doit  être  ]>  o  (1). 
J'ai  donc  uniquement 

et,  égalant  à  zéro  la  somme  des  coefficients  des  deux  puissances  a-  et  ;rT. 
je  trouve,  à  cause  de  7  =  1, 

m  — *  1 
2 

Ainsi  l'on  aura 

£"=  —  (m-  D--, 


et  la  transformée  en  y'"  sera 


«■  -1-  I  1 x    y   -t-  y 


( 1  +  x  )  x  dy" 


On  fera  y  =  e.r£  et  l'on  trouvera  par  le  même  procédé  que  ci-dessus 


_  m  -h  1 


Donc  on  aura 

m  -1-  1  x 


*-       3 


et  la  transformée  en  jlv  se  trouvera  de  celte  forme 

2  (  m  —  2  )           /         m  —  1      \  (  1  -+-  x  )  x  dy 

—  x  -h     ih 5 —  x    y"  -4-r,v2-+-  L 


3  (te 

On  tirera  de  la 

et.  ensuite  viendra  la  transformée  en  yv 


/          m      \  \\  -\-  x)x  dy" 

,r+     1 T  x\  Y "  +  rvl  ' 


4  ~  ;  '  ^J   ^     4      <z*  ~~ 

On  en  conclura 

5  ~  1T-  2' 

iv.  40 
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et  il  en  résultera  cette  transformée  enr" 

3(m  — 3)  /         m  — ï      \     vi  ïlS  ,    {1 -+- x) x  dy" 

De  là  on  trouvera 

"  _       m  —  3  x 

et  l'on  aura  cette  transformée  en  jvn 

m  -t-  3  /         m     \  ,       (i+i)ïrfj'" 


#W*" 


6*/-'      ^  6  dx 

On  tirera  de  là 

,       m  -+-  3  a." 

et  la  transformée  en yvm  sera 

49  \  7         /  1  dx 

Et  ainsi  de  suite. 

Donc  on  aura  pour  la  valeur  de  y  cette  fraction  continue 


mx 

{m 

X 

—  ï  - 

2 

ni  -t-  ï 

X 

3 

2 

m  —  ix 
3~~  2 


m-\-  ï  x 

5           2 

1  ~t~ 

m  —  3  x 

5           2 

m+  3  x 

.   ,        7       =» 

Et  comme  cette  expression  de  j  renferme  une  constante  arbitraire  a, 
elle  doit  être  regardée  comme  complète. 
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Si  m  est  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  la  fraction 
continue  s'arrête,  et  par  conséquent  la  valeur  de  y  est  finie;  sinon  la 
fraction  continue  ira  à  l'infini. 

9.  Si  l'on  prend  l'équation  proposée 

dy 
my  -f-  ( i  -f-  x )  -p  =  o, 

et  qu'on  l'intègre  après  l'avoir  multipliée  par  — — — —  i  on  aura 

logjy-f-  wtlog(i  +  x)  =  log/V, 
/£  étant  une  constante  arbitraire;  d'où  l'on  tire     « 

/V 

or  en  faisant  x  ==o,  on  a  icij  =  /t;  et  dans  l'expression  du  numéro  pré 
cèdent  on  a  y  =  a  lorsque  x  =  o;  donc  k  —  a;  donc 


(i+*r=-; 


donc 

(  1  +  a?  )"'  =  i  -(- 


mj; 

(m 

->! 

m  -f-  I    X 

3           2 

m  —  ix 

3           2 

m  -f-  2  x 

5           2 

77?  —  3    X 

5           2 

m  -+-  3 

7 

2 

777  — 

7 

4  X 

2 

4o. 
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Cette  expression  de  la  puissance  d'un  binôme,  en  fraction  continue, 
est  assez  remarquable,  tant  par  sa  simplicité  que  parce  qu'elle  a  l'avan- 
tage d'être  finie  pour  toutes  les  puissances  entières  tant  positives  que  né- 
gatives. On  pourrait  aussi  la  déduire  de  la  formule  de  Newton  par  une 
division  continuelle,  en  opérant  comme  si  l'on  voulait  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  l'unité  et  cette  formule;  c'est  ce  qu'a  déjà 
fait  M.  Lambert  dans  le  second  volume  de  ses  Bevtrœge,  etc.;  mais, 
quoique  la  fraction  continue  qu'on  trouve  de  cette  manière  s'accorde 
dans  le  fond  avec  la  précédente,  elle  se  présente  néanmoins  sous  une 
forme  beaucoup  moins  simple  et  moins  élégante.  (Voyez  le  §  3o  du  troi- 
sième Mémoire  de  l'Ouvrage  cité.J 

40.  Comme  la  quantité  (i  -\-x)m  devient,  dans  le  cas  de  m  infiniment 
petit,  i  -h  m  Iog(i  -f-  x),  on  aura,  en  supposant  m  infiniment  petit  dans 
la  fraction  continue  ci-dessus,  et  divisant  par  m  après  avoir  retranché 
l'unité  de  part  et  d'autre, 

log  i -)- x)  = 


2  X 

3  "a 


2    X 

5  1 


3  x 
5  7 


3  x 

7   a 


4  x 

7     2 


Et  si  l'on  met  —  à  la  place  de  x,  qu'ensuite  on  suppose  m  infiniment 

m  l  * 

grand,  ce  qui  donne 

:  ex, 
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3   2 


5     2 


I     X 

5  7 


7    2 


1 1 .  On  peut  encore  simplifier  ces  fractions  continues,  et,  en  général , 
toute  fraction  continue  de  la  forme 


,+  -£ 


Pour  cela  je  considère  que  la  fraction 

P 


i  -f-  r 


se  réduit  à  celle-ci 


p(i  +  r)  _  p{i  +  q  +  r)  —  pq pg_ 

i -I- g -H  r  i-4-  g  -f-  r  ^        i-+- g  - 


ainsi 

l'on  aura  d'abord 

l 

=  5- 

«' 

,  i         ?' 

!+$'+■ 

r 

1  +  _t_ 
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et,  transformant  de  même 

en     p- 


£"  i  +  • 


et  ainsi  de  suite,  la  fraction  proposée  deviendra  de  cette  forme 


X- 


.  +  e+r ^ 


ï.vïv 

i  +  p  +  6"- 


v,    rr" 


I  -t-  £v  -h  H 

1  -t-  .  _    . 

et,  si  l'on  ne  commence  les  transformations  précédentes  qu'au  second 
terme         — ,  on  aura  une  fraction  de  la  forme  suivante 


■+r—       -££ 


i  +  r+r-       — ^ 


,  +  f+f-JÇt 


12.  Si  l'on  applique  ces  réductions  à  la  formule  du  n°  9,  on  aura  ces 
deux-ci 

X2 

m  (m  —  il  — 
■y. 

(  I  -+-  X}'"  =  l+fM  + 


|l+*  )'"  =  I  -t- 


(»i —  2)  a: 

m-k-i){m  —  2) 

X2 

9 

4 

i.3 

i 

ma? 

- 

{m  —  2 
3. 

(m+  2) (m— 3)  x7 
4)x   |                2.5            4 

5                     (m — 2.o).r 

i— = ^— +  . 

5.7 

.  x 

m2 — 

1  ar2 

»-t-( 

3 

4 

2 

I  -+- 

X 

m2  —  ^  x2 
3.5      4 

i  -t- 

m2 -9 

a?             5.7 

2                  a: 

H 1- 

X' 

T 
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D'où,  en  supposant  m  infiniment  petit  ou  infiniment  grand,  on  déduira 
les  suivantes 

log(i  -+-  x)  =  x 


2    X1 

9  4 


3  2 . 3  x- 

i.l\.x  25    4 


3.5  3-4  x- 

i.q.x        4q    4 
i  +  -—■ * 

5.7         i-+-. 


et=i  +  i  + 


1  x2 
9  4 


3  1    a;2 

.r  25   4 


3.5  1    x- 

, £_         49  4 

5.7        I  — . 


logd  -+-  r)  = 


1  x- 

M 

4    .a?2 

a;  3.5   4 

H 


9    & 
x       5.74 


1   x- 
x  3   4 


: 

t     a?2 

3" 

1>J 

1 

x-- 

I  + 

5^ 

4 

: 

c    x2 

1 

+    ? 

■94 
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13.  Soit,  pour  abréger, 

I    X1 


I  -+-  ■ 

3 

I       X2 

i  -t- 

I        X2 

57,  T 

I       X2 

on  aura,  par  la  dernière  formule, 


d'où  l'on  tire 


e*  —  i         2         2    e1  —  i         a±        _  ï 


donc  si  l'on  met  partout,  à  la  place  de  x,  2X\J —  i ,  la  valeur  de  s  sera 


a:cosar  x 


smx         tangjr 
de  sorte  qu'on  aura  tango;  =  — -,  donc 


tangx  = 


3.5 


, 5J- 


7-9 


Cette  expression  de  la  tangente  par  l'arc  s'accorde  dans  le  fond  avec 
celle  que  M.  Lambert  a  donnée  dans  les  Mémoires  de  1761,  et  qu'il  a  dé- 
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cluite  des  séries  connues  du  sinus  et  du  cosinus,  divisées  l'une  par  l'autre 
suivant  le  procédé  qui  sert  à  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur. 

14.  Considérons  maintenant  l'équation 

et  cherchons  par  notre  méthode  la  valeur  de  y  en  x  exprimée  par  une 
traction  continue  d'autant  plus  convergente  que  x  est  plus  petite  dans  la 
supposition  de  n  >  o. 

i°  On  trouvera  '£  =  x,  et  l'on  aura  cette  transformée  en  y' 

df 

—  x"  -f-  (  i  —  x"  )  y  -f-  Y  2  -4-  (  i  -1-  x"  i  x  -r—  =  o  ; 
J        •>  dx 

2°  On  aura  2'= »  et  de  là 

^       «-t-i 

n2x"  f         n — i      \     „  ,,.       (i-+-xn)x  dy" 

— r-  -+-     i  —         —  x")  y"  -+-  r  ■  -+-  -  -4—  —  o  ; 

(n  -h  j)2        \         n  -h  i       j  "  -  n  ■+-  i        dx 

3°  On  aura  2"=  , r? —   —s  et  de  là 

(  n  -t-  i  )  (  2  n  -t-  1 1 

l«+i)2a;"        /  a?"     \      ...         ,,.,       (H-,r").r  dy1" 

-  '  r    -f-  y  2  -f-  —  •  — f —  =  o  ; 


(2re -)-i)2         \         in-\-ij'  J  in-\-\       da 

fn    r\  ym  (n'-+-  i)2xn  ,    ,     ,. 

4    On  aura  g  =  ,-      — — ->  et  de  la 

l  2  7l-t-  I  )  (  3  II  -t-  I  ) 

Ln?x"         7      "    n  —  i       \  ,       (  i  -f-  x"  )  x  dy 


3«+ i)2        \         3re-t-i      /*  "  3«  +  i       dx 

5°  On  aura  2,v  =  ^ ^^ v  et  de  là 

i?.n-hiYx"        I  x"     \  ,       (  i -i- #"  )  a?   </rT 


6°  On  aura  2V  =  ,  ,  >  l     — r»  et  de  là 

qrela?"            /  «—  i        \                     ,        (i  -4-  x)n  x  dy"1 

(5ra-t-i)2        \  5«+i      /'                           5»-t-i       dx 

iv.  41 
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7°  On  aura  £VI  =  j-= —r~r- >  et  de  là 

'  (5n-\-  i)(bn-hi) 

(3n  -i-  îfx"        l  x"     \  (i  -+-  xn)  x  dy"' 


6«  r  i)!  \        6«-t-r/J  ^  6ra  -+- 1       dx 

8°  On  aura  |™  =       (3w  +  "^"         et  de  ià>  _ . 
(6«-4-  h  (7/1-t-  1) 

Ainsi  l'on  aura  pour  la  valeur  de  y  cette  fraction  continue 


[  n  ■+■  1  )  (  2  n  -+- 1  ; 


(n-rl  )237" 

(2»  +  i)(3b  +  i) 
(2.w)2ar" 


(3ra  -+-  i)(4»  -+-  « 


(  4 n  -f-  r)  (  5  ra  -4- 

(3n)2x" 


(5re-4-  i)(6n  H-  1) 


(3/1-4-1  fa?" 
(  6  n  -h- 1  )(7«-4-  0 


Or  l'équation  différentielle  proposée  donne  par  l'intégration 


•=A 


dx 

-4-  a?"1 


par  conséquent  la  valeur  de  cette  intégrale  sera  représentée  par  la  frac- 
tion continue  que  nous  venons  de  trouver. 

15.  Si  l'on  fait  n  =  1 ,  alors  y.=  log(i  H-  ic),  et  la  fraction  continue 
qui  exprime  la  valeur  de  y  reviendra  au  même  que  celle  que  nous  avons 
trouvée  plus  haut  (10). 

Si  l'on  fait  «  =  2,  alors  y  =  arc  tangue;  ainsi  l'on  aura,  pour  l'ex- 
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pression  de  l'arc  par  sa  tangente,  cette  fraction  continue 


arc  tang.r  = 

i  -+■  ■ 

x- 

y 

i  -+- 

^x2 
375 

i  -+- 

qx2 

^7 

i6x2 

20  X' 

Cette  dernière  expression  a  aussi  déjà  été  trouve  par  M.  Lambert  dans 
l'Ouvrage  cité,  d'après  la  série  #  —  y  J  -jç  —  ■■-.  m»is  sous  une  forme 
moins  simple  que  la  précédente. 

16.  On  voit,  par  le  n°  14,  (pie  les  valeurs  %,  £',  S",...  ne  vont  pas  en 
diminuant;  de  sorte  que  quelque  loin  que  l'on  pousse  la  fraction  conti- 
nue, on  ne  sera  jamais  en  droit  de  négliger  les  termes  suivants.  Mais,  si 
les  valeurs  dont  il  s'agit  ne  vont  pas  en  diminuant,  elles  convergent  ce- 
pendant vers  une  même  quantité,  et  cette  circonstance  donne  le  moyen 
de  trouver  à  très-peu  près  la  valeur  du  reste  de  la  fraction  continue. 

Pour  cet  effet  on  n'a  qu'à  considérer  les  différentes  transformées  en  y', 
y" ,  y'",-..,  et  l'on  verra  que  la  transformée  \j!ème  sera  représentée  ainsi 


i).r"     I     ,  ,  ,n  (i-\-x")x     dy<- 


[(p.  —  ^re  +  i]'-  (  fjr.  —  ■  i  «  -t-  i  Y  (,"•  —  i)n  +  i     dx 

si  [x  est  pair,  et  de  cette  manière 


L h       I r(n)_|_[y(l»)l»- 


(i-\-x")x     df^  _ 


[(jx  —  i)«-+-i]2         |  (fi  —  i)re  +  i_T  (fi  — i)n  +  i     ete 

si  fjt,  est  impair. 

4i. 


324  SUR   L'USAGE   DES   FRACTIONS  CONTINUES 

Or,  si  p.  est  un  nombre  fort  grand,  alors  il  est  visible  que  le  premier 


terme  se  réduit  toujours  à 


et  que  les  autres  termes  se  réduisent  à 


ceux-ci  yw  -h  [jtwJ2;  de  sorte  qu'on  a,  dans  ce  cas,  la  transformée 

-  -.-  -+-  rM  -t-  [7W]1  =  o , 
d'où  l'on  tire,  en  général, 


r,»1=  -■±y/i  +  ^j 


mais  les  valeurs  de  y  devant  être  nulles  lorsque  x  =  o,  on  aura 

•       ,  ,       —  n-  J  i  +  x" 


Donc,  lorsqu'on  aura  poussé  assez  loin  la  fraction  continue  du  n°  14, 
il  faudra,  si  l'on  veut  s'arrêter,  ajouter  après  l'unité  dans  le  dénominateur 
de  la  dernière  fraction  la  quantité  que  nous  venons  de  trouver,  ou  bien  on 


donnera  à  la  dernière  fraction  pour  dénominateur  la  quantité  — - —  — 
On  pourra  en  user  de  même  dans  tous  les  cas  semblables. 

17.  Soit  encore  proposée  cette  équation  différentielle 

,  dy 
i  +  imx  y  —  y  -h  nxl  -f-  =  o. 
dx 

dans  laquelle  on  demande  la  valeur  de  y  en  x  par  une  fraction  continue 
d'autant  plus  convergente  que  x  sera  plus  petite. 
i°  On  trouvera  5  =  i ,  et  la  transformée  en  y'  sera 

—  imx  —  (2-1-  2.mx) y  —  y  '  ■+-  nx'2  -~—  =  o; 


2°  On  aura  |'=  —  mx,  et  de  là 


[m  —  n  )  x 


(n  —  2  m  )  x  ]  y  ■"  —  2  y"''  -+-  n  x 


dy" 

dx 
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3°  On  aura  £"  = x,  et  de  là 


dy'" 
dx 


—  (m  -h  n)  x  —  (2-1-  imi  )  y'"  —  2  y'"'  ■+-  nx 

1  o   f\                fi»             m  -\-  n  .11- 

4    On  aura  t,  = x,  et  de  la 

[m  —  in)  x  —  [1  -\-  (n  —  im)  x\  y1"  —  2ylV  '  -t-  nx2  —-. —  =  o; 

5°  On  aura  2IV  = x,  et  de  là 

2 

drv 

—  (m  -{-  m)  x  —  (2  -t-  2  m  x )  y"  —  iy"2  -+-  jix2  —f—  =  o; 

o    On  aura  £  = x,  et  de  la 

( m .  —  3»)  x  —  [2  -1-  (n  —  im)  x]  yy'  —  iyv' 2  -+-  nx-  -~ —  =  o  ; 

7°  On  aura  %    = x,  et  de  la — 

Ainsi  la  valeur  de  y  sera  exprimée  par  cette  fraction  continue 

y  = 


m  -t-  m 


m  —  3  » 

I  H 


laquelle  se  terminera,  comme  l'on  voit,  toutes  les  fois  que  l'on  aura 
m  =  In,  >.  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif. 

Dans  ce  cas  oh  aura  donc  une  valeur  finie  de  j;  mais  cette  valeur  ne 
sera  pas  complète,  puisqu'elle  ne  contient  aucune  constante  arbitraire. 
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Pour  la  compléter  on  suivra  la  méthode  enseignée  dans  le  n°  7. 
En'effet,  en  considérant  les  différentes  transformées  en  y', y",  y'",-..., 

on  voit  aisément  que  la  transformée  p.ieme  sera,  en  supposant  m  =  -n 
lorsque  ij.  est  pair,  et  m  =  —  " n  lorsque  p.  est  impair, 

-  [  2  —    u.  —  i)x] yW  —  2[jW]!  -+-  nx1  -^ —  =  o, 

laquelle  en  faisant  yw  =  -  devient 

dz 
[a  —  (ft  —  i)  x  J  z  -t-  2  -t-  nx2  -j-  =o; 

d'où  l'on  tire,  par  l'intégration, 

z  =  I  k le    "•*  x         "       dx  j  e'"  x  "    • 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

Donc,  lorsque  dans  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur  de  y  il 
arrivera  qu'un  des  numérateurs  deviendra  nul,  ce  qui  fera  disparaître  le 
reste  de  la  fraction,  il  faudra,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  y,  écrire 
après  l'unité  dans  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  partielle  la 

quantité  -■,  en  prenant  pour  p:le  rang  de  cette  fraction. 

Par  exemple,  lorsque  m  =  n,  on  a  y  =  — -,  comme  la  série  se 

I  -I-  o 

termine  a  la  seconde  fraction,  je  fais  [j.—  2,  ce  qui  me  donne 

k  —  —    I  e    "'  x       "     dx  J  enx  x" , 

et  j'ai,  pour  la  valeur  complète  de  y,  l'expression 

1 

y  ~  nx 

1 

1  -1-  - 

Et  ainsi  des  autres  cas  semblables. 
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18.  Si  dans  l'équation  différentielle  du  numéro  précédent  on  l'ait 

x  =  ata,     y  =  bftu, 

t  et  u  étant  de  nouvelles  variables,  elle  devient,  après  les  substitutions  et 
les  réductions, 

du       ima  ■+-  m  S  u       ocb   .  oc 

-= 1 t<—*—*  U2  H r  £-«-?-'  =  o, 

ilt  n  t        na  nab 

laquelle,  étant  comparée  à  la  forme  générale  de  l'équation  de  Riccati 

du  „ 

- A  fii'  -+-  B<?  =  o, 

dt 

donne 

a __       p  +  q  +  2.       „       p  —  q      m  _        p  —  g  ^_     jz ^    ft  _      f~R 

2  2     '     «  —  2(/>-t-çr-f-2)'      —  «^/ab'       ~~VB' 

de  sorte  qu'il  reste  encore  une  indéterminée  n,  qu'on  peut  faire  égale  à 
tout  ce  que  l'on  veut. 

L'équation  dont  il  s'agit  sera  donc  intégrable  toutes  les  fois  que  les 

exposants  p  et  q  seront  tels,  que  la  valeur  de  — »   savoir  la  quantité 


p-q 


sera  égale  à  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  né- 


2  (  p  ■+■  q  ■+-  a 

gatif;  ainsi  les  conditions  de  l'intégrabilité  de  l'équation 

-, A(f«!+B(f  =  o 

dt 

seront  renfermées  dans  cette  égalité 


_  (i  —  il)p  —  4* 


9  = 


il 


X  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif;  ce  qui  s'accorde 
avec  ce  que  l'on  sait  déjà. 

19.  Comme  la"  forme  des  fractions  continues  est  peu  commode  pour 
les  opérations  algébriques,  nous  allons  réduire  ces  fractions  en  fractions 
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ordinaires,  ce  qui  donnera  lieu  à  des  conséquences  importantes  sur  la 
nature  de  ces  mêmes  fractions. 

Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  reprendre  les  formules 

'=—£—,       "-      r 


i  -+-  y'       J         i  -+-  y"       j  i  -t-  y'" 

du  n°  1  et  substituer  successivement  dans  la  première  les  valeurs  de  y', 
y",...  données  par  les  suivantes;  ce  qui  donnera 

X    =   l  +  Ir"   _       s-+-gg"+gj'"       = 

1+7'         I  -+-  £'  -t-  j"         I  ■+■  l' H-  g"  -+-  (l  -+-  l'  )  f 

mais  pour  rendre  plus  sensible  l'ordre  qui  règne  entre  ces  formules  suc- 
cessives on  fera  les  deux  séries 

P=o,     P'  =  £,     P"  =  P^'+F,     P'"  =  P'£"-t-P",     P"  =  P"f +P'",..., 

o=i,  q=i,  or=Q$'+Q',  Q'"=Q'r+Q",  Q,v=Q"r+Q"',---, 

et  l'on  aura 

_  Pj'  -t-  P'  _  p\rtf  -+-  P"  _  py  -+-  P"'  _  py  +  p-v  __ 


Qr'  +  Q'     Q'r"  +  Q"     Q"r'"  +  Q'"     Q'"r,v+QIV 

De  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  dans  ces  expressions  les  va- 
leurs de  |,  S,',  S," ainsi  que  celle  de  la  dernière  des  quantités  y',  y", 

y'", . . .  pour  avoir  la  valeur  complète  de  y. 

20.  Je  remarque  maintenant  que.  comme  les  quantités^', y",  y'",. . . 
sont  nécessairement  comprises  entre  les  limites  ce  et  o,  si  l'on  substitue 
successivement  ces  valeurs  extrêmes  à  leur  place,  on  aura  cette  série  de 
fractions  rationnelles 

p  p  J^  p»  £rv 

Q'    O'    Q"'    Q'"'    çr"'" 

qui  convergeront  nécessairement -vers  la  vraie  valeur  de  y. 

Pour  prouver  cette  convergence  et  en  déterminer  la  quantité  pour 
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chaque  fraction,  considérons  les  différences 


P  j'  -4-  P'          P 

P'/'  H-  P"           P' 

Qr'  +  Q'      Q' 

Q'j"  +  Q"      Q' 

lesquelles  se  réduisent  à 

P'O-Q'P 

P"Q'-Q"P' 

Q(Q.r'+0')      Q'(Q'r"  +  Q") 

or  on  trouve 

P'Q-Q'P=£, 

p"Q'^Q"P'=(Q'P_P'Q)e  =  -^', 

p*'Q»_Q»'P"=(Q"P'_  P''Q')f  =}fc'Z" , 

et  ainsi  de  suite;  donc  les  différences  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  les  excès 

P    P'    P" 

de  la  vraie  valeur  de  y  sur  les  fractions  77?  ^1  7^->  ■  ■  ■  seront 
J  Q   Q    Q 

Q(Qr'  +  Q')'        Q'(Q'r"+Q")'    Q"(Q"r"'  +  Q"')'' 

D'où  l'on  voit  que,  si  l'une  des  quantités  %,  $■",  %",...  devient  nulle, 
auquel  cas  la  fraction  continue  est  finie,  la  fraction  correspondante  dans 

P    P'    P" 

la  suite  -^-^  -^i  7^7i  ■  ■  ■  donnera  la  valeur  exacte  de  y. 
Q    Q'    Q'  J 

En  général,  comme  les  quantités  |',  S.",  S,'",...  sont  toujours  très-petites 
lorsque  x  est  supposée  très-petite  (  1  )  et  qu'il  en  est  de  même  des  quan- 
tités y',  y",  y'" il  est  clair  que  dans  cette  supposition  les  quantités  Q, 

Q',  Q",. . .  deviendront  égales  à  l'unité,  et  que  les  quantités  Qj',  Q'y", 
~y'y'", ■  ■ .  deviendront  nulles  vis-à-vis  de  celles-là;  donc  en  supposant  x 

P    P'    P" 

très-petite,  les  excès  de  y  sur  les  fractions  ^i  ^-1  7^7?  ■  •  ■  se  réduiront  à 

L    -II',    ït!%',...\ 

par  conséquentces  fractions  seront  exactes,  aux  quantités  des  ordres  £, 

'%'£.',  '£'£'£", . . .  près. 

IV.  Ai 
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21 .  Prenons  l'Exemple  du  n°  8,  où  l'on  a  trouvé 

2  3  2  3  2 

on  trouvera  les  formules  suivantes,  où  je  suppose,  pour  plus  de  simpli- 
cité, a  =  1, 


P  =0, 
P'  =  i, 
P"=i, 
P'"     = 


Pv,         _ 

Pv,,      _ 
Pv,,,_ 

p„  _ 


(m  —  i) 


(m  —  2) 


2 (m  —  .2)"  (m  —  2)  (m  —  1) 


4 

i  (m  —  3  ! 


4.3 

(m  —  3 )  ( m  —  2  1 
5-4 


x2, 


3(m— 3)          3(m  —  3)(w  —  2)     ,       (m  —  3)(m  —  i)(m  —  1 
-  x2 


6  6.5  6.5.4 

3m  —  4)  3  m —  4)(OT — 3)     „       [m —  t±){m — 3  \{m  —  2) 


7.6 


7.6.5 


4(w  —  4)        6im  —  4)im  —  3)         4(wi —  4Hm  —  3)  (m  —  2) 

— 8         X+~  8.7         ~~  *'~  8.7.6 


[m  —  4)  ( m  —  3 ) ( m  —  i)(m 
8.7.6.5 


x% 


Q  =1, 

Q'  =  >. 

Q"  =  1  -t-  mx, 

Q'"=i -f- x, 


2  (  m  -H  1  )  (m+i)m 

— ^ -ï+   — 5 

3  3.2 
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.-.,  ,2 (m  -h- 1)  (m -i- 2  (m-+- 1)    „ 

4  4-3 

r.,.,  ,    3(m  +  2)  3(m  +  2)(m  +  i)     „       (wn- 2)(/ra  +  i)m    , 

0    =IH"  ~^r~x+ 54     -*,+ 5^3 x' 

_  3  (  m  -i-  3  )  3(ro+3)(m  +  î)     „       (m  +  3|(m+j)(m+i)     , 

Q  '     =H 7j x  ■+-  -^ ^ '  a:!+  -5 Mc   e    , Lx\ 

6  6.5  6.5-4 

r)v,,;_    _l  4(^+  3)  _^   é    6  (m -1-3)  (m +  2)  mJ  ]    4(m  +  3)(m-i-2)(m  +  i)^3 


7  7.6  7 .6.5 

(/»-i- 3)(m -t- 2)  (/n -4- 1)/»    4 
7.6.5.4  ~~  *' 

n,,.    _     ,    4(^  +  4)  6(m  +  4)(m-t-3)  ^  t  4(/w  +  4)(mH-3)(m  +  2) 


8.7  8.7.6 

(m  +  4)(»J+3)(m+2)(m+i) 


8.7.6.5 


Or  nous  avons  vu  dans  le  n°  9  que  la  valeur  de  y  est -;  ainsi, 

1  J  (I-t-.r)ra, 

P     P' 

faisant  a  —  1,  on  aura  pour  la  valeur  de  (1  +  x)~m  les  fractions  ^?  ^-1 

P" 

7y,T'  ■■>  lesquelles  seront  exactes,  aux  quantités  près  des  ordres  x°,  x' , 

x-,  x3 , . . . . 

Donc,  si  l'on  renverse  ces  fractions,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
l'on  fait  m  négatif  et  qu'on  néglige  les  deux  premières  fractions,  on  aura 
les  approximations  suivantes  vers  la  valeur  de  (1  -+-  x)m 


mx, 

m  -+- 


[m -h  1) m 


m  —  2 
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2  (  m  -+-  2  )  (  m  -+-  2  )  (  m  +  i  ) 


4                       4-3 

m    3 

X3 

2(m  —  a)           (m  —  2)(/w  —  i)     ,' 
i ^ — t — -  x  -+-  K- /\ x- 

4  4-3 

3(m-f-2)           3(m  -+-  2)  (nu- 1)     2       (ni  +  2)(m  +  i) 

5  X   '                 5.4              *                   5.4.3 

2(/w  —  3)           (m — 3)  [m —  2)     2 
5                              5.4 

3(w  +  3)          3(m  +  3)(»n- 2)     ;       (m  +  3,(m  +  2) 
6        x  '               6.5              *                       6.5.4 

(/w-+- 1 

-  xl 

3(/n  —  3)           3(m  —  3)(m  — 2)    s       (m  —  3)(m  —  i] 
6        *  '               6.5                                      6.5.4 

(m  —  1 

) 

-  X 

et  ces  expressions  sont  exactes,  aux  quantités  près  des  ordres  x2,  x3,  x\ 
xb,  xe,  x1 ,...,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  exactes  jusqu'à  la  puissance  de  x 
inclusivement  qui  sera  le  produit  des  deux  plus  hautes  puissances  de  x, 
dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur;  c'est  de  quoi  on  pourra  si 
l'on  veut  se  convaincre  à  posteriori  en  résolvant  les  fractions  précédentes 
en  séries  et  les  comparant  avec  la  série 

1  )  m  (m  —  1  )  (  m  —  2  ) 


On  peut  traiter  de  même  les  autres  fractions  continues  que  nous  avons 
trouvées  dans  le  cours  de  ce  Mémoire  et  en  tirer  des  conclusions  sem- 
blables; c'est  sur  quoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas,  puisque  ce  n'est 
qu'une  affaire  de  pur  calcul. 
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PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE 


[Nouveaux.  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Science*  el  Belles-Lettrt 
de  Berlin,  année  1776. 1 


Problème. 


Étant  donné  de  grandeur  et  de  position  le  cercle  RMNP,  inscrire  dans 
ce  cercle  un  triangle  MNP,  dont  les  trois  côtés  NM,  PM,  PN,  prolongés  s'il 
est  nécessaire,  passent  par  trois  points  donnés  A,  B,  C. 

Solution  algébrique. 

Je  tire  des  trois  points  donnés  au  centre  0  du  cercle  les  droites  AO, 
BO,  CO;  ces  droites  sont  données  de  grandeur  et  de  position,  parce 
qu'elles  déterminent  la  position  des  trois  points  donnés  A,  B,  C. 

Nommant  donc  AO,  a;  BO,  b;  CO,  c;  l'angle  AOB,  m;  l'angle  x\OC,  n\ 
les  cinq  quantités  a,  b,  c,  m,  n  sont  données  et  connues. 

(*)  Cette  solution  a  été  oubliée  par  M.  de  Castillon  en  tête  d'un  Mémoire  intitulé  :  Sur  une 
nouvelle  propriété  des  sections  coniques  et  qui  fait  partie  du  volume  de  l'Académie  de  Berlin 
pour  l'année  1776.  Voici  en  quels  termes  s'exprime  l'Auteur  du  Mémoire  : 

«  Le  lendemain  du  jour  dans  lequel  je  lus  à  l'Académie  ma  solution  du  Problème  coneer- 
»  nant  le  cercle  et  le,  triangle  à  inscrire  dans  ce  cercle,  en  sorte  que  chaque  côté  passe  par 
n  un  de  trois  points  donnés,  M.  de  la  Grange  m'en  envoya  la  solution  algébrique  suivante.  » 

[Note  de  l'Éditeur.) 
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Je  tire  présentement  aux  trois  points  M,  N,  P  de  la  circonférence  du 
cercle,  où  sont  les  angles  du  triangle  cherché  MNP,  les  rayons  OM,  ON, 


OP  :  il  est  clair  que  ces  trois  lignes  sont  données  de  grandeur,  parce  que 
le  cercle  est  supposé  donné  de  grandeur;  mais  leur  position  est  incon- 
nue, et  c'est  ce  qu'il  faut  chercher. 

Nommant  donc  l'angle  AOM,  x\  l'angle  AON,  y,  et  l'angle  AOP,  s;  la 
question  sera  réduite  à  trouver  les  valeurs  des  trois  inconnues  x,  y,  z. 
Je  nomme  de  plus  le  rayon  du  cercle,  r. 

Cela  posé,  je  considère  d'abord  le  triangle  isocèle  NOM,  dans  lequel 
on  a 

l'angle  au  centre  NOM  =  y  —  x; 

donc 

l'angle  ONM  =  — J- =  qo°  — 

2  ^  2 

Ensuite  je  considère  le  triangle  AON,  dans  lequel  on  a 


l'angle  au  centre  AON  =y,     et     l'angle  ON  A  =  90°  — 


y  —  x 


donc 


l'angle  OAN  sera  =  90 


o_r 


Donc,  par  la  proportionnalité  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés, 
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on  aura  dans  le  même  triangle 

AO  :  NO  =  sinONA  :  sinOAN, 
savoir 


Y  —  x\      .                  y  -+■  x 
a  :  /•  =  sm  1 900  — j  :  sin  1 900  — 


ou  bien 


d'où  l'on  tire  l'équation 

V-hX  Y  —  X 

a  cos- =  r  cos- 1 

2  2 

laquelle,  par  les  Théorèmes  connus,  se  réduit  à  celle-ci 

y  „™  x    ,    =  ;„•?' 


ou  bien 

Y  x        ,  .      Y    ■     x 

(a  —  r)  cos  —  cos—  =  (a  +  r)  sin  —  sin— ; 
22  22 

et,  divisant  par  (a  -+-  7')  cos—  cos  -5 

1         •  '  1  a 

x  y       a  —  r 

(r  tans— tans-- = 

•     2        B  a        a  +  r 

On  trouvera  une  autre  équation  semblable  en  considérant  d'abord  le 
triangle  isocèle  POM,  et  ensuite  tout  le  triangle  POB;  et,  sans  faire  un 
nouveau  calcul,  il  suffira  de  substituer  la  ligne  OB  au  lieu  de  la  ligne  OA, 
et  le  rayon  OP  au  lieu  du  rayon  ON;  donc  au  lieu  de  a  on  aura  b,  au  lieu 
de  l'angle  MOA  [x)  on  aura  l'angle  MOB  [x  —  m),  et  au  lieu  de  l'angle 
NOA  (y)  on  aura  l'angle  POB  (z  —  m). 

Donc  la  nouvelle  équation  sera 


x  —  m            z  —  m        b 
(  2)  lang tang  -. 


b+r 

43 
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Enfin  on  trouvera  une  troisième  équation  semblable  par  la  considéra- 
tion du  triangle  isocèle  PON  et  du  triangle  POC;  et  pour  cela  il  n'y  aura 
qu'à  mettre  dans  la  première  équation  (i),  à  la  place  de  la  ligne  AC  (a) 
la  ligne  OC  (c),  à  la  place  de  l'angle  MOA  (x)  l'angle  NOC  (y—  n),  et  à 
la  place  de  l'angle  NOA(y)  l'angle  POC(z  —  n);  de  sorte  qu'on  aura 

, , .  y  —  n  2  —  ne  —  r 

(3)  tong1__tang_-  =  _; 

et  ces  trois  équations  serviront  à  déterminer  les  trois  angles  inconnus  x, 
y,  z. 

Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

lang—  =  i,     lang— =  /,     tang-  =  «<, 

m                         n                 a  —  r                  b  —  r       „        c  —  r 
tang  —  =  p,     tang-=</,      =  A,      7 =  B,      =C; 

les  trois  équations  que  nous  venons  de  trouver  (1),  (2),  (3)  deviendront, 
par  la  propriété  connue  des  tangentes, 

st=A>    ^ZJLJ^ZJL=B,     *—3.  »~g  =c. 

i  +  ps  1  -+-  pu  1  +  qt  1  +  qu 

La  première  donne 

A 

t——  : 

s 

la  seconde  donne 

_       B  —  jg2  -H  1  -t-  B  )  /js 

U~~  —  (n-B)p  +  (1  — B/?2)*' 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  troisième,  on  aura 

A  —  qs     B  —  p'-t-(i  +  B)pg  +  [(i  +  B)^  —  (1  —  Bp2)q]s     _  „ 

Ag  +  s  — (H-B)^-f-fB  — p2)^r-i-[i  —  B/?2  -t-[i -\-B)pq]s  ~    ' 

équation  qui,  étant  ordonnée  par  rapport  à  l'inconnue  s,  montera  au 
second  degré,  et  sera  par  conséquent  résoluble  par  la  règle  et  le  compas. 
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Soit,  pour  abréger  encore, 

B-^  +  (i  +  B)/>ç  =  F, 
(i  +  B)p  —  (i  —  Bp2)q  —  G, 
-(i  +  B)/?  +  (B-/>2)9  =  H, 
i  —  Bp*  +  [i_-hB)-pq  =  K-; 


on  aura  l'équation 


À—  qs  F  -+-  Gs  _ 
Aq  +  s  H  -+-  K *  — 


laquelle  se  réduit  à 

(CK— Gg)i2-f-[GH  — AG  +  (CR-  F)Aq]s  =  A(F-CH^), 

d'où  il  est  facile  de  tirer  s.  Ensuite  on  aura  t  et  u  par  les  formules  ci- 

AOM     AON 
dessus.  On  connaîtra  donc  parla  les  taneentes  des  aneles  >  ) 

AOP 

-,  par  conséquent  les  points  M,  N,  P  seront  déterminés  par  rapport  à 

la  liane  OA. 


43. 
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RECHERCHES 

SUlt    LA 

DÉTERMINATION  DU  NOMBRE  DES  RACINES  IMAGINAIRES 

DANS  LES  ÉQUATIONS  LITTÉRALES  (*). 


[Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1777.) 


Dès  qu'on  eut  résolu  les  équations  du  second  degré,  on  dut  remarquer 
que  leurs  racines  ne  peuvent  être  réelles  à  moins  que  le  carré  de  la  moi- 
tié du  coefficient  du  second  terme  ne  soit  plus  grand  que  le  dernier 
terme  pris  avec  un  signe  contraire;  parce  que  l'expression  de  la  racine 
contient  le  radical  carré  de  la  différence  de  ces  deux  quantités  et  n'en 
contient  point  d'autre.  On  ne  peut  pas  dire  la  même  chose  par  rapport 
aux  équations  du  troisième  degré;  car  on  sait  que  l'expression  de  la  ra- 
cine de  ces  équations  renferme  des  radicaux  carrés  et  cubiques  compli- 
qués de  manière  qu'il  est  très-difficile  de  démêler  tous  les  cas  où  les  ra- 
cines peuvent  être  réelles.  Aussi  voyons-nous  que  les  premiers  Algébristes 
italiens,  à  qui  est  due  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré, 
furent  fort  embarrassés  à  juger  de  la  nature  des  racines  de  ces  équations 
d'après  l'expression  générale  de  ces  racines,  surtout  dans  le  cas  qu'on  a 
appelé  depuis  irréductible,  et  dans  lequel  les  racines  sont  représentées 
sous  une  formejmaginaire.  Harriot  me  parait  être  proprement  le  premier 

(*)  Lu  le  2  janvier  1777. 
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qui  ait  démontré  d'une  manière  directe  et  analytique  que  les  équations 
du  troisième  degré  sans  second  terme  ne  sauraient  avoir  leurs  racines 
réelles,  à  moins  que  le  cube  du  tiers  du  coefficient  du  troisième  terme, 
pris  avec  un  signe  contraire,  ne  soit  plus  grand  que  le  carré  de  la  moitié 
du  dernier  terme;  ce  qui  donne  précisément  le  cas  irréductible.  Il  est 
vrai  que  Viète  et  même  Bombelli  avaient  déjà  prouvé  avant  lui  que  dans 
ce  cas  les  racines  sont  réelles  malgré  leur  déguisement  sous  une  forme 
imaginaire;  mais  ces  Auteurs  n'avaient  employé  pour  cela  que  des  con- 
structions géométriques,  au  lieu  que  le  savant  Analyste  anglais  a  fait 
voir  à  priori  et  par  la  théorie  même  des  équations,  que  la  condition  dont 
nous  venons  de  parler  est  indispensable  pour  la  réalité  de  toutes'les  ra- 
cines; en  sorte  que  quand  elle  n'a  pas  lieu  il  faut  nécessairement  que 
quelques-unes  des  racines  soient  imaginaires,  quelle  que  puisse  être 
d'ailleurs  leur  forme  imaginaire.  Voici  à  peu  près  comment  Harriot  s'y 
prend  pour  démontrer  cette  proposition  [voyez  la  Section  V  de  son  Artis 
analyticœ  praxis). 

1.  Soient  a,  b,  c  les  trois  racines  réelles  d'une  équation  du  troisième 
degré  et  x  l'inconnue;  cette  équation,  par  les  principes  établis  dans  le 
même  Ouvrage,  sera  représentée  par  le  produit  des  trois  quantités  a?  — a, 
x  —  b,  x  —  c,  de  sorte  qu'elle  sera  de  la  forme 

x3  —  [a  -+-  b  -+-  c)x- -t-  (ab  -t-  ac  -+-  bc)x  —  abc  =  o. 

Pour  faire  évanouir  le  second  terme,  il  faudra  supposer  a  -+-  b  -+-  c  =  o, 
d'où  l'on  voit  qu'il  est  impossible  que  les  trois  racines  soient  positives 
ou  négatives  à  la  fois;  il  y  en  aura  donc  nécessairement  deux  positives 
et  une  négative,  ou  deux  négatives  et  une  positive.  Soient  b  et  c  les  deux 
racines  de  même  signe,  et  a  celle  de  signe  contraire,  on  aura 

b  =  ±p,     c=±q,     a  =  =p(p  +  q), 

p,  g  étant  des  nombres  positifs;  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
précédente,  on  aura  la  transformée 

x?-  —  ip-  +  pq  ■+-  (f-)  x  db  (p2q  +  q-p)  =  o, 
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qui  sera  donc  la  formule  générale  des  équations  du  troisième  degré  dont 
le  second  terme  est  évanoui,  et  dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 
Donc,  si  l'on  représente,  en  général,  cette  équation  par 

x3  —  Bx  -4-  C  =  o, 

on  aura 

B  =  p2 + pq  -+-  q2,     C  =  ±(p2q-hq2p), 

p,  q  étant  des  quantités  réelles  positives. 

Or  Harriot  démontre  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p  et  q,  on 
a  toujours  nécessairement 

i-]{p2q  +  q-pf  < 4(/>2  -4-  pq  -+-  q2)3 ; 

et  sa  démonstration  est  fondée  sur  ce  Théorème  d'Euclide,  que  si  quatre 
grandeurs  sont  proportionnelles,  la  somme  des  extrêmes  est  toujours  plus- 
grande  que  celle  des  moyennes  (*);  d'où  il  s'ensuit  que  l'on  aura 

p3q3  +  p3q3<piq2-h  p2qi<piq  -+-  p  q*  <  p6~-+-  q6; 

donc,  ajoutant  ensemble  les  formules  suivantes 

3/>4  q2  -+-  3p2  q"  •<  3p6  +  3  q", 
i  ip2ql  -+-  iip3q3 <  iip'q  -+-  12 pq", 
p3q3  +  p3q3<p6-h  q", 

2.^p'q2-+-  i8p3q3-\-  2.l\p'lq''—  il\piq2^-  n.8p3q3-h  i^p^q', 
on  aura 

2-ipiq2-h5^p3q3-h  27 p2qi<i^pe  +  \2.p3q  -\-  \2pqb -+-  4ç "-+-  i^pAq2-r-  i8p3q3+  i\p2qi , 

c'est-à-dire 

2iip2q  +  pq2)-<k(p*-  +  pq  +  q2)3- 

Donc  on  aura 

27(±C)=<4B3,     c'est-à-dire,      (f)3>/( 

(*)  L'Auteur  sous-entend  que  les  grandeurs  proportionnelles  dont  il  s'agit  sont  disposées 
de  manière  à  former  une  suite  croissante  ou  décroissante.  (Note  de  l'Éditeur.) 

iv.  44 
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Ce  sont  là  les  premiers  pas  qui  aient  été  faits  dans  cette  partie  de  la 
Théorie  des  équations;  j'ai  rapporté  l'Analyse  même  d'Harriot,  parce 
qu'elle  est  très-ingénieuse,  et  qu'il  est  d'ailleurs  agréable  de  connaître 
les  chemins  que  les  premiers  inventeurs  ont  suivis. 

2.  Nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut  rendre  la  démonstration 
précédente  plus  générale  et  plus  simple  de  cette  manière.  Quelles  que 
soient  les  racines  a,  b,  c,  on  aura  nécessairement,  pour  que  le  second 
terme  disparaisse, 


a  -+-  b 

-+-  C  —  o, 

donc 

a  =  - 

-b-c; 

donc 

on 

aura  la 

transformée 

x3  —  (  b2  -+- 

bc  -t-  c 

!)  x  ■+-  b2 c 

et  pai 

■  conséquent 

B 

=  b2  -+-  bc  -+-  c- 

', 

C 

=  b-c  -h  bc-. 

B3 

=  è,+  3  65c  + 

6b>c2- 

+-  7  63C3  H- 

O 

=  61  c-  -H  a63c3 

-+-  b-c4 

et  de 

là 

6b2c'  -+-  36c5 


4B3  —  i']Q  =  4- A6  — I—  iib'c  —  364c'  —  ?.663c3 —  3 6- cs  -+-  ia6c5+  4<-'; 

=  (2&3-f-  362c  —  36c2—  2c3)2=(6  —  o2[i{b2+  bc  +  c1)  -+-  36c]-; 

d'où  l'on  voit  évidemment  que  la  quantité  4B3  doit  nécessairement  être 
plus  grande  que  la  quantité  27C2,  tant  que  les  racines  b  etc  sont  réelles, 
parce  que  la  différence  4B3  —  27C2  est  égale  au  carré  d'une  quantité 
réelle,  lequel  est  toujours  nécessairement  positif. 

3.  Mais  il  y  a  plus;  non-seulement  la  condition  de 
4B3>27C2 
a  nécessairement  lieu  lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles,  mais  aussi, 
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lorsqu'elle  a  lieu,  toutes  les  racines  sont  nécessairement  réelles.  Il  est 
visible  que  cette  proposition  ne  suit  pas  immédiatement  de  la  précé- 
dente, et  qu'elle  demande  une  démonstration  particulière;  la  voici. 
D'abord  on  sait  que  l'équation 

a  nécessairement  une  racine  réelle,  parce  qu'elle  est  d'un  degré  impair; 
supposons  donc  que  a  soit  la  racine  réelle;  donc  puisque  a  =  —  b  —  c, 
il  est  clair  que  b -\- c  sera  une  quantité  réelle;  donc,  puisque  le  coeffi- 
cient réel  C  est  égal  à  (b-hc)bc,  il  s'ensuit  que  bc  sera  aussi  une  quan- 
tité réelle;  or  on  a  trouvé 

4B3—  27C2=(6  —  c)J[2(62+6c-t-c2}-+-  36c]2; 

donc,  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 


v/4B3  —  27C2  =  (6-  c)[2(è-t-c)2-i-6c]; 

d'où  l'on  voit  que,  lorsque  4B3  —  27C2  est  une  quantité  positive,  b  —  c 

sera  aussi  une  quantité  réelle;  ainsi  è  +  c  et  b  —  c  étant  des  quantités 

réelles,  il  est  clair  que  b  et  c  seront  l'une  et  l'autre  réelles. 

Si  l'on  avait 

4B3— 27C2=o, 

alors  on  aurait,  ou 

b  —  c  =  o, 

et  par  conséquent  b  =  c,  ou 

,  1         n.      1  l-,       5bc 

2(6  -h  cf-h  bc  =  o,     savoir     b- -\ hr=o, 

2 

ce  qui  donne 

b  = ,     ou    b  =  —  se, 

2 

de  sorte  que ,  comme  a  —  —  b—  c,  on  aura,  ou  a  =  b,  ou  a  =  c;  d'où 
l'on  voit  que  la  condition  de  4B3  —  27 C2  =  o  rend  toujours  deux  des 
racines  de  l'équation  proposée  égales  entre  elles. 

44. 
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4.  Voilà  donc  le  caractère  auquel  on  peut  reconnaître  à  priori  si  une 
équation  du  troisième  degré  manquant  du  second  terme  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  ou  si  elle  en  a  deux  imaginaires  ou  deux  égales;  et  comme 
on  peut  toujours  faire  évanouir  le  second  terme  de  toute  équation  en 
augmentant  toutes  les  racines  du  coefficient  du  second  terme  divisé  par 
l'exposant  même  de  l'équation,  ce  qui  n'influe  en  rien  sur  l'état  de  réa- 
lité ou  d'imaginarité  ou  même  d'égalité  des  racines,  il  s'ensuit  que  le 
caractère  qu'on  vient  de  trouver  peut  servir  pour  toutes  les  équations  du 
troisième  degré. 

Soit  proposée,  en  effet,  l'équation  générale  du  troisième  degré 

x1  —  \x2-hBx  —  C=o; 


sil 

'on 

y i 

ait 

X 

= 

X 

-+- 

A 

3"' 

elle  se 

ch 

angera  en  ce 

11e- 

ci 

x'3 

1! 

x' 

+  C'  = 

où 

B'  = 

A2 
=  3 

_ 

1! 

C 

= 

2  A3 
3 

AB 

donc  les  trois  racines  de  la  proposée  seront  ou  toutes  réelles  et  inégales, 
ou  réelles  mais  deux  égales  entre  elles,  ou  une  réelle  et  deux  imaginaires, 
suivant  que  l'on  aura 

♦(7-»)'-'(f-T*c)'>  »  =  «<•. 

ou  bien 

A2B2-f-i8ABC  — 4A3C  — 4B3— 27C2>  ou  =  ou  <o, 

de  sorte  qu'il  ne  reste  rien  à  désirer  sur  la  connaissance  de  la  nature  des 
racines  des  équations  du  troisième  degré. 

5.  Nous  remarquerons  ici  en  passant  que  de  ce  qu'on  a  trouvé  dans  le 

n°  2 

4B3—  ?.7C2=(2è3-H  3isc  — 36c2— 2c3)2, 
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on  peut  déduire  aisément  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré. 
En  effet,  en  tirant  la  racine  carrée,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  2, 


,,      3b2c       Sbc2        ,      V/4B3  — ■27C- 
b3  h • c3  =  — '- — 


qu'on  ajoute  à  cette  équation  celle-ci 

b-c  4-  6c2  =  C, 
multipliée  par  un  coefficient  quelconque  m,  on  aura 


3\  .,         /3          \  .    ,                  „       i/4B3  —  27C 
b3-h    m-t-  -    62c  — m    k!-c3=mC+  ^ '—  ■ 


Qu'on  suppose  le  premier  membre  de  cette  équation  égal  au  cube  de 
Ib  —  ixc,  X,  a  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  comparant  terme 
à  terme,  on  aura 

3  3 

X3=i,     3X2u  = —  m >     3\u2=m 1      a3  =  1 . 

'  2  7.        ■ 

Les  deux  équations  X3  =  1 ,  jjt.3  =  1 ,  font  voir  que  X  et  \j.  ne  peuvent  être 
que  les  racines  cubiques  de  l'unité;  mais  il  est  facile  de  voir  qu'on  ne 
doit  pas  prendre  X  =  p.,  car  les  deux  autres  équations  donneraient 

a                      3        a                 3 
3  =  —  m 1      5  =  m 1 

2  2 

ce  qui  ne  se  peut;  ainsi  il  faudra  que  X  et  p.  soient  deux  différentes  ra- 
cines de  l'équation 

x3  —  1=0; 

or  supposant  que  X  soit  une  de  ces  racines,  en  sorte  que  X3  =  1 ,  on  aura, 
en  divisant  l'équation  par  x  —  X,  celle-ci 

x2  +  Ix  -+■  X2  =  o, 

laquelle  renfermera  les  deux  autres  racines,  de  sorte  qu'il  faudra  que 

l'on  ait 

u.2  ■+-  X  [x  ■+-  X2  =±  o  ; 
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ainsi  il  faut  voir  si  cette  équation  s'accorde  avec  les  deux  autres 
„,  3  2  3 

'  2  '  2 

lesquelles,  en  chassant  m,  donnent 

3X2p.  -+-  3).[j.2=  —  3,     ou  bien     l2u  ■+■  Xp.2+  i  =  o; 
c'est-à-dire,  en  multipliant  par  X2  et  mettant  i  à  la  place  de  X3, 

IjJ.  -+-  U--+-  X2  =  o. 

Ainsi,  pourvu  qu'on  prenne 

51     ,        3 
r  2 

ou,  si  l'on  veut  avoir  une  valeur  de  m  dans  laquelle  X  et  p.  entrent  éga- 
lement, 

m=3Mii-1)5 

2 

et  que  X,  p.  dénotent  deux  racines  différentes  de  l'équation  ,r3  —  i  =  o, 
on  aura  l'équation 

r  2 

d'où,  tirant  la  racine  cubique, 

/o  —  p.c  =  y  mC  -+-  — — ; 

ainsi  l'on  pourra  trouver  b  et  c  en  donnant  différentes  valeurs  à  X  ou  p.; 
par  exemple,  en  faisant  X  =  i,  on  aura  pour  la  détermination  de  p., 
l'équation 

\J?  -+-  U  -+-  I  =  O, 

laquelle  donne 

-i±i/^~3 
P-= 5 

de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  pour  X  et  p.,  et  prenant  successive- 
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ment  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur  de  y'— 3,  on  aura  deux  équations 
qui  serviront  à  trouver  b  et  c.  Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davan- 
tage sur  cette  matière  qui  est  étrangère  à  notre  objet,  et  qui  a  déjà  été 
traitée  assez  au  long  ailleurs. 

6.  Harriot  n'a  pas  poussé  ses  recherches  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  la  réalité  des  racines,  au  delà  du  troisième  degré,  et  aucun  de  ceux 
qui  sont  venus  après  lui  ne  s'est  occupé,  que  je  sache,  de  cet  objet,  jus- 
qu'à Newton  qui  dans  son  Arithmétique  universelle  a  donné  une  règle 
assez  simple  pour  reconnaître  à  priori  quand  une  équation  de  degré 
quelconque  renferme  des  racines  imaginaires,  et  combien  elle  en  ren- 
ferme; mais  on  sait  que  cette  règle  est  insuffisante  et  imparfaite,  même 
avec  l'extension  que  MM.  Maclaurin  et  Campbell  y  ont  donnée.  La  raison 
en  est  que  cette  règle  n'est  pas  déduite  de  la  considération  immédiate 
des  racines  réelles  et  imaginaires,  mais  seulement  de  la  considération 
de  quelques  conditions  particulières  qui  doivent  nécessairement  avoir 
lieu  quand  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  qui  consistent  en  ce  qu'alors 
la  somme  des  carrés  des  racines,  ou  des  carrés  de  leurs  différences,  ou, 
en  général,  des  carrés  de  telles  fonctions  rationnelles  qu'on  voudra  des 
racines  d'une  équation,  doit  toujours  être  une  quantité  positive.  En  effet 
il  est  facile  de  tirer  de  ce  principe  un  grand  nombre  de  conditions  parti- 
culières sans  lesquelles  les  racines  ne  peuvent  être  toutes  réelles,  mais 
on  aurait  tort  de  regarder  ces  conditions  comme  des  caractères  distinc- 
tifs  des  racines  réelles  et  imaginaires. 

7.  Soit,  par  exemple,  l'équation  générale 

x'"  —  Âxm~[  ■+■  B x'"--  —  C*'"'-3  -+-  D#"'~4  —  . .  .  =  o, 

dont  les  racines  soient  ce',  x" ',  oc'", . . . ,  x{m).  On  sait  que  le  coefficient  A 
sera  la  somme  de  toutes  ces  racines,  le  coefficient  B  la  somme  de  leurs 
produits  deux  à  deux,  et  ainsi  de  suite;  donc  si  l'on  cherche  une  équation 
dont  les  racines  soient  les  carrés  de  celles-là,  et  que  cette  équation  soit 
représentée  par   - 

y-n  _  p  j»-.  +  Qym-i  _  R^m-3  +  g^-A  _  .  .  .—  o, 
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y  étant  =  x2,  il  est  visible  que  le  coefficient  P  sera  égal  à  la  somme  des 
carrés  x'2,  x"2,  x'"-, . . . ,  que  le  coefficient  Q  sera  égal  à  la  somme  des 
produits  deux  à  deux  de  ces  carrés,  c'est-à-dire  à  la  somme  des  carrés 
des  produits  x'x",  x'x'",  x"x'",...,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  comme 
le  carré  de  toute  quantité  réelle  est  toujours  positif,  il  faudra  nécessai- 
rement, pour  que  les  racines  x' ,  x",  x'", . . .  soient  toutes  réelles,  que  les 
quantités  P,  Q,  R,...  soient  toutes  positives. 

Or  puisque  x2=y,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer,  par  ce  moyen,  x  de 
l'équation  proposée  pour  avoir  la  transformée  en  y,  et,  pour  cet  effet,  il 
n'y  aura  qu'à  substituer  \J  y  à  la  place  de  x,  ce  qui  donnera 

y"  —  Aj   '    +Bj"      —  Cy  '        +Dj2      —  E.r  '        -t-...  =  o; 

or,  comme  —  ou  -  —  est  nécessairement  une  fraction,  pour  la  faire 

évanouir  on  transportera  de  l'autre  côté  tous  les  termes  qui  renferment 

—  dans  les  exposants,  on  élèvera  ensuite  les  deux  membres  au  carré, 

après  quoi  on  ordonnera  l'équation  par  rapport  aux  puissances  de  y,  et 
l'on  trouvera  par  la  comparaison  des  termes 

P  =  A2— 2B, 

Q  =  B2  — 2AC  +  2D, 

R  =  C=-2RD  +  2AE-2F, 

S  =D=-2CE  +  2BF-2AG  +  2H, 


Donc  on  aura  nécessairement,  lorsque  toutes  les  racines  x',  x",  x'",... 

sont  réelles, 

A— 2B>o, 

B2  —  2AC  +  2D>o, 

C2  —  2BD  +  2  AE  —  2F  >  o, 


Si  quelqu'une  de  ces  conditions  n'a  pas  lieu,  on  en  pourra  conclure 
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que  la  proposée  renferme  nécessairement  des  racines  imaginaires;  mais 
on  ne  sera  pas  en  droit  de  convertir  la  proposition  en  disant  que  les  ra- 
cines ne  seront  jamais  imaginaires  tant  que  ces  conditions  seront  obser- 
vées; car  il  est  visible  que  si  l'on  a 

A>o,     B<o,     C<o,     D>o,     E>o,     F<o,     G<o,..., 

les  conditions  dont  il  s'agit  auront  toujours  lieu;  de  sorte  qu'on  devrait 
dire  que  toute  équation  de  la  forme 

xm  —  Axm-'  —  Bx"'^-  -f-  Cx""*  -+-  J)x'"^i  —  Es:"1-5  —  Fx'n-e  -j- .  .  .  =  ô, 

où  A,  B,  C, ...  sont  des  quantités  positives  quelconques,  n'aura  jamais 
de  racines  imaginaires,  ce  qui  est  faux;  et  il  est  remarquable  que  les 
équations  de  cette  forme  mettent  en  défaut  les  règles  dont  nous  avons 
fait  mention  plus  haut  (6). 

8.  Si  l'on  transforme  l'équation  proposée  en  une  autre  dont  les  ra- 
cines soient  des  fonctions  quelconques  rationnelles  des  racines  de  celles- 
là,  ce  qu'on  peut  toujours  exécuter  par  les  méthodes  connues  [voyez  les 
Réflexions  sur  la  Résolution  algébrique  des  équations,  Section  IV,  Mé- 
moires de  1 77 1  (*)],  on  aura  une  équation  dont  toutes  les  racines  seront 
réelles,  si  la  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles;  par  conséquent  on 
pourra  appliquer  à  cette  transformée  les  mêmes  conclusions  qu'on  a 
trouvées  ci-dessus;  ce  qui  fournira  de  nouvelles  conditions  entre  Les 
coefficients  de  l'équation  proposée,  conditions  dont  le  défaut  indiquera 
nécessairement  l'existence  de  quelques  racines  imaginaires. 

Qu'on  cherche,  par  exemple,  une  transformée  dont  les  racines  soient 
les  sommes  de  celles  de  l'équation  proposée 

xm  —  A xm~'  -+-  Bx"'~'  —  Cxm"3  +....=  o, 
prises  deux  à  deux;  on  trouvera  celle-ci 

z*—  ocz"-^  -+-  fiz?—'1  —  yz*—'>-+-.  .  .=  o, 

(*  )  OEuvres  de  Lagrange,  t.  III ,  p.  2o5. 

IV.  45 
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où 

m  [m  —  i  ) 
u.  =  > 


,■1 


a.  =  (m  —  i)  A, 
N(m-)(m-a)Ai+(w_2)B| 

(m-,)(m-2)(m-3)A3+  yAB  +  (w_        ^ 

2.  O 


Donc  on  aura,  pour  la  réalité  des  racines,  ces  conditions 

a2 —  2(3>  o, 

(32 —  2  a  y  -f-  2<3;>  o, 


Donc 

[m-  —  i  )  A-  —  7.  (m  —  2  )  B  >  o, 


Si  l'on  cherche  une  transformée  de  la  même  équation  dont  les  racines 
soient  les  différences  entre  les  racines  de  celle-là,  et  qu'on  représente  de 
même  cette  transformée  par 

z*  —  uz'*-'  -+-  Qz*-2 —  yz*~3  -4-  oz*—'  —  .  .  .=  o, 
on  trouvera 

a=  o, 

(3  =  —  (  m  —  i  )  A2  -4-  a  m  R, 
y—o, 

[m  —  i  )  (hi  —  2 


A4—  îraiffl-  2)A2B—  2  (m— 3)AC-4-2/wD-4-(2»n-3)(/n— 2)B2, 


£  =  O, 


Donc  on  aura,  pour  la  réalité  des  racines,  ces  conditions 
—  (3>o,    ô>o,     —  Ç>o, .... 
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savoir 

(3  <  o,     a  >  o,     Ç  <  o, .  .  .  ; 

donc 

(  m  —  i  )  A2  —  2  m  B  >■  o, 

^~I)(W~2J  Aj— 2/»(m— 3)A;B— a(m— 3)AC-+-2?wD-!-(am+3)(m  — 2)B2>o, 


On  voit  par  là  comment  on  peut  s'y  prendre  pour  trouver  autant  de 
conditions  qu'on  voudra  entre  les  coefficients  A,  B,  C, . . .  de  l'équation 
proposée,  lesquelles  seront  absolument  nécessaires  pour  la  réalité  des 
racines  de  cette  équation;  on  pourra  encore  multiplier  ces  conditions 
par  la  considération  des  équations  des  limites  dont  nous  traiterons  ail- 
leurs; mais  on  ne  parviendra  jamais,  par  ces  moyens  seuls,  à  des  con- 
clusions exactes  et  générales  sur  le  nombre  des  racines  imaginaires.  Il 
est  donc  nécessaire  d'employer  dans  cette  recherche  des  principes  plus 
directs  et  qui  tiennent  de  plus  près  à  la  nature  même  et  à  la  forme  des 
racines  imaginaires.  Voici  quelques  réflexions  sur  ce  sujet. 

9.  Il  est  démontré  que  toute  équation,  de  quelque  degré  que  ce  soit, 
est  toujours  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second 
degré  [voyez  le  Mémoire  sur  la  forme  des  racines  imaginaires  des  Équa- 
tions. Mémoires  de  1772  (*)]  ;  et  il  est  visible  que  les  racines  imaginaires 
ne  peuvent  venir  que  des  facteurs  du  second  degré,  où  le  dernier  terme 
est  plus  grand  que  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second;  ainsi, 
pour  reconnaître  si  l'équation 

xm  —  Axm~'  -+■  Bar"1-2  —  Cxn~3  -+- .  .  .  =  o 

a  des  racines  imaginaires  ou  non,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  elle  est 
divisible  par  un  ou  plusieurs  facteurs  tels  que  x-  —  ax  -+-  b,  où  l'on  ait 

b^>  y,  c'est-à-dire  où  -, —  b  soit  une  quantité  négative.  On  divisera  donc 

la  proposée  par  x-  —  ax  -+-  b,  et  ayant  poussé  la  division  jusqu'à  ce  que 

(*)  OE livres  de  Lagrange ,  t.  III,  p.  479- 

45. 
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l'on  parvienne  à  un  reste  qui  ne  renferme  plus  que  la  première  dimen- 
sion de  x,  on  fera  ce  reste  égal  à  zéro,  en  faisant  évanouir  séparément  la 
partie  affectée  de  x  et  la  partie  sans  x;  ce  qui  donnera  deux  équations 
en  a  et  b,  lesquelles  serviront  à  déterminer  ces  deux  indéterminées.  On 
fera  maintenant 

—. 0  =  II, 

4 

c'est-à-dire  que  l'on  substituera  -j  —  u  à  la  place  de  b,  et  éliminant  a  on 

arrivera  à  une  équation  finale  en  u,  dont  les  racines  positives  et  négatives 
serviront  à  reconnaître  les  racines  réelles  et  imaginaires  de  la  proposée. 

10.  En  effet  il  est  clair,  par  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus,  que  la  proposée  ne 
pourra  avoir  de  racines  imaginaires  qu'autant  que  la  transformée  en  u 
aura  des  racines  réelles  négatives;  de  sorte  que,  si  l'équation  proposée 
n'a  aucune  racine  imaginaire,  la  transformée  ne  pourra  avoir  aucune  ra- 
cine négative,  et  vice  versa  si  cellerci  n'a  aucune  racine  négative,  celle-là 
n'en  aura  aucune  imaginaire  ;  or  comme  par  la  règle  connue  de  Descartes 
une  équation  ne  peut  avoir  qu'autant  de  racines  positives,  et  autant  de 
négatives,  qu'elle  a  de  variations  ou  de  successions  de  signes,  il  s'ensuit  : 

i°  Que  si  les  termes  de  la  transformée  en  u  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs  en  sorte  qu'elle  n'ait  aucune  succession  de  signes ,  la 
proposée  n'aura  aucune  racine  imaginaire; 

2°  Que  si  la  transformée  a  des  successions  de  signes,  la  proposée  aura 
nécessairement  des  racines  imaginaires,  mais  dont  le  nombre  ne  pourra 
être  plus  grand  que  le  double  de  celui  des  successions. 

Voilà  donc  un  caractère  simple  et  général  auquel  on  peut  reconnaître 
si  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  ou  non;  mais  lorsqu'on  s'est 
assuré  par  là  que  l'équation  proposée  a  nécessairement  des  racines  ima- 
ginaires, il  reste  encore  à  déterminer  le  nombre  de  ces  racines;  c'est  à 
quoi  on  peut  parvenir  par  les  considérations  suivantes. 

1 1 .  Comme  on  suppose  que 

x2  —  ax  ■+■  b  =  o 
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est  un  diviseur  de  l'équation  proposée,  on  aura  comme  l'on  sait 

a  =  x'  -+-  x",     b  =  x'a;" 

(en  désignant  par  x',  x"  deux  quelconques  des  racines  de  cette  équa- 
tion), donc 

a?       ,  (x'  -+-  x"  r  ,    „ [x'  —  x"Y 

~  4  4  4 

ainsi  a  et  u  sont  des  fonctions  des  mêmes  racines  x' ,  x",  et  de  plus  ces 
fonctions  sont  telles,  qu'elles  demeurent  les  mêmes  en  y  changeant  x' 
en  x";  d'où  il  s'ensuit  que  les  quantités  a  et  «  doivent  être  données  par 
des  équations  du  même  degré,  et  que,  dès  que  l'on  connaîtra  une  des 
valeurs  de  u  par  la  résolution  de  l'équation  en  u,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer par  son  moyen  la  valeur  correspondante  de  a,  et  cela  par  une 
équation  du  premier  degré  si  la  valeur  de  u  est  une  racine  inégale,  ou 
par  une  équation  du  second,  du  troisième,...  degré  si  la  valeur  de  u  est 
une  racine  double,  triple, . . .  [voyez  la  démonstration  dans  la  Section  IV 
du  Mémoire  cité  ci-dessus,  n°  8).  Donc,  puisqu'on  a  déjà  deux  équations 
en  a  et  b,  ou  bien  en  a  et  a  (numéro  précédent),  il  n'y  aura  qu'à  substi- 
tuer dans  ces  deux  équations  la  valeur  de  u  que  l'on  aura  trouvée,  et  si 
cette  valeur  est  une  racine  inégale,  on  sera  assuré  de  parvenir,  par  l'éli- 
mination successive  des  puissances  de  a,  à  une  équation  où  a  ne  se  trou- 
vera plus  qu'au  premier  degré,  et  qui  donnera  par  conséquent  une  valeur 
réelle  de  a;  si  la  valeur  de  u  est  une  racine  double  on  ne  pourra  parvenir 
par  l'élimination  qu'à  une  équation  où  a  montera  au  second  degré,  et 
si  u  est  une  racine  triple  on  ne  parviendra  qu'à  une  équation  en  a  du 
troisième  degré,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  dans  ce  cas  les  valeurs 
correspondantes  de  a  pourront  être  réelles  ou  imaginaires. 

12.  Cela  posé,  je  dis  que  chaque  racine  négative  et  inégale  de  la 
transformée  en  u  donnera  toujours  deux  racines  imaginaires  dans  l'équa- 
tion proposée,  et  que  chaque  racine  négative  et  égale  de  la  même  trans- 
formée donnera  toujours  autant  de  paires  de  racines  imaginaires  dans  la 
proposée  que  l'équation  en  a  aura  de  racines  réelles;  et  il  ne  pourra  y 
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avoir  dans  la  proposée  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  qui  se 

trouvera  déterminé  de  la  sorte. 

Car,  comme  toute  équation  peut  se  décomposer  en  facteurs  réels  du 
second  degré,  il  s'ensuit  que  les  racines  imaginaires  peuvent  toujours 
se  combiner  deux  à  deux  en  sorte  qu'il  en  résulte  des  facteurs  doubles 

tels  que 

x2  —  ax  ■+-  b, 

où  a  et  b  seront  réels,  et  où  b  sera  >  y?  c'est-à-dire  des  facteurs  réels 

de  la  forme 

a' 
x2  — .ax-\-—r u, 

4 

où  u  aura  une  valeur  négative  et  a  une  valeur  réelle  quelconque;  or  il 
est  facile  de  prouver  que  ces  combinaisons'ne  peuvent  se  faire  que  d'une 
seule  manière.  En  effet  considérons  quatre  racines  imaginaires,  qui 
étant  combinées  deux  à  deux  forment  les  deux  facteurs  tout  réels 

a1''         ,  ,         „  a"'-  ., 

x-  —  a  x  H — . — \-  r  ,      x-  —  a  x  -\ — -. — h  r  , 

4  4 

r'  et  r"  étant  des  quantités  positives,  et  supposons  s'il  est  possible  que 
les  mêmes  quatre  racines  puissent  aussi  former  ces  deux  autres  facteurs 

réels 

a'2       /        ,       «        a"2       » 

x-  —  ax  -+-  -. hp,      x2  —  a  x  -\-  -y-  -\-  p  , 

o'  et  p"  étant  aussi  des  quantités  positives;  il  faudra  donc  que  l'équation 

a'2 

x2  —  a  x  H — t — hr-o 

4 
ail  une  racine  commune  avec  l'équation 

-,  a."1         . 

x2 — a  x -\-  —. — hp  =o; 

mais  les  racines  de  celle-là  sont 

a'  _i_  / 7 
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et  les  racines  de  celle-ci  sont 

—  ±y/— p'; 
2 

donc  comparant  les  parties  réelles  avec  les  réelles,  et  les  imaginaires 
avec  les  imaginaires,  il  faudrait  que  l'on  eût 

—  =  —      et      ±J—r'  =  ±J—p', 

2  2  v  t  r 

donc 

a' '  —  al      et      r'  =  p'; 

de  sorte  que  le  facteur  x-  —  a  x  +  -j-  +  p'  serait  le  même  que  le  facteur 
x-  —  a'x  ■+-  -j-  +  /■';  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  D'où  il  est  facile  de 

conclure  qu'une  équation  quelconque  proposée  aura  nécessairement  au- 
tant de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  aura  de  valeurs  négatives 
de  u  auxquelles  répondront  des  valeurs  réelles  de  a. 

13.  Ainsi,  dès  qu'on  aura  trouvé  la  transformée  en  u,  on  pourra  d'abord 
juger  par  les  signes  mêmes  de  cette  équation  si  la  proposée  a  toutes  ses 
racines  réelles  ou  non;  ensuite,  pour  connaître  le  nombre  des  racines 
imaginaires  de  la  proposée  dans  le  cas  où  elle  en  doit  contenir,  il  suffira 
de  connaître  le  nombre  des  racines  négatives  de  la  même  transformée: 
mais  malheureusement  on  n'a  point  de  méthode,  que  je  sache,  pour  re- 
connaître à  priori  le  nombre  des  racines  positives  ou  négatives  d'une  équa- 
tion quelconque,  à  moins  qu'on  ne  soit  assuré  d'avance  que  toutes  ses 
racines  sont  réelles. 

Cependant,  si  l'on  fait  attention  que  le  dernier  terme  de  toute  équa- 
tion pris  avec  son  propre  signe  si  le  degré  de  l'équation  est  pair,  ou  avec 
un  signe  contraire  si  le  degré  est  impair,  est  toujours  nécessairement  po- 
sitif ou  négatif  suivant  que  le  nombre  des  racines  négatives  est  pair  ou 
impair,  on  pourra  reconnaître  sur-le-champ  par  le  signe  du  dernier  terme 
de  la  transformée  en  u  si  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  pro- 
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posée  est  multiple  de  4»  ou  multiple  de  4  plus  2  ;  le  premier  cas  aura  lieu 
lorsque  le  dernier  terme  de  la  transformée  sera  positif  ou  négatif  suivant 
que  le  degré  sera  pair  ou  impair,  et  le  second  cas  aura  lieu  lorsque  le 
dernier  terme  sera  positif  ou  négatif  suivant  que  le  degré  de  la  transfor- 
mée sera  au  contraire  impair  ou  pair. 

14.  Si  la  transformée  dont  il  s'agit  avait  des  racines  nulles,  alors  il  est 
clair  que  chaque  racine  nulle  indiquerait  une  égalité  entre  deux  racines 

de  la  proposée;  car,  faisant  u  =  o,  on  aurait  le  facteur  x3  —  ax  -+-  -j,  le- 
quel étant  supposé  =0  donne  les  deux  racines  égales  #  =  ->  x  =  -• 

Ainsi  une  racine  nulle  dans  la  transformée  u  indiquera  deux  racines 
égales  dans  la  proposée;  deux  racines  nulles  dans  la  transformée  indi- 
queront deux  couples  de  racines  égales  dans  la  proposée;  trois  racines 
nulles  dans  la  même  transformée  indiqueront  trois  couples  de  racines 
égales  deux  à  deux  dans  la  proposée,  ou  bien  trois  racines  égales  entre 
elles;  et  ainsi  de  suite. 

15.  La  méthode  que  nous  avons  proposée  ci-dessus  pour  trouver  la 
transformée  dont  il  s'agit  peut  se  simplifier  beaucoup  de  cette  manière  : 

puisque  x2  —  ax  -+-  -r  —  u  doit  être  un  diviseur  de  la  proposée,  il  est  clair 

que  x \-  sju  et  x \fu  devront  être  l'un  et  l'autre  en  même 

temps  diviseurs  de  la  même  équation;  donc  il  n'y  aura  qu'à  substituer 
dans  cette  équation  -  ±  \[u  à  la  place  de  x,  et  faire  en  sorte  que  l'équa- 
tion résultante  ait  lieu  également,  soit  que  le  radical  \fu  soit  pris  en  -+- 
ou  en  —  ;  c'est  ce  qu'on  obtiendra  en  faisant  deux  équations  séparées, 
l'une  de  la  partie  toute  rationnelle,  et  l'autre  de  la  partie  irrationnelle  et 
affectée  de  \/u;  par  ce  moyen  on  aura  d'abord  les  deux  équations  cher- 
chées en  a  et  u,  d'où,  par  l'élimination  de  a,  on  tirera  la  transformée 
en  u. 
Nous  allons  en  donner  quelques  exemples,  mais  pour  éviter  les  frac- 
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tions  nous  mettrons  t  à  la  place  de  ->  en  sorte  que  le  diviseur  du  second 
degré  soit  représenté  par 

X2  —  2  tX  -+-  t2  —  U, 

et  les  deux  du  premier  par 

X  —  t±  iju. 

16.  Soit  d'abord  l'équation  du  second  degré 

x2  —  Aj  +  B  =  o; 

dans  ce  cas  on  aura  sur-le-champ 

A 

t  =  —  ?      t-  —  u  =  B; 

2 

d'où 

A2        n 
« T  -+-  B  =  o  ; 

4 

de  sorte  que  les  racines  de  la  proposée  seront  réelles  inégales  ou  égales 
ou  imaginaires  suivant  que 

A2 

—. B>  ou  =  ou  <<o. 

4 

17.  Soit  l'équation  générale  du  troisième  degré 

x3  —  Ax2  -+-  Bx  —  C  =  o; 
substituant  t-h  \fu  à  la  place  de  x,  on  aura 

t3  +  3t*\Jll  +  3  tu   -h  U  y/ M  —  A(*2  -+-  itsju  +  u)  -hB(t  -t-  yju)  —  C  =  O. 

Donc,  égalant  à  zéro  séparément  les  quantités  rationnelles  et  les  irration- 
nelles, on  aura  ces  deux  équations 

t3  —  At'-i-  {B-+-  3u)t  —  Au  — C  —  o, 

d'où  l'on  tirera  celle-ci 

a(3B  —  A2  +  i2u)t  -+-  AB  —  9C  —  8 Au  =  o; 
IV.  46 
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et  de  là 

,       A3— 3B  (A2-3B)2  4(A2-3B)(B2-3AC)  — (AB  — 9C)2 

M3 U2  H -, M  —   ^ -^ -■  *— -  =  O. 

2  I D  3 . 04 

En  ne  considérant  que  le  dernier  terme  de  cette  transformée  et  faisant 
attention  qu'une  équation  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  au  plus  que 
deux  racines  imaginaires,  on  en  conclura  d'abord  (13  et  14)  que  les  ra- 
cines de  la  proposée  seront  ou  toutes  trois  réelles  inégales,  ou  toutes 
trois  réelles  mais  deux  égales,  ou  une  réelle  et  deux  imaginaires,  suivant 
que  l'on  aura 

4(A2— 3B)(B2— 3AC)  — (AB  — 9C)2>  ou  =  ou  <o, 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  qu'on  a  trouvé  dans  le  n°  4. 

On  peut  remarquer  ici  qu'à  la  rigueur  les  racines  de  la  proposée  ne 
peuvent  être  toutes  réelles  qu'en  supposant  que  les  termes  de  la  trans- 
formée soient  alternativement  positifs  et  négatifs  (12),  ce  qui,  outre  la 
condition  précédente,  donne  encore  celle-ci 

A2-  3B>o; 
mais  comme,  d'un  autre  côté,  on  est  assuré  que  la  condition  de 

4(A2—  3B)(B2—  3AC)  —  (AB  —  9C)!>o 

suffit  pour  la  réalité  des  racines,  il  s'ensuit  que,  dès  que  cette  dernière 

condition  aura  lieu,  l'autre  aura  aussi  nécessairement  lieu. 

Pour  le  prouver  d'une  manière  directe,  on  remarquera  qu'en  faisant, 

pour  abréger, 

A2-3B  =  a,     9C  — AB  =  |3, 

la  condition  dont  il  s'agit  se  réduira  à  celle-ci 

S^  +  iAaS-^Ba2 
3 >o; 

donc  il  faudra  que  l'on  ait 

3(3'  H-  4A«(3  +  4B«=  =  —  k', 
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k*  étant  une  quantité  quelconque  positive;  or  si  l'on  résout  cette  équa- 
tion en  tirant  la  valeur  de  jS,  on  aura 


3(3h-2Ajc  =  <J—  3£2+4a3; 

de  sorte  qu'il  faudra  nécessairement  que  la  quantité  a  soit  positive;  au- 
trement la  valeur  de  3j3  +  2  Act  deviendrait  imaginaire,  ce  qui  implique- 
rait contradiction. 

18.  Passons  aux  équations  du  quatrième  degré,  et  supposons,  pour 
plus  de  simplicité,  que  le  second  terme  soit  évanoui,  en  sorte  que  la  for- 
mule générale  de  ce  degré  soit 

x(  -t-  Bx2  —  C«+D  =  o; 

mettant  t  -+-  \Ju  à  la  place  de  x,  et  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  ra- 
tionnelle et  la  partie  affectée  de  \]u,  on  aura 

/,  +  (B  +  6m;/!-C(  +  D  +  B«+«!=o, 
4^  +  (2B  +  4«<)<  —  C  — o, 
d'où  l'on  tire  d'abord 

(2B  -t-  iou)f—  3C<-f-  4(D  -+-  Bu  +  u2)  =  0, 
ensuite 

[(2B  +  4")  (B  +  iom)'  —  8(D  -+-  Bu  -+-  u-)  (B  -1-  10 m)  -+-  gO]t 

—  i2C{B-{-Bu-h  u1)  —  C(B  +  iou?  =  o, 

et  enfin 

nBî  +  4D            —  i4B3  +  8BD-t-i3C2    , 
h'  +  îB tf  H 0  m" 5 u* 

o  il 

i7Bj  +-24B'D  —  1  i2P'  +  48 BC    2 


256 
—  2B5—  §B20  —  io8C3D  +  g6BD2—  i6B3D 

5l2 

256 D3  —  i28B;D-  +  144BCD  +  i6B*D  —  4B3C2—  27C  _ 
4096 

46. 
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Donc  : 

i°  La  proposée  aura  toutes  ses  racines  réelles  si  les  ternies  de  cette 
transformée  en  u  sont  alternativement  positifs  ou  négatifs;  sinon  elle 
aura  des  racines  imaginaires; 

20  Comme  une  équation  du  quatrième  degré  ne  peut  avoir  que  deux 
ou  quatre  racines  imaginaires,  on  pourra  distinguer  ces  deux  cas  par  le 
signe  du  dernier  terme,  lequel  devra  être  positif  dans  le  premier  et  né- 
gatif dans  le  second; 

3°  Si  le  dernier  terme  est  nul,  il  y  aura  dans  la  proposée  deux  racines 
égales;  si  l'avant-dernier  est  aussi  nul,  il  y  aura  deux  couples  de  racines 
égales;  et  si  les  trois  derniers  termes  sont  nuls  à  la  fois,  il  y  aura  néces- 
sairement trois  racines  égales  entre  elles,  et  ainsi  de  suite. 

19.  On  pourra  de  même  reconnaître  le  nombre  des  racines  imaginaires 
dans  les  équations  du  cinquième  degré;  car,  si  la  transformée  en  u  a  tous 
ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  la  proposée  aura  toutes 
ses  racines  réelles;  autrement  elle  en  aura  d'imaginaires,  et  comme  alors 
elle  ne  pourra  avoir  que  deux  ou  quatre  imaginaires,  on  pourra  distin- 
guer ces  deux  cas  par  le  signe  du  dernier  terme. 

Passé  le  cinquième  degré,  on  ne  pourra  plus  par  ce  moyen  déterminer 
précisément  le  nombre  des  racines  imaginaires.  Car  prenant,  par  exemple, 
une  équation  du  sixième  degré,  on  reconnaîtra  d'abord  par  les  signes  de 
la  transformée  en  u  si  toutes  les  racines  sont  réelles  ou  non;  or  s'il  y  en 
a  d'imaginaires,  elles  pourront  être  au  nombre  de  deux,  ou  de  quatre, 
ou  de  six,  et  le  signe  du  dernier  terme  fera  connaître  seulement  si  elles 
sont  au  nombre  de  quatre,  ou  au  nombre  de  deux,  ou  six;  de  sorte  qu'il 
restera  un  cas  indéterminé.  Il  faudrait,  pour  juger  si  les  imaginaires  sont 
au  nombre  de  deux,  ou  de  six,  pouvoir  reconnaître  si  la  transformée  en  u 
a  une  seule  racine  négative,  ou  bien  trois;  mais  c'est  de  quoi  on  ne  saurai! 
venir  à  bout  par  aucune  méthode  connue. 

20.  On  a  vu  (11  )  que  la  quantité  u  est  égale  au  carré  de  la  demi-dif- 
férence de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée;  ainsi  la  trans- 
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formée  en  u  n'est  autre  chose  que  l'équation  dont  les  racines  sont  les 
carrés  de  toutes  les  demi-différences  entre  les  différentes  racines  de  la 
proposée.  En  considérant  cette  transformée  sous  ce  point  de  vue,  on  trou- 
vera aisément,  par  les  principes  que  nous  avons  établis  ailleurs,  que  cette 

,.              .           ,    -     ,           .    -    ,       ,  m{m  —  i)  . 

équation  montera  généralement  au  degré en  prenant  m  pour  le 

degré  de  la  proposée;  et  l'on  pourra  même  calculer  directement  tous  ses 
termes,  sans  employer  aucune  substitution  ou  élimination. 

De  plus,  on  voit  clairement  la  raison  pourquoi  la  proposée  ne  peut 
avoir  de  racines  imaginaires  qu'autant  que  la  transformée  aura  de  ra- 
cines réelles  négatives.  Car,  puisqu'il  est  démontré  que  chaque  couple  de 
racines  imaginaires  est  nécessairement  de  la  forme 

p  +  q\J-i,     p-qf-i, 

p  et  q  étant  des  quantités  réelles,  il  s'ensuit  que  le  carré  de  la  demi-dif- 
férence de  ces  racines  sera  —  q%  et  par  conséquent  nécessairement  né- 
gatif; d'où  l'on  doit  conclure  que  chaque  racine  réelle  négative  de  l'é- 
quation en  u  indique  nécessairement  un  couple  de  racines  imaginaires 
dans  la  proposée,  etc.  Sur  quoi  on  peut  aussi  voir  les  Mémoires  des  an- 
nées 1767  et  1768  (•*). 

21 .  D'après  les  mêmes  principes  on  pourra  aussi  trouver  des  transfor- 
mées telles,  que  l'équation  proposée  ne  puisse  avoir  à  la  fois  quatre  ra- 
cines imaginaires,  ou  six  racines  imaginaires,  ou,  etc.,  à  moins  que  sa 
transformée  n'ait  des  racines  négatives;  ce  qui  pourrait  fournir  des  cri- 
tères pour  reconnaître  si  une  équation  donnée  qu'on  sait  déjà  avoir  né- 
cessairement des  racines  imaginaires,  mais  dont  on  ignore  le  nombre, 
doit  au  moins  en  avoir  quatre,  ou  six,  ou,  etc. 

Pour  cela  je  considère  que,  si  l'équation  proposée  contient  quatre  ra- 
cines imaginaires,  elles  seront  de  la  forme 

yj-t-gy/— 1,     p  —  q  \J  —  1,     r-\-  s\/  —  1 ,     r  —  s  \!  —  1 , 

(*)  OEuvrcs  de  Lagrange ,  t.  II,  p.  539  e'  58i . 
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p,  q,  r,  s  étant  des  quantités  réelles;  donc  la  quantité  —  (q-hs)2  sera 
essentiellement  réelle  et  négative  tant  que  ces  quatre  racines  seront  à  la 
fois  imaginaires.  Or  nommant  ces  racines  a,  b,  c,  d,  on  aura 

/ a  —  b  i c  —  d 

qs/—  I=r— — ,         Sy/— I  =  — — ; 


donc 

/  «  +  c  —  b  —  d 
-(?  +  •)■=( " 

Si  donc  on  cherche  une  transformée  dont  les  racines  soient  les  carrés 
des  demi-différences  entre  la  somme  de  deux  racines  quelconques  et  la 
somme  de  deux  autres  racines  de  la  même  équation,  cette  transformée 
aura  la  propriété  qu'elle  n'aura  de  racines  réelles  négatives  qu'autant 
que  la  proposée  aura  au  moins  quatre  racines  imaginaires. 

22.  Je  remarque  maintenant  que,  comme  les  quantités  q  et  s  peuvent 
être  prises  indifféremment  avec  les  signes  +  ou  —,  il  s'ensuit  que 
—  (q  +  s)'*  et  —  {q  —  s)-  seront  également  deux  racines  négatives  de 
la  transformée  dont  il  s'agit,  provenant  des  quatre  racines  imaginaires 
p±q\J — i  ,'r±s\—  i  de  la  proposée;  et  il  est  facile  de  se  convaincre 
que  ces  racines  imaginaires  ne  pourront  donner  dans  la  transformée 
d'autres  racines  réelles  négatives  que  les  deux  précédentes. 

Ainsi  chaque  combinaison  de  deux  couples  de  racines  imaginaires  dans 
la  proposée  donnera  toujours  dans  la  transformée  deux  racines  réelles 
négatives  ni  plus  ni  moins.  Par  conséquent,  si  la  proposée  contient 
in  racines  imaginaires,  il  en  résultera  nécessairement  dans  la  transfor- 
mée un  nombre  de  racines  réelles  négatives  égales  à  deux  fois  le  nombre 
des  combinaisons  de  n  choses  prises  deux  à  deux;  or  ce  dernier  nombre 

est,  comme  l'on  sait,  — -;  donc  le  nombre  des  racines  réelles  né- 

2 

gatives  sera  n(n  —  i).  D'autre  part  il  est  manifeste  que  les  racines  réelles 
de  la  proposée,  si  elle  en  a,  soit  seules  soit  combinées  avec  les  imagi- 
naires, ne  peuvent  jamais  donner  dans  la  transformée  en  question  que 
des  racines  réelles  positives,  ou  des  racines  imaginaires.  Donc  on  peut 
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conclure,  en  général,  que,  quelles  que  soient  les  racines  de  la  proposée, 
la  transformée  aura  toujours  nécessairement  n{n  —  i)  racines  réelles 
négatives,  zn  étant  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

23.  Pour  trouver  la  transformée  dont  il  s'agit,  on  peut  s'y  prendre 
de  plusieurs  manières  d'après  les  méthodes  que  nous  avons  données  dans 
nos  Recherches  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  puisqu'il  ne 
s'agit  que  de  trouver  une  équation  dont  les  racines  soient 


a,  b,  c,  d  étant  quatre  quelconques  des  racines  de  l'équation  proposée. 
Et  d'abord  on  prouvera,  par  les  principes  établis  dans  la  Section  IV  de 
ces  Recherches,  que  si  m  est  le  nombre  de  toutes  les  racines  de  la  propo- 
sée, c'est-à-dire  l'exposant  de  son  degré,  la  transformée  montera,  en  gé- 

,           ,        ,    m  {m  —  i  )  (  m  —  i)(m  —  3) 
neral,  au  degré  


2.2.2 


Car  :  i°  puisque  la  fonction  (  —  —  j    contient  quatre  racines, 

il  faut  combiner  le  nombre  total  m  des  racines  quatre  à  quatre,  ce  qui 
donne  m(m  —  t){m  —  2)  (m  —  3)  ;  20  comme  la  fonction  dont  il  s'agit 
ne  change  pas  en  échangeant  a  en  c,  ou  b  en  d,  ou  a  -+-  c  en  b  -+-  d,  et 
vice  versa,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  en  tout  2.2.2  combinaisons  qui  donnent 
la  même  fonction;  par  conséquent,  en  divisant  le  nombre  précédent  de 
toutes  les  combinaisons  possibles  par  celui  des  combinaisons  qui  don- 
nent la  même  racine  dans  la  transformée,  on  aura  le  nombre  total  des 
racines  différentes  de  cette  équation ,  et  par  conséquent  l'exposant  de 
son  degré. 

24.  Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  proposée  soit  du  qua- 
trième degré;  on  aura  ici  m  =  4;  donc  (numéro  précédent)  le  degré  de 

la  transformée  sera  =  3.  Or,  si  toutes  les  racines  de  la  proposée 

2.2.2  ■     r 

sont  imaginaires,  on  aura  2n  =  4  et  n  =  2;  donc  la  transformée  aura 
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2.1  racines  réelles  négatives  (22);  ainsi  dans  ce  cas  toutes  les  racines 
de  la  transformée  seront  réelles,  puisqu'étant  du  troisième  degré  elle  ne 
peut  avoir  deux  racines  réelles  sans  que  la  troisième  le  soit  aussi. 

Si  la  proposée  avait  toutes  ses  quatre  racines  réelles,  alors  la  transfor- 
mée aurait  aussi  toutes  ses  racines  réelles,  mais  positives.  Enfin,  si  la 
proposée  a  deux  racines  imaginaires  seulement,  la  transformée  aura 
aussi  nécessairement  deux  imaginaires. 

Pour  mieux  faire  sentir  la  vérité  de  ces  conclusions,  on  remarquera 
que  a,  b,  c,  d  dénotant  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée,  celles 
de  la  transformée  ne  pourront  être  que  ces  trois-ci 

\-  c  —  b  —  d \- 


car,  de  quelque  façon  qu'on  échange  entre  elles  les  lettres  a,  b,  c,  d,  il 
n'en  résultera  jamais  que  ces  trois  expressions  différentes. 
Or,  si  toutes  les  racines  sont  imaginaires,  on  aura 

a  =  p  ■+-  q  y/-t- 1 ,     b=p —  q  \J — i,     c=r-+-s\/ — i,     d=r — s  y/ — i; 

donc  les  trois  quantités  précédentes  deviendront 

-(q  +  sY,     —  {q  —  sf,     (p-+r)\ 

Et,  s'il  n'y  a  que  deux  racines  imaginaires,  en  sorte  que 

a=p  -+-  q  \/—i ,     6=/>  —  q\J—  i, 

alors  les  trois  quantités  dont  il  s'agit  seront 

-  d  i \  :        /  c  —  d  i \ 2        l         c  -h  d 


Ainsi  l'on  pourra,  par  le  moyen  de  la  transformée  dont  il  s'agit,  juger 
de  l'espèce  des  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré;  car  si  elle  a 
des  racines  imaginaires,  la  proposée  en  aura  deux  imaginaires  et  deux 
réelles;  si  elle  a  toutes  ses  racines  réelles,  la  proposée  les  aura  toutes 
réelles  ou  toutes  imaginaires,  suivant  que  la  transformée  aura  toutes  les 
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racines  positives,  ou  bien  deux  négatives  et  une  positive,  ce  qu'on  recon- 
naîtra alors  par  les  signes  de  cette  équation;  ce  qui  fournira  des  critères 
plus  simples  que  ceux  que  nous,  avons  trouvés  plus  haut  (18). 

25.  Soit 

x*  +  M«J  +  N^+  Px  -+-  Q  =  o 

l'équation  proposée  du  quatrième  degré,  dont  les  racines  soient  a,  b,  c, 
d;  la  transformée  dont  les  racines  seront 

{a  +  c  —  b—df,     (q-hd  —  b  —  c)\     (a  -+■  b  —  c  —  df 

sera,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  dans  nos  Recherches  sur  la  résolu- 
tion algébrique  des  équations  (32),  celle-ci 

<3-(3M2-8N)f2-i-(3M4-i6M2NH-i6N2-(-i6MP-64Q)ir-(M3-4MN-4-8P)==o, 

laquelle,  en  faisant 

A  =  3M2  —  8N, 

B  =  ZW  —  i6M2N  -f-  i6N2  -+-  16MP  -  64Q, 

C  =  (M3-4MN-(-8P)% 

se  réduit  à  la  forme 

P  —  AP-h  Bt  —  C  =  o. 

Donc  : 

i°  Par  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut  (17)  relativement  aux  équations 
du  troisième  degré,  la  proposée  aura  deux  racines  imaginaires  et  deux 
réelles,  ou  bien  quatre  imaginaires  ou  quatre  réelles,  suivant  que  l'on 

aura 

4(A2— 3B)(B2— 3AC)  — (AB  — 9C)2<o  ou  >o; 

2°  Dans  le  dernier  cas,  si  A  et  B  sont  positifs  en  même  temps,  la  pro- 
posée aura  toutes  ses  quatre  racines  réelles;  mais  si  l'une  des  deux  quan- 
tités A,  B,  ou  toutes  deux,  sont  négatives,  la  proposée  aura  ses  quatre 
racines  imaginaires. 

IV.  47 
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26.  Lorsque  toutes  les  racines  de  la  proposée  sont  réelles,  on  peut 
par  l'inspection  des  signes  reconnaître  combien  il  y  en  a  de  positives  et 
de  négatives;  mais  quand  il  y  a  des  racines  imaginaires,  on  sait  que  la 
règle  est  en  défaut;  cependant  la  transformée  ci-dessus  fournit  encore  le 
moyen  de  juger  du  signe  des  deux  racines  réelles,  dans  le  cas  où  les  deux 
autres  sont  imaginaires. 

D'abord  il  est  clair  que  par  le  signe  du  dernier  terme  Q  de  la  proposée 
on  peut  juger  si  les  deux  racines  réelles  sont  de  même  signe  ou  de  signe 
différent;  le  premier  aura  lieu  lorsque  Q  sera  >o,  et  le  second  lorsque 
Q  sera  <o.  Il  n'y  a  donc  de  difficulté  que  dans  le  premier  cas,  et  elle 
consiste  à  déterminer  si  les  deux  racines  sont  toutes  deux  positives  ou 
toutes  deux  négatives. 

Pour  cela  je  remarque  que  le  dernier  terme  C  de  la  transformée  en  t 
étant  le  produit  des  trois  racines,  on  aura,  en  général, 

(M5  —  4MN  -t-  8P)2=  i a  ■+  c  —  b  -  d)- (a  +  d  —  b  —  c)2 (a  -+-  b  —  c  —  df, 

et  tirant  la  racine  carrée 

M3  —  4MN-f-8P==H=(a-+-  e  —  b  —  d)(a-4-d  —  6  —  c)(«+6  —  c  —  d). 

Pour  savoir  quel  signe  on  doit  prendre,  je  suppose,  par  exemple,  que 
les  trois  racines  b,  c,  (/soient  nulles,  auquel  cas  on  aura 

M=  —  a,     N  — o,     P  =  o,     Q=:o; 

ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  deviendra  —  a3  et  le 
second  deviendra  ±a3,  d'où  l'on  voit  qu'il  faut  prendre  le  signe  infé- 
rieur; en  sorte  que  l'on  aura 

M3—  4MN  -(-8P=  —  [a  +  c—  b  —  d)(a-\-  d—  b  —  c)(a+  b  —  c  —  d). 

Substituons  maintenant  à  la  place  de  a  et  b  leurs  valeurs  imaginaires 
p  +  q  \l—  i  ,  p  —  q  \l '—  i  ;  on  aura 

a  ■+■  c  —  b  —  d  =  2 q  v  —  i  -f-  c  —  d,     a  -t-  d  —  b  —  c  =  iq  \J '—  i  -+-  d  —  c, 
a  -h  b  —  c  —  d  =  ip  —  c  —  d  ; 
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donc  l'équation  précédente  deviendra 

M3  -  4MN  -+-  8P  =  [4?2  -+-  (c  —  d?)(ip  —  c  —  d). 

Or  4<?2  +  (c  —  d)-  étant  toujours  une  quantité  positive,  il  s'ensuit  que  ' 
la  quantité  ->.p  —  c  —  d  sera  du  même  signe  que  M3  —  4MN  -+-  8  P. 

Cela  posé,  comme  l'équation  proposée  a  pour  racines  p-\-q\j—  i, 
p  —  q  y/— -i ,  c  et  û?,  elle  sera  donc  le  produit  de  ces  deux  équations-ci 

x'  —  ipx  -+-  p2  -+-  q2  =  o,     x2  —  (  c  -l-  c?)  x  -+-  ce?  =  o  ; 

et,  puisqu'on  suppose  que  les  deux  racines  réelles  c  et  d  sont  de  même 
signe,  il  est  clair  que  crfsera  toujours  une  quantité  positive,  et  que  c-hd 
sera  une  quantité  du  même  signe  que  chacune  de  ces  deux  racines;  de 
sorte  qu'il  suffira  de  déterminer  le  signe  de  c  -+-  d.  Or  il  est  visible  que, 
si  p  et  c  +  d  sont  positives  en  même  temps,  les  signes  seront  alternatifs 
dans  les  deux  équations  précédentes;  ils  le  seront  par  conséquent  aussi 
dans  le  produit  de  ces  deux  équations,  c'est-à-dire  dans  l'équation  pro- 
posée. Et  de  même,  s'\p  et  c-t-rfsont  négatives  à  la  fois,  les  signes  seront 
tous  positifs  dans  les  mêmes  équations  et  par  conséquent  aussi  dans  le 
produit  de  ces  équations,  c'est-à-dire  dans  la  proposée. 

Donc  si  l'équation  proposée  n'a  pas  les  signes  alternativement  positifs 
et  négatifs,  ou  tous  positifs,  alors/»  et  c ■+-  d  seront  nécessairement  des 
quantités  de  signes  différents;  donc  —  ip  et  c-\-d  seront  des  quantités 
de  même  signe;  donc  aussi  la  somme  —  2p  -+-  c  +  d  sera  une  quantité 
du  même  signe  que  c  -+-  d;  donc,  par  ce  qu'on  a  démontré  ci-dessus, 
c  -t-  d  sera  nécessairement  du  signe  opposé  à  celui  de  M3  —  4MN  +  8P; 
par  conséquent,  dans  ce  cas,  chacune  des  deux  racines  réelles  sera  du 
même  signe  que  la  quantité  —  M3  +  4MN  —  8P. 

Mais  si  l'équation  proposée  avait  tous  les  signes  alternatifs,  ou  tous 
positifs,  alors  les  deux  racines  réelles  seraient  nécessairement  positives 
dans  le  premier  cas,  et  négatives  dans  le  second;  puisqu'on  sait  qu'une 
équation  qui  a  tous  les  signes  alternatifs  ne  peut  avoir  de  racines  réelles 
négatives,  et  qu'une  équation  qui  a  tous  ses  signes  positifs  ne  peut  avoir 

47- 
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de  racines  réelles  positives,  et  qu'en  général  une  équation  quelconque 
ne  peut  avoir  qu'autant  de  racines  positives  qu'elle  a  de  changements  de 
signes,  et  qu'autant  de  négatives  qu'elle  a  de  permanences  de  signes. 

La  règle  précédente,  pour  juger  des  signes  des  racines  réelles  d'une 
équation  du  quatrième  degré  qu'on  sait  en  avoir  deux  imaginaires,  a  déjà 
été  donnée  par  M.  Waring  dans  ses  Meditationes  algebraicœ,  mais  sans 
démonstration;  et  comme  cette  démonstration  n'avait  encore  été  donnée 
par  personne,  que  je  sache,  j'ai  cru  que  les  Géomètres  seraient  bien  aises 
de  la  trouver  ici. 

27.  De  même  que"  nous  avons  démontré  plus  haut  que  la  transfor- 
mée, qui  aurait  pour  racines  les  carrés  des  différences  entre  la  somme  de 
deux  racines  quelconques  de  la  proposée  et  la  somme  de  deux  autres 
quelconques  de  ses  racines,  ne  pourrait  avoir  de  racines  réelles  négatives 
qu'autant  que  la  proposée  aurait  au  moins  quatre  racines  imaginaires; 
de  même  prouvera-t-on  que  la  transformée,  dont  les  racines  seraient  les 
carrés  des  différences  entre  la  somme  de  trois  racines  et  la  somme  de 
trois  autres  racines  de  la  proposée,  ne  pourra  renfermer  de  racines  réelles 
négatives  qu'autant  que  la  proposée  aura  au  moins  six  racines  imagi- 
naires. 

On  démontrera  de  plus,  par  des  principes  analogues,  que  si  m  est  l'ex- 
posant du  degré  de  la  proposée,  celui  du  degré  de  la  transformée  dont  il 
s'agit  sera  représenté  par 

m  (m  —  i)(w  —  2)(/w—  3)  (m  —  ^){m  —  5)_ 

2X1.2.3X1-2.3 

et  que,  si  in  est  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée,  la 

transformée  aura  nécessairement  un  nombre  de  racines  réelles  négatives 

,      .  ,    .  n(n  —  i)  (re  —  2) 
égal  a  4 ^3 

28.  En  général,  si  l'on  considère  la  transformée  dont  les  racines  se- 
raient les  carrés  des  différences  entre  la  somme  de  s  racines  de  la  pro- 
posée et  la  somme  de  s  autres  racines,  cette  transformée  montera  au  de- 
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gré  dont  l'exposant  sera  exprimé  par 

m  (  m  —  i )  { m  —  2  ) .  . .  (  m  —  2*  -+-  1) 
2.(1 .2.3.  .  .s)2 

et  elle  aura  un  nombre  de  racines  réelles  négatives  égal  à 

n(n  — -i)  (re  —  2). ..(m  —  s  -t-  1) 
2* - ; 

I .2.3. . ,S 

en  nommant  m  l'exposant  du  degré  de  la  proposée  et  in  le  nombre'  de 
ses  racines  imaginaires. 

Lorsque  s  est  >/i,  alors  le  nombre  des  racines  réelles  négatives  de  la 
transformée  sera  nécessairement  nul;  mais  elle  contiendra  toujours  né- 
cessairement un  nombre  de  racines  réelles  positives,  de  sorte  qu'on  est 
assuré  que  chaque  transformée  contient  toujours  des  racines  réelles. 

Nous  appellerons,  pour  plus  de  simplicité,  première  transformée,  se- 
conde transformée,  troisième  transformée,  etc.,  celles  où  le  nombre  s  est 
l'unité,  ou  deux,  ou  trois,  etc. 

29.  Je  dis  maintenant  qu'au  moyen  de  ces  différentes  transformées  on 
pourra  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée,  pourvu 
qu'on  ait  un  critère  pour  reconnaître  si  une  équation,  qu'on  sait  contenir 
nécessairement  des  racines  réelles,  en  a  de  négatives  ou  non.  J'avoue  que 
je  ne  connais  point  jusqu'à  présent  un  pareil  critère,  et  que  je  ne  vois  pas 
même  comment  il  serait  possible  de  le  trouver;  je  crois  néanmoins  que 
c'est  simplifier  beaucoup  la  recherche  du  nombre  des  racines  imaginaires 
que  de  la  réduire  à  celle  de  l'existence  de  quelques  racines  négatives 
dans  des  équations  que  l'on  sait  devoir  contenir  nécessairement  des  ra- 
cines réelles. 

Voici  donc  comment  on  pourra  s'y  prendre  pour  déterminer  combien 
il  y  a  de  racines  imaginaires  dans  une  équation,  lorsqu'on  sera  en  état  de 
juger,  en  général,  si  une  équation,  qu'on  sait  contenir  des  racines  réelles, 
en  a  de  négatives  ou  non. 

On  cherchera  d^abord  la  première  transformée  de  l'équation  proposée  ; 
si  cette  transformée  a  tous  ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs, 
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ou  sera  assuré  que  la  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles;  sinon  on  en 
conclura  que  la  proposée  contient  nécessairement  des  racines  imaginaires 
(10,  20 j. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  cherchera  encore  la  seconde  transformée  de  la 
même  équation,  laquelle  contiendra  nécessairement  des  racines  réelles; 
et  si  cette  transformée  n'a  point  de  racines  négatives,  on  en  conclura  que 
la  proposée  ne  peut  pas  contenir  quatre  racines  imaginaires;  par  consé- 
quent elle  n'aura  que  deux  racines  imaginaires;  mais  si  la  transformée 
dont  il  s'agit  a  des  racines  négatives,  alors  la  proposée  contiendra  néces- 
sairement quatre  racines  imaginaires  ou  davantage  (21  ). 

Pour  déterminer  dans  ce  dernier  cas  le  nombre  des  racines  imagi- 
naires, il  faudra  chercher  la  troisième  transformée  de  l'équation  propo- 
sée, et  examiner  si  cette  transformée,  laquelle  aura  d'ailleurs  nécessaire- 
ment quelques  racines  réelles,  en  contient  de  négatives  ou  non.  Si  elle 
n'a  point  de  racines  négatives,  on  sera  assuré  que  la  proposée  ne  contient 
pas  six  racines  imaginaires;  par  conséquent  les  racines  imaginaires  de 
l'équation  proposée  seront  au  nombre  de  quatre.  Mais  si  la  troisième 
transformée  a  des  racines  négatives,  ce  sera  une  marque  que  la  proposée 
contient  au  moins  six  racines  imaginaires. 

On  procédera  donc,  dans  ce  dernier  cas,  à  la  quatrième  transformée, 
pour  juger  si  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée  peut  mon- 
ter à  huit  ou  non,  et  ainsi  de  suite. 
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[Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1777.) 


1 .  Parmi  le  grand  nombre  de  beaux  Théorèmes  d'Arithmétique  que 
Fermât  nous  a  laissés  dans  ses  Observations  sur  Diophante,  un  des  plus 
remarquables  est  celui  qui  est  énoncé  dans  l'Observation  sur  la  Ques- 
tion XXVI  du  Livre  VI,  parce  que  c'est  le  seul  dont  Fermât  ait  donné  la 
démonstration. 

Ce  Théorème  est  que  la  différence  de  deux  nombres  bi-carrés  ne  peut 
jamais  être  un  carré;  et  la  démonstration  de  Fermât  consiste  à  faire  voir 
que,  s'il  y  avait  deux  nombres  entiers  bi-carrés  dont  la  différence  fût  un 
carré,  on  pourrait  toujours  trouver  deux  autres  nombres  entiers  moindres 
que  ceux-là,  qui  auraient  la  même  propriété,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
qu'on  parviendrait  nécessairement  à  de  petits  nombres  bi-carrés  dont  la 
différence  serait  un  carré;  or  cela  est  impossible,  comme  on  peut  s'en 
assurer  en  examinant  successivement  les  premiers  nombres  de  la  suite 
naturelle.  Le  Théorème  étant  ainsi  démontré  pour  les  nombres  entiers,  il 
est  clair  qu'il  l'est  aussi  pour  les  nombres  rompus,  puisque  si  la  diffé- 
rence des  bi-carrés  de  deux  nombres  rompus  est  un  carré,  et  qu'on  ré- 

(*)  Lu  le  20  mars  1777. 

IV.  48 
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duise  les  deux  nombres  au  même  dénominateur,  il  s'ensuit  que  la  diffé- 
rence des  bi-carrés  des  numérateurs  sera  elle-même  un  carré. 

Le  principe  de  la  démonstration  de  Fermât  est  un  des  plus  féconds 
dans  toute  la  Théorie  des  nombres,  et  surtout  dans  celle  des  nombres  en- 
tiers: M.  Euler  a  développé  davantage  ce  principe,  et  l'a  appliqué  à  démon- 
trer quelques  autres  Théorèmes  analogues,  savoir  :  que  la  somme  de  deux 
bi-carrés  ne  peut  être  un  carré;  que  ni  la  somme  ni  la  différence  d'un  bi- 
carré et  du  quadruple  d'un  autre  bi-carré  ne  peuvent  être  des  carrés;  que 
le  double  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  bi-carrés  ne  saurait  ja- 
mais être  un  carré;  qu'enfin  la  somme  d'un  bi-carré  et  du  double  d'un 
autre  bi-carré  ne  peut  aussi  être  un  carré.  {Voyez  le  Chapitre  XIII  de  la 
seconde  Partie  de  ses  Eléments  cl' Algèbre.) 

2.  Mais  si  la  somme  d'un  bi-carré  et  du  double  d'un  autre  bi-carré  ne 
saurait  être  un  carré,  il  n'en  est  pas  de  même  de  leur  différence;  car  il 
est  visible  qu'on  satisfait  à  l'égalité 

%oc*  — y*  =  D 

en  prenant  x  =  i , y  =  i;  et  quant  à  l'égalité 

X4  —  2fA  =  □, 

il  n'y  a  qu'à  prendre  x  =  3,  v  =  2. 

On  a  trouvé  aussi  pour  la  première  égalité  ces  autres  valeurs 

#  =  13,7  =  1,     et    .r  =  2i65oi 7, /=  2372159, 
et  pour  la  seconde  celles-ci 

«  =  ti3,  j  =  84,     et    x  =  571  23,  y  —  261 4; 

on  pourrait  en  trouver  encore  plusieurs  autres  par  la  méthode  connue 
pour  ces  sortes  d'égalités,  suivant  laquelle  on  peut  déduire  de  nouvelles 
solutions  de  celles  qu'on  a  déjà,  chaque  solution  en  fournissant  toujours 
une  autre  différente,  si  le  Problème  en  admet  plusieurs  (voyez  le  Traité 
intitulé  Doctrinœ  analyticœ  inventum  novum  dans  l'édition  de  Diophante 
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de  1670,  et  les  Chapitres  VIII,  IX  et  X  de  la  seconde  Partie  de  Y  Algèbre 
de  M.  Euler);  mais  cette  méthode,  la  seule  que  l'on  ait  jusqu'à  présent 
pour  les  égalités  qui  passent  le  second  degré,  n'est  que  particulière  et  ne 
saurait  jamais  donner  toutes  les  solutions  possihles;  on  a  même  remar- 
qué que  souvent  elle  ne  donne  pas  les  solutions  les  plus  simples  et  qui 
se  présentent  d'ailleurs  d'elles-mêmes.  Ainsi,  s'il  était  question  de  ré- 
soudre d'une  manière  complète  les  deux  égalités  ci-dessus,  ou  du  moins 
de  trouver  toutes  les  valeurs  possihles  de  x  et  y  qui  ne  surpasseraient  pas 
des  limites  données,  la  méthode  dont  il  s'agit  ne  serait  presque  d'aucune 
utilité,  puisqu'on  serait  toujours  incertain  si  les  valeurs  trouvées  par 
cette  méthode  sont  les  seules  qui  satisfassent  à  la  question,  et  l'on  ne 
pourrait  se  tirer  de  ce  doute  qu'en  essayant  successivement  tous  les  nom- 
bres entiers  pour  x  et  y. 

3.   L'égalité 

o.xi—yi  =  □ 

est  surtout  remarquable,  parce  qu'elle  renferme  la  solution  d'un  Problème 
proposé  par  Fermât  comme  très-difficile,  dans  la  deuxième  Observation 
sur  la  Question  XXIV  du  Livre  VI  de  Diophante.  Ce  Problème  consiste  à 
trouver  un  triangle  rectangle  en  nombres  dont  l'hypoténuse  soit  un  carré 
et  dont  la  somme  des  deux  côtés  autour  de  l'angle  droit  en  soit  un  aussi, 
c'est-à-dire  à  trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  un  carré  et  dont 
la  somme  des  carrés  soit  un  bi-carré. 

Soient/»  et  q  les  deux  nombres  cherchés,  en  sorte  que 

p  +  q—r\    p2_hq*  —  xi. 

étant  du  double  de  cette  dernière  équation  le  carré  de  la  première,  on 

aura 

p1  —  npq  +  q-=  ixA  — y*; 

donc  faisant 

p-q  =  z, 


on  aura  1  équation 


21'  — y*  =  z'2, 


380  SUR   QUELQUES   PROBLÈMES 

de  la  résolution  de  laquelle  dépend  donc  la  solution  du  Problème  pro- 
posé; car  ayant  trouvé  les  valeurs  de  ce, y,  z,  on  aura  sur-le-champ 


r2  -t-  z  y'- 


Si  l'on  prend  pour  x  et  y  les  valeurs  données  ci-dessus,  on  aura 

i°        x=i,     y=i,     d'où     z  =  i,         donc    p  =  i,       </  =  o; 
2°        x=zi3,y=i,     d'où     z  =  a3g,     donc    />  =  i2o,  q  = —  i  r 9 ; 
3°        x  =  2  165017,  y=  2  372  159,     d'où     2  =  1560590745759, 
donc    p  =  1  061  652 2g3 5ao,     q  =  4^65486027  761. 

4.  De  ces  trois  solutions  on  voit  qu'il  n'y  a  que  la  dernière  qui  soit 
admissible  lorsqu'on  demande  que  les  nombres  cherchés/;  et  y  soient  en- 
tiers et  positifs;  mais  on  voit  en  même  temps  que  ces  valeurs  de/?  et  q 
sont  extrêmement  grandes,  et  il  serait  naturel  de  croire  qu'on  pourrait 
satisfaire  à  la  question  par  des  nombres  plus  petits  si  Fermât  n'assurait 
pas  positivement  le  contraire  dans  l'endroit  cité  ci-dessus;  cependant, 
comme  cette  assertion  n'y  est  pas  démontrée,  et  qu'elle  ne  me  parait 
même  pouvoir  l'être  par  la  méthode  que  Fermai  indique  et  qui  n'est  autre 
chose  que  celle  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  on  peut  regarder  comme 
non  résolu  le  Problème  de  trouver  les  plus  petits  nombres  entiers  positifs 
qui  satisfassent  à  la  double  condition  que  leur  somme  soit  un  carré,  et 
que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  bi-carré.  Mais  comment  doit-on  s'y 
prendre  pour  parvenir  à  une  solution  complète  de  ce  Problème  et  des 
Problèmes  analogues?  Il  me  semble  qu'on  ne  saurait  atteindre  à  ce  but 
que  par  un  artifice  semblable  à  celui  qui  a  servi  à  démontrer  les  Théo- 
rèmes dont  nous  avons  fait  mention  au  commencement  de  ce  Mémoire: 
car,  si  l'on  peut  prouver  que,  lorsqu'il  y  a  des  valeurs  quelconques  en- 
tières de  x  et  y  qui  satisfont  à  l'égalité 

2xi  —  yi=  □. 

il  y  en  a  nécessairement  deux  autres  plus  petites  qui  y  satisfont  aussi,  et 
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qu'en  même  temps  on  ait  une  méthode  générale  pour  déduire  ces  valeurs- 
là  de  celles-ci,  il  est  clair  qu'en  partant  alors  des  plus  petites  valeurs  pos- 
sibles de  x  et  j,  lesquelles  sont  x  =  i  et  y  =  i ,  on  pourra  en  remontant 
trouver  successivement  toutes  les  autres  valeurs  satisfaisantes,  suivant 
l'ordre  de  leur  grandeur.  Toute  la  difficulté  consiste  donc  à  réduire  la 

solution  de  l'égalité 

ixi  — y4  =  n 

à  celle  d'une  autre  égalité  semblable,  mais  dans  laquelle  les  nombres  x 
et  y  soient  nécessairement  plus  petits  que  dans  la  première;  c'est  l'objet 
de  l'analyse  suivante,  laquelle  me  paraît  la  plus  simple  et  la  plus  directe 
qu'on  puisse  employer  dans  cette  recherche. 

5.  Considérons  donc  l'équation  indéterminée 

ix"—  y"  =  z\ 

et  supposons  que  l'on  connaisse  des  valeurs  entières  de  x,  y,  z  qui  y  sa- 
tisfassent, je  remarque  d'abord  qu'on  peut  supposer  x  et  y  premiers  entre 
eux;  car  s'ils  avaient  une  commune  mesure,  il  faudrait  que  z  fût  divi- 
sible par  le  carré  de  cette  commune  mesure,  et,  la  division  faite,  les  quo- 
tients satisferaient  également  à  l'équation. 

Je  remarque  de  plus  que  les  nombres  oc, y,  z  doivent  être  tous  impairs; 
car  si  y  était  pair,  il  faudrait  que  z-  fût  divisible  par  2,  donc  z  serait  pair 
aussi,  donc  y''  et  z2  étant  à  la  fois  divisibles  par  4»  il  faudrait  que  2xk  le 
fût  aussi,  donc  x''  serait  divisible  par  2,  donc  x  serait  pair  et  ne  serait 
pas  premier  à  y  contre  l'hypothèse.  Or,  jetant  impair,  il  est  visible  que  z 
sera  aussi  nécessairement  impair.  Enfin,  comme  on  sait  que  le  carré  de 
tout  nombre  impair  est  nécessairement  de  la  forme  8m  +  1,  il  s'ensuit 
que  z2  +y''  sera  de  la  forme  8n+  2,  donc  2x*  sera  de  cette  même  forme 
et  par  conséquent  xk  sera  de  la  forme  !\n  -+-  1 ,  donc  œ  sera  aussi  impair. 

Cela  posé,  l'équation 

ix*  —  y"  =  z2 

donne  celle-ci 

4*4=  2(zs+j<)  =  [z  h-  j2;2  +  {z  -yr)\ 
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d'où 

[Z  -+-J2)2  =  (2.X2)2  —  (S  —  Y 2  )2  =  (  2  X2  -+-  Z  —  J2)  (2.T2  —  Z  -l-J2). 

Ces  deux  facteurs  sont  tous  les  deux  pairs,  puisque/ et  s  sont  impairs; 
soit  donc  leur  commune  mesure  =  im,  en  sorte  que 

2X--hz — y'=imp,     2x-  —  z  -hy'  =  imq, 

petq  étant  premiers  entre  eux;  on  aura 

( z  ■+-  y1)2 — 4  »î2/>ç  .- 

donc  il  faudra  que  le  nombre pq  soit  un  carré,  et  comme/»  et  q  sont  pre- 
miers entre  eux,  il  faudra  que  l'un  et  l'autre  soient  carrés:  mettons  donc 
p2  et  q-  à  la  place  àep  et  q,  on  aura  les  équations 

zx'-h  z —y2=imp2,     ix' — j+j!=2mç!,     (z  -+■  y2)2  =  /\m2p2q2, 

d'où 

z  -\-y2  =  o.mpq. 

Cette  dernière  donne 

z  =  zmpq  — y2, 

et  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  deux  autres,  on  aura  ces  deux-ci 

x2  —  y2  =  mp(p  —  q),     x'1  -+- y*=  mq(p  -+-  q). 

D'où  l'on  voit  que  m  divisant  la  somme  et  la  différence  de  x2  et  de  y2 
doit  diviser  aussi  2ar  et  iy~;  mais  x  et  y  sont  premiers  entre  eux  (hypo- 
thèse), donc  m  ne  peut  être  que  i  ou  i.  Si  m  =  i,  on  aura 

x2  —  y"  =  p  p  —  q  ,     x2  -+-  y2  =  q(p  -+-  q  )  ; 

si  m  =  2,  on  aura 

x2  —y-  =  ip{p  —  q),     x2-h  y2  —  iq(p  -+-  q), 

et  si  l'on  fait  dans  ce  dernier  cas 

p+q  =  q',     q-p=p', 
on  aura 

X'— y'  rzz p\p'  —  q'  ),     x2-hy2=  q\p'  -4-  g' ). 
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Ainsi,  soit  que  m  soit  i  ou  2,  on  aura  nécessairement  deux  équations  de 

cette  forme 

x2  —  y2  =  p{p-rq),     x2-h  y2  =  q  (p  -t-  q ,). 

Je  considère  d'abord  la  première  de  ces  équations,  et  je  la  mets  sous  la 

forme 

x-A-y  _p  —  q. 
p  x  — y"1 

je  remarque  maintenant  que  x  +  y  est  un  nombre  pair,  puisque  x  et  y 
sont  impairs  à  la  fois,  et  que  p  est  nécessairement  impair;  car,  s'il  était 
pair,  il  faudrait  par  la  seconde  équation  que  q  fût  pair  aussi,  afin  que 
q(p  +•  q)  devint  un  nombre  pair;  mais  alors  ce  nombre  serait  pairement 
pair,  et  ne  pourrait  par  conséquent  être  égal  à  la  somme  de  deux  carrés 

impairs.  Donc,  si  l'on  réduit  la  fraction —  à  ses  moindres  termes,  elle 

1  P 

sera  de  la  forme  — >  n  étant  impair  et  premier  à  m,  donc  on  aura 

n  t  r 

x  -h  y—  ims,  p  =  ns     et    p  —  q  =  imt,  x—y=nt, 

s  et  t  étant  deux  nombres  entiers  quelconques;  et  comme  x — y  est  né- 
cessairement pair,  et  que  n  est  impair,  il  faudra  que  t  soit  pair;  de  sorte 
qu'en  mettant  it  à  la  place  de  t,  on  aura 

p  —  q=:^.mt,     x — )-=2«V, 

t  étant  quelconque,  mais  premier  à  s;  autrement  x  et  y  ne  seraient  plus 
premiers  entre  eux.  On  tire  de  là 

x  =  ms  +  nt,     y=ms  —  ni,     p=zns,     q  =  ns  —  Z^mt; 

ce  sont  les  valeurs  qui  satisfont  à  la  première  équation  ;  mais  il  faut  aussi 
qu'elles  satisfassent  à  la  seconde  équation 

x--h y'=  q(p  -+-  q); 

en  les  y  substituant  donc,  on  aura 

m's-  -+-  n2t2=  (ns  —  ^mt)  (ns  —  2ml), 
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et  développant, 

m2 [s- —  8t2)  -+-  6mnst  -+-  n}{f  —  s2)  =  o, 

équation  qui  étant  multipliée  par  s2  —  8t-  peut  se   mettre  sous  cette 

forme 

[m(s*  —  8 1^  -h  3nst]2  =  n2[gs2 12  —  {t2  —  s2)  (s2  —  8 if2)], 

savoir,  en  divisant  par  tt  et  développant  les  termes, 


o„       To   -       m(s2  —  8r) 

L               " 

Donc,  si  1 

l'on  fait 

_   ,       nus-—  8t2) 

ce  qui  donne 

on  aura  l'équation 


m       u  —  3*/ 


n        s-  —  8t2 
s*  -h  8ti=  u-. 
Ainsi  la  solution  de  l'équation  proposée 

2Xi  — J-4  =  Z- 

est  réduite  à  celle  de  l'équation 

s4  -I-  8 1<  =  u2  ; 

et  l'on  voit  par  l'analyse  précédente  que,  s'il  y  a  des  nombres  entiers  qui 
satisfassent  à  la  première  équation,  il  y  aura  aussi  nécessairement  des 
nombres  entiers  qui  satisferont  à  la  seconde;  et  vice  versa,  si  l'on  connail 
une  solution  de  cette  dernière  en  nombres  entiers,  on  pourra  en  déduire 
une  solution  de  la  première  par  le  moyen  des  formules 

m        u  —  3st 

—  =  = —  ?      x  =  ms  -+-  nt,      y  =  ms  —  nt. 

n        s2—8t2  J 

Comme  —  est  supposée  une  fraction  réduite  à  ses  moindres  termes,  si 
u  —  3st  et  s2  —  8t2  sont  premiers  entre  eux,  on  aura 
m  =  u  —  3st,     n  =  s2 — 8t2; 
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mais  si  ces  nombres  ont  un  facteur  commun,  on  prendra 


u  —  3*/ 

m  = ; ■>     n 


l       '    l 

Et  puisqu'on  peut  prendre  indifféremment  les  nombres  s,  t,  u,  ainsi  que 
x,  y,  z  en  plus  et  en  moins,  il  est  facile  de  voir  que  chaque  solution  de 

l'équation 

ss  -+-  8ti=  u1 

en  donnera  toujours  deux  de  l'équation 

2X4  —  yi  =  z% 

en  prenant  dans  l'expression  de  m  le  nombre  u  en  plus  ou  en  moins.  Je 
remarque  maintenant  que  n  ne  peut  jamais  être  zéro,  et  que  m  ne  peut 
l'être  que  lorsque  u=  3st,  ce  qui  donne 

si  -t-  8t"  =  9*2<2, 
d'où 

7=v/?±v/F8=v/R=i™=^ 

la  valeur  ^8  ne  pouvant  être  admise  à  cause  de  son  irrationnalité, 
reste  -  =  i,  et  par  conséquent 

s  =  i,      t  =  i  ; 

ces  valeurs  satisfont  en  effet  à  l'équation 


mais  alors  on  aurait 

x  =  n,     y  =  —  n, 

et  comme  x  et  y  doivent  être  premiers  entre  eux  (hypothèse),  on  aurait 
x  =.  i  et  y  =  i .  D'où  l'on  voit  que  lorsque  x  et  y  seront  premiers  entre 
eux  et  différents  de  l'unité,  alors  s  et  t  seront  aussi  premiers  entre  eux  et 
différents  de  l'unité,  et  m  ne  sera  jamais  zéro  ;  de  sorte  que  le  plus  grand 
des  nombres  x  et  y  sera  nécessairement  plus  grand  que  l'un  et  l'autre 
IV.  49 
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des  deux  nombres  s  et  l;  par  conséquent,  si  l'égalité 

2  X*  —  J"1  sz-  □ 

est  résoluble  en  nombres  entiers  quelconques  différents  de  l'unité,  l'é- 
galité 

sera  nécessairement  résoluble  en  moindres  nombres,  aussi  différents  de 
l'unité,  et  vice  versa. 

6.  Si  l'équation 

s'  +  8<*=  M2, 

à  laquelle  nous  sommes  parvenus,  était  de  la  même  forme  que  la  pro- 
posée, le  Problème  serait  résolu  ;  mais  puisque  cela  n'est  pas,  il  faut  donc 
poursuivre  notre  analyse  en  opérant  maintenant  sur  cette  dernière  équa- 
tion, dans  laquelle  s  et  t  sont  supposés  premiers  entre  eux. 

Et  d'abord  je  vais  prouver  que  s  et  u  doivent  être  impairs  ;  car  si  s  était 
pair,  s*  serait  divisible  par  16;  donc  u2  le  serait  par  8;  donc  u  le  serait 
par  4;  donc  u2  serait  aussi  divisible  par  16,  et  8z4  le  serait  aussi;  donc 
t"  serait  divisible  par  2;  donc  t  serait  pair,  et  par  conséquent  ne  serait 
pas  premier  à  s  contre  l'hypothèse.  Or  s  étant  impair,  il  est  visible  que  u 
doit  l'être  aussi.  Maintenant  je  mets  l'équation  dont  il  s'agit  sous  la 

forme 

8  ti  =  m2  —  s4  =  (  u  -+-  s* ,  (u  —  s-  )  ; 

comme  u  et  s  sonl  impairs  à  la  fois,  les  deux  facteurs 

u  -+-  s'     et     m  —  s7 
seront  pairs;  donc  leur  commune  mesure  sera  i\x,  en  sorte  que 

u  -+-  s '  —  2  y. m,     u  —  s'  =  2  ij.  p, 
z5  et  p  étant  premiers  entre  eux  ;  donc 

8/' =  4/-'-2rop     et     2<1=:u2c5p; 
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donc  il  faut  que  (j.  divise  t'-\  mais  en  chassant  u  des  deux  équations  pré- 
cédentes, on  a 

*2=p.(ro  — p), 

d'où  l'on  voit  que  [j.  divise  déjà  s2  ;  donc  puisque  t  et  s  sont  premiers  entre 
eux  (hypothèse),  il  faut  que  p.  =  i.  Ainsi  l'on  aura 

itA  =  rop; 

et  comme  sr  et  p  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  l'on  ail  nécessai- 
rement, ou 

ro  =  iq\     p  =  r\ 

ou 

m  =  q'\     p  =  a  r4; 

d'où  résulte 

£  =  <//■. 

Dans  le  premier  cas  on  aura  donc 

M=  2<7* -I-  r%       i2=2Ç*  —  /•% 

et  dans  le  second  on  aura 

m  =  q'  -t-  2  /•%     5J  =  q"  —  2  r4. 

D'où  l'on  voit  que  la  résolution  de  l'équation 

s'  -i-  8t4=  u2 

est  réduite  à  la  résolution  de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations 

iqi — r<  =  s*     ou     q'  —  ir*  =  s-. 

En  effet,  si  l'on  connaît  des  valeurs  entières  de  q,  r,  s  qui  satisfassent  à 
l'une  ou  l'autre  de  ces  équations,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  l  =  qr,  et  l'on 
aura  des  valeurs  de  s  et  t  qui  résoudront  l'équation 

s'  +  sv  —  u. 

Or  je  remarque  : 

i°  Que  si  s  et  t  sont  premiers  entre  eux,  s  sera  aussi  premier  à  q 

49- 
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et  à  r;  donc  q  et  r  seront  premiers  entre  eux  en  vertu  des  équations 

2  q' — r1  =  s2     ou     <]' — 2r'  =  i!; 

2°  Que  si  q  et  r  sont  différents  de  l'unité,  t  sera  plus  grand  que  q  et 
quer;  si  q  égal  à  l'unité,  alors  t  =  r;  mais  dans  ce  cas  on  aura 

2  —  r4  =  S7      OU      I  —  2  »'4  =  s2  ; 

la  seconde  de  ces  équations  ne  saurait  avoir  lieu  en  nombres  entiers,  et 
la  première  ne  peut  subsister  qu'en  faisant 

r  ■=  i      el     s  =  i  ; 

ainsi  l'on  aurait  alors 

5=1,        t  =  l. 

Si  /égal  à  l'unité,  alors 

t  =  q,     et     si=iqi — i   ou  =  q' — 2; 

d'où  l'on  voit  que  s  sera  plus  grand  que  q.  Je  conclus  de  là  que  tant  que  s 

et  t,  dans  l'égalité 

s4  +  8*4=  a, 

seront  premiers  entre  eux  et  différents  de  l'unité,  q  et  useront  aussi  pre- 
miers entre  eux  et  différents  de  l'unité,  et  que  de  plus  le  plus  grand  des 
nombres  s  et  t  surpassera  nécessairement  le  plus  grand  des  deux  q,  r. 

7.  L'équation 

2  c4  —  r*  =  s2 

est,  comme  l'on  vojt,  semblable  à  la  première 

ixi  — y3  =;  z2; 

ainsi  le  Problème  serait  résolu,  si  l'on  n'avait  trouvé  que  cette  équation; 
mais,  comme  on  est  aussi  arrivé  à  l'équation 

q',  —  2  r>  —  ^ 

qui  est  différente  des  deux  que  nous  venons  de  traiter,  il  faut  encore 
poursuivre  le  calcul  relativement  à  cette  dernière. 


DE  L'ANALYSE  DE  DIOPHANTE.  389 

Nous  avons  déjà  vu  que  q  et  r  doivent  être  premiers  entre  eux;  or  q 
doit  être  impair,  autrement  s  serait  pair,  par  conséquent  ir''  serait  divi- 
sible par  4.  et  r*  le  serait  par  2;  donc  r  et  q  seraient  pairs  à  la  fois  et  par 
conséquent  ne  seraient  plus  premiers  entre  eux;  q  étant  donc  impair,  il 
est  visible  que  s  le  sera  aussi.  Donc,  si  l'on  met  l'équation  sous  la  forme 

2r4  —  çf4  —  s2  =  (<72-i-  s)  (q2—  s), 

les  deux  facteurs  q~  ■+-  s  et  q2  —  s  seront  tous  les  deux  pairs,  et  par  con- 
séquent de  la  forme  2ml,  im\}.,  im  étant  leur  plus  grande  commune 
mesure,  et  \,  \x  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux.  On  aura  ainsi 

q2  -4-  s  =  2  ml,     q-  —  s=2m[i,     a/-4  =  ^m'iu, 

ou  bien 

r4  —  2m:l!u; 

donc  m  divise  r2,  mais  il  divise  aussi  q2,  parce  que 

<72=  mCk  -+-  p.);    ■ 

donc  puisque  q  et  r  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  m'=i.  On 

aura  donc 

r4  =  2^; 

donc  r  sera  pair;  donc  faisant 

r=  2A, 

on  aura 

8  A4  =  Ajtx; 

donc  X  et  /j.  étant  premiers  entre  eux,  on  aura  nécessairement  ou 

X  =  8n4,     p=pi,     ou     X  =  n4,     p.  =  8p*; 
d'où 

h  =  pn,     r  =  7.pn. 

Ainsi  l'on  aura 

.  s  =  X  —  jx  =  8re4  —  p*     ou     =  «4  —  Sp\ 
et 

<72  =  X  -t-  ft  =  8n4  -+-/»'    ou    =  «4  -1-  8  y?4, 
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où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  de  *  et  de  q2  reviennent  à  la  même  en 
changeant  n  en  p  et  s  en  —  s.  Donc  la  résolution  de  l'équation 

q'  —  2  r*  =  53 

se  réduit  à  celle  de  l'équation 

q-  =  n'  -+-  Sp', 

en  prenant 

/•  =  ipn     et     s  =  ra4  —  8p<. 

Et  l'on  remarquera  que  n  et  p  doivent  être  premiers  entre  eux,  autre- 
ment/- et  q  ne  le  seraient  pas,  contre  l'hypothèse.  De  plus  il  est  visible 
que  r  sera  toujours  plus  grand  que/>  et  que  n,  et  comme  q  est  nécessai- 
rement plus  grand  que  /-,  il  s'ensuit  que,  dans  l'égalité 

n'  +  8p*=  Q, 

les  nombres  n,  p  seront  nécessairement  moindres  que  les  nombres  q,  r 

dans  l'égalité 

q'  —  2r*=  G- 

Or  l'égalité 

re4  -1-  8p<  =  □ 

est  de  la  même  forme  que  celle  que  nous  avons  déjà  traitée  ci-dessus; 
donc  le  Problème  est  résolu. 

8.  On  peut  donc,  par  la  méthode  et  les  formules  précédentes,  résou- 
dre non-seulement  les  égalités  de  la  forme 

2x*  — yi  =  n, 

mais  aussi  celles  de  ces  deux  autres  formes 

x(  +  8j4  =  n    et   x*  —  2j«=:  n, 

et  cela  avec  toute  la  généralité  dont  ces  égalités  sont  susceptibles;  car 
en  commençant  par  les  solutions  les  plus  simples  et  passant  successive- 
ment aux  plus  composées,  on  sera  assuré  de  trouver  par  ordre  toutes  les 
solutions  possibles  de  ces  égalités  en  nombres  entiers,  et  par  conséquent 
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aussi  en  nombres  rompus,  suivant  la  remarque  faite  au  commencement 
de  ce  Mémoire.  Voici  donc  à  quoi  se  réduit  ce  calcul  : 
i°  Ayant  l'équation 

(A)  s4 +  8^  =  m2, 
on  aura  l'équation 

(B)  xk  —  iyi  =  z-, 
en  prenant 

x  =  u,     y  =  ist, 

et  l'équation 

(C)  -îx*  — y'  =  z1, 
en  prenant 

±u  —  Zst               s2  —  8t7 
m  =  -. ;      n  = j î      ±x  =z  ms  -h  ni,      dzy  =  ms —  nt, 

/étant  le  plus  grand  commun  diviseur. 

2°  Ayant  l'une  ou  l'autre  des  équations  (Bj,  (Cj,  on  aura  l'équation  (A) 

en  prenant 

s  =  z,     t  =  xy. 

9.  L'équation  (A)  donne  évidemment  d'abord 
s  =  i,     f.=  i,     w  =  3; 
donc  on  aura  pour  l'équation  (B) 

x  =  3,    y  =2,     et  de  là     2  =  7; 
et  pour  l'équation  (C) 

±3-3  •  7 

m  = -. >      n  =  —  j-  )      ±  4c  =  m  -4-  n,     ±  j-  =  m  —  n  ; 

donc 

m  =  o,     «  =  —  1,     /=7     ei     x  =  j,     y—i,     z  =  i, 

ou  bien 

m=  —  6,     /i  =  —  7,     /r=i     et     #  =  i3,    J  =  i,     a  —  239. 
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Ces  valeurs  dex,  y,  z  en  donneront  d'autres  des,  t,  u  pour  l'équation  (A; 

Et  d'abord 

,r  =  i,         y—  i,       z  =  i 

donnera 

ensuite 

donnera 

enfin 

donnera 


s  =  i,  t  =  i,  «  =  3; 

x  =  3,  >'=  2,  z  =  7 

,$  =  7,  <  =  6,  m  =  ii3; 

.r=i3,  J=i,  2  =  23g 

5  =  239,  t  =  i3,  «  =  57123. 


La  première  de  ces  trois  solutions  de  l'équation  (A)  est  la  même  que 
nous  avons  adoptée  d'abord,  et  nous  pouvons  maintenant  en  faire  abstrac- 
tion; les  deux  autres  donneront  donc  de  nouvelles  solutions  des  équa- 
tions (B)  et  (C).  Prenant  donc  en  premier  lieu 

*  =  7,     t  =  6,     «  =  n3, 

on  aura  pour  l'équation  (B) 

x  =  n  3,     y  =84,     2  =  7  967  ; 

ensuite  pour  l'équation  (C) 

±  I  l3  —   126  23Q  r 

m=—   — -. )      n  = t^j      ±x  =  7 m  -+-  on,      ±y='jm  —  on; 

donc  :  ou 

m  =  —  i3,     n  =  —  239,     /  =  1 ,     x  =  1  5a5,     >'  =  1  343,     2  =  2750257; 

ou 

m=  —  1,     n  = —  1,     /=23g,     x  =  i3,     y='; 

cette  dernière  solution  a  déjà  été  trouvée  ci-dessus.  Prenant  en  second 

lieu 

5  =  239,     f=-i3,     «/  =  57123, 
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on  aura  pour  l'équation  (B) 

37  =  57123,    ^  =  6214,     z  =  3  262  58o  i53; 

et  pour  l'équation  (C)  on  aura 

±57123  —  9321  55769  00  ?i 

m  = ■>   re  = — j-^,   ±x  =  23g m -1-  i3«,  ±j=:23gm  —  i3n; 

donc  :  ou 

m  =  6,     w  =  7,     /z=7  9Ô7, 

et  de  là 

x  =  1  525,     r  =  i343,     21=2750257, 

c'est  la  solution  trouvée  ci-devant;  ou 

m  —  —  9492,     «  =  7967,     Z=7; 
donc 

.«■  =  2165017,     r=  2  3721 5g,     et  de  là     2  =  1560590745759. 
Et  ainsi  de  suite. 

10.  On  voit  par  ce  calcul,  qu'il  serait  aisé  de  pousser  plus  loin  s'il  en 
valait  la  peine,  que  les  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation 

s«  -+-  8t"  =  u1 

sont  par  ordre 

s  =  1,        7,         239, . . . , 

t  =  i,        6,  i3,..., 

u  =  3,     1 13,     57  123, ...  ; 

que  les  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation 

x'  —  2  y*  =  z! 

sont 

x  =  3,       1 1 3,  57  123, . . ., 

y=  2,        84,  6214,..., 

z  =  7,     7967,     3  262580  r53, .  .  .  ; 

IV.  5o 
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qu'enfin  les  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation 

2X"  — yi  =  z- 

sont 

x  =  i,       i3,  1 525,  2165017,..., 

/  =  i,         1,  i343,  2372159,..., 

z  —  1,     23g,     2  750  257,     1  56o  590  745  759, .... 

et  l'on  peut  être  assuré  qu'il  n'y  a  pas  de  nombres  moindres  que  ceux-ci 
qui  puissent  satisfaire  aux  formules  proposées. 

Si  maintenant  on  déduit  des  dernières  valeurs  de  x,  y,  z  celles  de  p 
et  q  (3),  on  aura  par  ordre  tous  les  nombres  qui  peuvent  résoudre  le  Pro- 
blème de  Fermât,  savoir 

p  =  i,        120,         2276953,     1061652293520 

•<7=o,     — ijg,      —    4?3  3o4,     4565486027761,.... 

Ces  derniers  nombres,  quelque  grands  qu'ils  soient,  sont  donc  néan- 
moins les  plus  petits  nombres  entiers  et  positifs  qui  résolvent  le  Pro- 
blème dont  il  s'agif,  ce  qui  prouve  la  vérité  de  l'assertion  de  Fermât. 

1 1 .  En  général,  on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  toute  équation 

de  la  forme 

xi  -+-  ay6  =  z! 

(a  étant  un  nombre  quelconque  donné)  de  celle  d'une  équation  de  la 
même  forme  dans  laquelle  les  nombres  x,  y,  z  soient  moindres. 
Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  supposer 

3  =  m2  -t-  an-, 

ce  qui  donne 

z2  —  (  m-  —  an2)2  -+-  a{  imn)2; 

donc 

x'-—m2 — an2     ei    j!=2mn. 

Soit  de  nouveau 

x  =  p2  —  aq'-, 

d'où 

x2  =  (p2  -+-  aq1)2  —  a  [ipq  ?  ; 
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donc 

m  =  p2  -+-  aq2,     n  =  ipq; 

et,  substituant  dans  -l'équation  y1  -----  2mn,  on  aura 

y2  =  lpq(p2-\-ag2). 

Qu'on  fasse  doue,  pour  satisfaire  à  cette  équation, 

p  —  s2,     q  =  t2,    p'-r-aq2=u2, 
on  aura 

y  —  istu, 

et  il  viendra  l'équation 

s''  -+■  al*  =  u2, 

qui  est  semblable  à  la  proposée.  Cette  dernière  équation  étant  résolue  si 
elle  peut  l'être,  on  aura  dans  la  proposée 

x  =  s*  —  at\    y— istu,     z  =  (s'  -+-  at1)2  ■+-  a{is2t2)'-, 

savoir 

z  =  uï  -+-  ^asiti; 

d'où  l'on  voit  que  y  sera  toujours  nécessairement  plus  grand  que  chacun 
des  nombres  s,  t,  u. 

Connaissant  donc  une  solution  en  entiers  de  toute  équation  de  la  forme 

x*  -+-  ayA  =  z2, 

on  pourra  par  ces  formules  en  déduire  une  nouvelle  solution  en  nombres 
plus  grands,  et  ainsi  de  suite;  mais  on  n'est  pas  assuré  de  trouver  par  ce 
moyen  toutes  les  solutions  possibles  en  nombres  entiers;  car  les  suppo- 
sitions que  nous  avons  faites  pour  ramener  l'équation 

x*  -+-  ayi  =  z2 

à  l'équation 

si  -+-«/"  =  u2 

sont  simplement  possibles,  mais  ne  sont  pas  absolument  nécessaires. 

Au  reste  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale  pour  résoudre 
ces  sortes  d'égalités  est  peut-être  celle  des  facteurs,  que  j'ai  exposée  dans 

5o. 
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le  dernier  Chapitre  des  Additions  à  l'Algèbre  de  M.  Euler,  a  laquelle  je 

renvoie  (*). 

12.  Je  vais  terminer  ce  Mémoire  par  montrer  comment  on  peut  sim- 
plifier et  généraliser  à  quelques  égards  la  méthode  ordinaire  pour  les 
égalités  qui  passent  le  second  degré,  suivant  laquelle,  en  connaissant 
une  solution,  on  en  peut  trouver  plusieurs  autres. 

Soit  proposée  l'équation  générale  du  troisième  degré  entre  deux  indé- 
terminées x,  y 

a  -t-  b x  -t-  c y  -t-  dx-  -t-  exy  -î-fy1  -+-  gx3  -+-  hx-y  ■+■  l(xy2  -+-  ly3  =  o, 

a  laquelle  satisfassent  déjà  ces  valeurs 

x      p,    r=  <7> 
en  sorte  que  l'on  ait 

a  -+-  bp  J-  cq  -t-  dp-  -t-  epq  -+-  fqz  -+-  gp'  -\-  hp'q  -H  hp  q*  -t-  lq3  =  o  ; 

je  fais 

x—p+t,     y  —  q-iru, 

et,  substituant  dans  la  proposée,  elle  se  transformera  en  celle-ci 

Bt  -+-  Cu  -t-  X)t2  -t-  Etu  ~-  Fu-  +  Gt3  4-H;!«  +  K  tu'-h  Lu3—  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  B,  C,...  sont  des  fonctions  rationnelles  de p 
et  q,  qu'on  déterminera  aisément  par  le  développement  des  termes  de  la 
proposée;  mais  on  peut  les  trouver  encore  plus  facilement  en  employant 
la  méthode  différentielle;  car,  si  l'on  suppose 

a  -+-  bp  -t-  cq  -+-  dp'  -t-  epq  -hfq2  -+-  gp3  -+-  hp'q  -+-  l>pq'  +  lq3  =  A, 

on  aura 

„       d&       _       c?A       _.        i  d'A       „        d2A        _        i  d* A 
B=-7-,      C=-j-,      D= j—i      E=-r—r,     l  —  -  -j— , 

_  _«_  <^A  _  i_    d3A         k  —  -    rf'A  —  _L  ^3  A 

2.3   J/>3  2  dp2dq  2  dpdq-       '    ~~  i.3  dq3 

(  *  )  Les  Additions  à  l'Algèbre  d'Euler  appartiennen  t  à  la  Section  V  des  Œuvres  de  Lagrange . 

(Note  de  l'Éditeur.) 
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Maintenant,  pour  pouvoir  déterminer  «et  t  d'une  manière  rationnelle, 
j'égale  d'abord  à  zéro,  dans  l'équation  en  teiu,  les  deux  premiers  ternies 
où  t  et  u  sont  linéaires;  j'ai  ainsi 

n                          ...   .                   B' 
tit-hLu  —  o,     a  ou     u  = ^-5 

de  cette  manière  il  reste  l'équation 

Dï'+E/M  +  FM'+G^+H^M  +  KfM'  +  Lw^o; 

substituant  donc  à  la  place  de  u  sa  valeur,  toute  l'équation  deviendra 
divisible  par  t2,  et  l'on  aura,  après  la  division, 

_       BE        B'F        /„       BH        B2K        B3L\ 


C        C2       \         c        c*        c 
d'où  l'on  tire 


donc 


—  C3D-f- 

BCaE  — B'CF 

C3G  —  BC2H-f-B2CK— B'L1 

BC2D  — 

B2CE  +  B3F 

C3G-BC2H-t-B2CK  — B3L 


On  aura  donc  deux  nouvelles  valeurs  satisfaisantes  de  x  et  y,  et  pre- 
nant ces  dernières  à  la  place  dep et  q,  on  pourra  en  déduire  de  nouvelles, 
et  ainsi  de  suite. 

13.  Si  l'équation  indéterminée  était  du  quatrième  degré,  il  ne  serait 
pas  possible  de  la  résoudre  généralement  par  la  méthode  précédente; 
mais  on  pourrait  en  venir  à  bout,  si  elle  ne  contenait  que  les  deux  pre- 
mières puissances  de  l'une  des  deux  inconnues,  et  que  de  plus,  en  regar- 
dant celte  inconnue  comme  de  deux  dimensions,  il  n'y  eût  dans  l'équa- 
tion aucun  terme  de  plus  de  quatre  dimensions. 

En  effet,  soit  l'équation 

o  =  fl+6j  +  c/+  dx*  -t-  exy  -v-fy%  -+-  gx3  -t-  hx2y  +  Iïx' 
qui  a  les  conditions  requises,  et  supposons  que  les  valeurs 
x  —  p,    y  =  q 
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y  satisfassent;  substituant/?  -+-  t  à  la  place  de  x,  et  q  -t-  u  à  la  place  de  y, 
on  aura  une  équation  de  la  forme 

Bt  -h  Cu   r  Dt-  -h  Etu  -+-  F«:+  G^  +  H(:«  +  Rc  =  o; 

je  fais 

«  =  tz, 

et  divisant  toute  l'équation  par  t,  elle  deviendra 

B -h- Cz -h  D  t -<- Etz +■  F  tz*  -h  G  f-r-K  t2z  -h  K/3  =  o, 

qui  n'est  plus,  comme  l'on  voit,  que  du  troisième  degré  entre  z  et  t;  ainsi 
l'on  pourra  lui  appliquer  la  méthode  précédente,  pourvu  qu'on  connaisse 
une  valeur  de  z  et  de  t;  or  ces  valeurs  se  présentent  d'elles-mêmes,  car 
il  n'y  a  qu'à  faire 

t  =  o,     B  -+-  Cz  =  o,     d'où     z  = —  p-; 

donc, ...  ;  mais  en  voilà  assez  sur  ce  sujet. 
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MOUVEMENT  DE  PLUSIEURS  CORPS 


QUI  S'ATTIRENT  MUTUELLEMENT 
EN   RAISON   INVERSE   DES  CARRÉS   DES   DISTANCES. 


REMARQUES  GÉNÉRALES 


MOUVEMENT  DE  PLUSIEURS  CORPS 

qui  s'attirent  mutuellement 
en   raison   inverse   des  carrés  des  distances   (*). 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1777.) 


On  peut  déterminer  rigoureusement  les  mouvements  de  deux  corps 
qui  ayant  été  lancés  dans  le  vide  avec  des  vitesses  quelconques  s'attire- 
raient mutuellement  en  raison  directe  de  leurs  masses  et  inverse  du  carré 
de  leur  distance;  ce  Problème  a  été  résolu  par  Newton  et  par  une  foule 
d'Auteurs  après  lui.  Mais  si  au  lieu  de  deux  corps  il  y  en  a  trois  qui  s'at- 
tirent pareillement  en  raison  directe  des  masses  et  inverse  des  carrés 
des  distances,  le  Problème  devient  alors  si  compliqué  que,  quelques  ef- 
forts que  les  Géomètres  aient  faits  depuis  trente  ans  pour  en  venir  à  bout, 
ils  n'ont  pu  parvenir  qu'à  des  solutions  plus  ou  moins  approchées;  c'est 
ce  Problème  qui  est  généralement  connu  sous  le  nom  de  Problème  des 
trois  corps,  et  qui  est  si  fameux  dans  l'Astronomie  physique,  parce  que 
la  Théorie  de  la  Lune  en  dépend.  A  plus  forte  raison  ne  saurait-on  se 
flatter  de  résoudre  complètement  le  Problème  de  quatre  ou  d'un  plus 

(*)  Lu  le  2  octobre  1777. 

IV.  5i 
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grand  nombre  de  corps  qui  agiraient  les  uns  sur  les  autres  par  des  forces 
d'attraction  mutuelle.  Mais  le  système  de  ces  corps  a  des  propriétés  gé- 
nérales qu'on  peut  démontrer  sans  connaître  les  lois  particulières  de  leur 
mouvement;  et  je  crois  que  les  Géomètres  seront  bien  aises  de  trouver 
dans  cet  écrit  ces  différentes  propriétés  rassemblées  et  démontrées  d'une 
manière  plus  simple,  plus  directe  et  plus  générale  qu'elles  ne  l'ont  été 
jusqu'ici. 

1 .  Soient  M,  M',  M",...  les  masses  des  corps  qui  composent  le  système 
donné;  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  l'orbite  du  corps  M  dans 
l'espace;  oc',  y,  s'  celles  de  l'orbite  du  corps  M';  oc",  y",  z"  celles  de  l'or- 
bite du  corps  M", Qu'on  fasse,  pour  abréger, 


û 


MM'  MM" 


J'.X  —  x'Y  -i-(y—y')>  +(Z—Z'  ,2  J{X  —  x"  i1  -+-  (/  —  /"  )2  -+-  (  Z  —  z"  )2 

M' M" 


sj{x'  —x"y-h  (y1  —  y")2  -+-  (  z'  —  z"f 
et  qu'on  dénote,  à  l'ordinaire,  par- 


les coefficients  de 


dû       dû       dû       dû 

dx         dy         dz        dx' 

dx,  dy,  dz,  dx' , .  .  . 


dans  la  différentielle  de  la  quantité  û  regardée  comme  fonction  des  va- 
riables 

x,  y,   z,   x',.  .  .; 

on  aura 

i   dû       i    dû      y  dû 
M   dx  '      M  dy  '      M  ~dz~ 

pour  les  forces  avec  lesquelles  le  corps  M  est  attiré  par  les  autres  corps M', 
M", . . .  suivant  les  directions  des  trois  coordonnées  x,  y,  z;  de  même 

i   dû        i   dû       _ydû 

M'  dx'  '     M'  dy'  '     M'  dz' 
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seront  les  forces  avec  lesquelles  le  corps  M'  est  attiré  par  les  corps  M, 
M", . . .  suivant  les  directions  des  coordonnées  x',  y',  z'  ;  et  pareillement 

j_  rfû         i     dû         i    dû 

M"  ~dxli'      Wdf7'      M"  dz" 

seront  les  forces  avec  lesquelles  le  corps  M"  sera  attiré  par  les  autres 
corps  suivant  les  directions  de  oc'\  y",  z",  et  ainsi  de  suite;  c'est  de  quoi 
il  est  aisé  de  se  convaincre  en  cherchant  par  la  différen dation  les  valeurs 
des  quantités  dont  il  s'agit;  car  on  trouvera  les  mêmes  expressions  qu'on 
aurait  par  la  décomposition  des  forces  qui  agissent  sur  chaque  corps,  en 
vertu  de  l'attraction  des  autres  corps  supposée  proportionnelle  à  la  masse 
divisée  par  le  carré  de  la  distance. 

Cette  manière  de  représenter  les  forces  est,  comme  l'on  voit,  extrême- 
ment commode  par  sa  simplicité  et  par  sa  généralité;  et  elle  a  de  plus 
l'avantage  qu'on  y  dislingue  clairement  les  termes  dus  aux  différentes  at- 
tractions des  corps;  car  chacune  des  attractions  donne  dans  la  quantité  û 
un  terme  multiplié  par  le  produit  des  masses  des  deux  corps  qui  s'atti- 
rent, et  divisé  par  leur  distance. 

2.  Donc,  nommant  le  temps  l  et  prenant  l'élément  dt  pour  constant, 
on  aura,  par  les  principes  ordinaires  de  la  Dynamique,  les  équations 
suivantes  : 

Pour  le  mouvement  de  M 


d2x 

i    dQ. 

d*r 

i   dû 

d'z 

i   dû 

dP  ~ 

M   dx  ' 

dP 

~  M  dy  ' 

dP  " 

~  M  dz  ' 

Pour  le  mouvement  de  M' 


d-x' 

i    dû 

d"-y' 

i    dû 

d'z' 

i    dû 

dP    ' 

~  M'  dx'  '' 

dP 

—  M'  dy'  ' 

dP 

~  M'  dz'  ' 

Pour  le  mouvement  de  M" 

d*x"  _  j_  dû        d'y"  _J_dûL       ±yl  _    i     dû 
dP-    ~W'  dx"'       dP    ~  M"  dy"  '       dP    ~  M"  dz"  ' 

et  ainsi  de  suite. 
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3.  La  fonction  £2(1)  est  telle  que,  si  l'on  y  augmente  à  la  fois  les 
quantités  x,  x',  x",...  d'une  même  quantité  quelconque  x,  cette  quan- 
tité disparait  d'elle-même  et  la  fonction  Ù  demeure  la  même  qu'aupara- 
vant; il  en  est  de  même  si  l'on  augmente  à  la  fois  les  quantités  y,  y', 
y", . . .  d'une  quantité  quelconque  <3,  et  les  quantités  z,  s',  z", . . .  d'une 
quantité  aussi  quelconque  y.  Donc,  si  l'on  suppose  que  les  quantités  a, 
]3,  y  soient  infiniment  petites,  et  que,  dans  la  différentielle  de  Q,  on  fasse 

dxz=dx'  =  dx" '=...=  a,     dy  =  dy'=  dy"=...  =  fi,     dz  =  dz' =  dz"  =...=  y, 

il  faudra  que  cette  différentielle  soit  nulle  indépendamment  des  valeurs 
de  a,  j3,  y,  et  que  par  conséquent  les  coefficients  de  ces  trois  quantités 
soient  nuls  chacun  en  particulier;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la 
somme  des  coefficients  de  dx,  dx',  dx",...  dans  la  différentielle  de  Q  doit 
être  nulle,  ainsi  que  la  somme  des  coefficients  de  dy,  dy',  dy",...  et  celle 
des  coefficients  de  dz,  dz' ,  dz",...  dans  la  même  différentielle;  ce  qui 
donne  ces  trois 


equa 

tions 

dQ.       dQ       dQ 

dx         dx'        dx" 

dQ       dQ        dQ 

dy        dy'        dy" 

dQ  dQ  dQ 
dz         dz'         dz" 

4.  Si  dans  les  trois  équations  qu'on  vient  de  trouver  on  substitue  à  la 
place  des  quantités  -y— ,  -j^i---  leurs  valeurs  tirées  des  équations  du 
n°  2,  on  aura  ces  trois  équations-ci 

.„  d-x  d2x'  d'2x" 

dt2  dt-  dt- 

d2z  d2z'  d'2z" 

M  -r—  +  M'  -j—  -+-  M"  —j—  -+- . . .  =  o, 
dt2  dt-  dt- 

qui  renferment  la  propriété  connue  du  centre  de  gravité. 
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En  effet,  si  l'on  nomme  X,  Y,  Z  les  coordonnées  rectangles  qui  déter- 
minent la  position  du  centre  de  gravité  de  tout  le  système,  on  a,  comme 
l'on  sait, 


x  = 

Mx-h 

M'x 

'+M' 

'  x" 

'  +  . . . 

M 

4- M' 

+  M" 

-+- 

Y  — 

My  + 

Wy 

'-t-M' 

'r" 

+  . . . 

M 

4-  M' 

+  M" 

+ 

7  — 

M?  + 

W  z' 

•  +  w 

'  z" 

-h . . . 

M  -(-  M'  -+-  M" 

donc  on  aura,  par  les  équations  ci-dessus, 

J2X_         et- Y  _         d*Z  _ 
dr-   ~~  °'     ~d~F  ~  °'     ~dv-  ~  °' 

ce  qui  montre  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  ne  peut  être  que 
rectiligne  et  uniforme. 

5.  De  là  il  s'ensuit  que,  si  l'on  place  dans  le  centre  de  gravité  l'origine 
des  coordonnées  x, y,  z,  .x',  y',...,  on  aura  les  mêmes  équations  du  n°  2, 
où  l'origine  des  coordonnées  est  supposée  dans  un  point  fixe;  car  il  est 
visible  que,  pour  réduire  ces  dernières  coordonnées  à  celles-là,  il  n'y  a 
qu'à  substituer 

x  +  X,     r-t-Y,     z  -+-  Z,     x'-\~\,    j'-i-Y, ... 

à  la  place  de 

x,  y,  z,  x',  y' , .  .  .  ; 

or  ces  substitutions  ne  changent  point  la  quantité  il,  comme  on  l'a  déjà 

observé  (3),  donc  elles  ne  changent  pas  non  plus  les  quantités  -j-, 

dû  .  .  , 

-ï—  ?  •  ■  •  ;  et  a  cause  de 
dy 

d*X_         d2Y  _         d>Z  _ 
dV  ~  °'       dP   ~  °'      dt-  —  °' 

il  est  visible  quelles  termes  — -,  —~,  ■  ■  ■  seront  encore  les  mêmes  après 
les  substitutions  dont  il  s'agit  (4)  ;  donc,  etc. 
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Dans  le  cas  présent  où  l'origine  des  coordonnées  est  supposée  dans  le 
centre  de  gravité,  on  aura  donc 

Mï+  M'^'-f-  M"a?"+. .  .=  o, 
My  -+-  Wy'-h  Wy"-h . . .  =  o, 
M  z  -+-  M' z'  —  M"  s"  -I-  .  . .  =  o, 

en  sorte  qu'on  pourra  toujours  déterminer  les  coordonnées  d'un  des  corps 
par  celles  des  autres  corps. 

6.  .le  remarque  de  plus  que  la  fonction  ù  est  telle,  qu'elle  demeure 
la  même  si  l'on  y  substitue  en  même  temps  x\j  i  —  or -\-ya  pour  x, 
ysjï  —  a2  —  xrx  pour  v.  x'\j  i  —  or-k-y'a.  pour  x',  y'  \J i  —  a2  —  x' a  pour 
y',  et  ainsi  de  suite,  x  étant  une  quantité  quelconque;  la  même  chose  a 
lieu  en  substituant  x \l i  —  /52-(-  zfi  pour  x,  z\ji  —  fi2  —  xfi  pour  s, 
x' \ji  —  [-j-  -+-  z'(i  pour  x',  z'  y'i  —  /S2  —  x' (i  pour  z',...,  et  pareillement 
en  mettant  y  y/ 1  —  y2  -+-  s  7  pour  y,  z\l  1  —  y2— j  7  pour  s,  y 'y/1  —-f-hz'y 
pour  y',  z'\Ji  —  y2— y'7  pour  z',...,  [1  et  7  étant  aussi  des  quantités 
quelconques.  Donc,  en  premier  lieu,  si  l'on  regarde  «  comme  une  quan- 


tité très-petite,  ce  qui  réduit  le  radical  y/i  — a2  à  1,  et  qu'on  fasse  varier 
dans  la  fonction  il  les  quantités  x,  x  ,  x", ...  de  ytx,  y' a,  y" a,...,  et  les 
quantités  y,  y',  y", ...  de  —  xa,  —  x'  x,  —  x"a, . . . ,  il  faudra  que  la  va- 
nation  totale  de  il  soit  nulle  indépendamment  de  la  valeur  de  oc;  par 
conséquent  si  dans  la  différentielle  de  il  on  fait 


dx=ya,  dx'  : 

dy  = — xa,     dy'-. 


y'tx,  dx"  =  y"tx, . 

—  x' a,      dy"  =  —  x"o 


il  faudra  que  la  somme  des  termes  affectés  de  a  soit  nulle;  ce  qui  don- 
nera l'équation 


dil 

dx  ■' 


dil 

dx'y 


dil 


dx 


TiT 


dû 
dy 


dil 
dy' 


dil 
dy" 
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Ensuite,  en  regardant  j3  comme  très-petite  et  faisant  dans  la  différen- 
tielle de  n 

c/a.'=s[3,  dx'—z'fi,         dx"=  z"  (3,. .  ., 

dz=  —  x$,     dz'  —  —x'^,     dz"  —  —x"<^,..., 
on  aura  par  un  raisonnement  semblable  l'équation 

dû.  dû    ,       dû    „  dû  dû     ,      dû     „ 

O  =  —7—  Z  H ;— -■  Z  H =— -  Z    +  .  .  . =—  X j-7-  X j-;;  X    —  .... 

dx  dx  dx  dz  dz  dz 

Enfin  l'on  fera,  dans  l'hypothèse  de  y  très-petite, 

dr  =  zy,  dy'=z'y,         dy"=z"y,..., 

dz  =  —  y  y ,     dz'  =  —  y'  y,     dz" '  =  —  y"  y, .  .  . , 

et  l'on  aura 

dû         dû    ,      dû    „  dû  dû     ,      dû     „ 

dy  dy  dy  dz  -         dz  dz   " 

7.  Si  maintenant  on  substitue  dans  ces  trois  équations  les  valeurs  de 

~r~ '  j7'"'  qne  donnent  les  équations  différentielles  du  n°  2,  on  aura 

ces  trois-ci 

_,     d2x       -,,,    ,  d'x'       .,„    „  d2x" 
J  dl'  J     dt-  -       dt- 

»,     d'Y       ...    ,  d'r'       „,„    „  d2y" 

—  Mx  -j^r  —  M'x'  —/■ W'x"  —£- 

dl-  dt-  dl- 

..      d-x        .,,    ,  d2x'        .,„    „  d2x" 
o  =  M  z  —r-  -f-  M'  z'  —r--  -t-  M   z"  —j—  -f- .  .  . 
dt2  dt'  dP 

d2z       ...    ,  d2z'       .,'„    ,,  d2z" 

—  MX  -r- M'  X1  —r-, M"X"  —r- .   .   .  , 

dl2  et2  dv 

»„     d'y       ,,,    ,d2y'       .,„   „d2y" 
o  =  Mj  -tt-  -f-  M'  z'  —±-  +M" z"  —f—  +  .  .  . 
dt-  dt2  dt- 

.,     d2z        ...    ,  d2z'        ....    ,,  d2z" 

'  —My  —, M' y'  — - M'  y  — ... 

J   dt2  J     dt2  J      dt2 
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dont  les  intégrales 

„  ydx  —  xdy       .,,  y'  dx'  ^  x'  dy'       „„  y"  dx" —  x"  dy" 

M  • ^ £  -t-  M'  -     — T-. —   -  +  M' r. — h  •  •  •  =  a, 


M 


dt 

z  dx  —  xdz 
dt 


M'- 


dt 

'dx'  —  x'dz' 
dt 


dt 

''dx"  —  x"dz" 
dT~ 


...=  b, 


.,  zdy  —  ydz       „,  z'dy' —  r'dz'       ,,„  z"  dy" —  y"dz" 
M  — •     ,,  J \-  M'  — ■- — =-^ h  M" 


dt  dt 

renferment  le  principe  connu  des  aires 


<// 


S.  Enfin  si  l'on  substitue  les  mêmes  valeurs  de 


dQ     dQ 
dx      dy 


,„       dQ.    .         dQ.    .  ,      dQ.    ,  „ 

dQ  =  —, —  dx  h — =—  dx  h — j—?-  dx  -+- 
dx  dx  dx 

dQ    ,         dQ    .  ,      dQ.    ,  „ 

+  dWdy  +  'dJ'r^Wr  +' 


dQ,  ,  dQ  , 
-. —  dz  -+-  -j-r  dz 
dz  dz 


dQ 

dz" 


dz" 


'dans 


dQ  =  M 


dxd- 
~dP 


M 


dx'd-x' 
dP 


..rdyd2y       ..,dy'd2y' 
M    J  ,.r    -+-  M'   J 


dt2 

dz  d2z 
dt2 


M 


dt' 

dz'd2 
dt- 


dont  l'intéerale 


dx"d- 


dP 

„  dy"d\y" 
dV- 

dz"d'  z" 


dP 


„      „.dx--hdy2-hdz2      „,  dx  --hdv'7-hdz'-      .,„  dx' 2  -+-  dy' 2  -+-  dz'  ' 

Q  =  M  —    — Çz 1-  M' lj— 1-  M"  —      — ^j- 

2  dt-  2  dP  2  clt- 

contient  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 


9.  Les  intégrales  que  nous  venons  de  trouver  clans  les  deux  numéros 
précédents,  ainsi  que  celles  qui  donnent  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité (4-,  5),  sont  connues  depuis  longtemps;  mais  la  manière  dont  nous 
y  sommes  parvenus,  par  la  considération  de  la  fonction  Q,  est  nouvelle 
et  peut  être  utile  dans  d'autres  occasions. 
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10.  S'il  n'y  a  que  deux  corps  M,  M',  alors  (1) 

0=  MM' 


sj(x  —  x')i  +  (y  —  y'  f  -+-  (z  —  z') 

d'où  l'on  tire  par  la  différentiation 

dQ.  M  M'  (  x  —  x'  ) 


dx 

3  ' 

[{x  -  x')2 -+-  (y  — y'Y -+-  (z  ~  z')2]' 

dQ. 

MM'(j-j') 

dy  ~ 

[(«-jO'-Mr—r' )'  +  (*  — *')']* 

dil 

MM'(z  — z') 

c/z   —  - 

[(a?  —  x')2-t-(j  —  j')2-l-(z  —  z')2]2 

mais  on  a  dans  ce  cas,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  en  supposant 
que  ce  centre  soit  l'origine  des  coordonnées  (5), 

Mx  -+-M'x'  =  o,     Mr  +  M'j'=o,     Mz+MV  =  o, 

ce  qui  donne 

,_       Mx  ,_       My         ,_     i  Mz 

donc,  substituant  et  faisant,  pour  abréger, 

x2  -+-  y2  ■+-  z2  —  r2, 
en  sorte  que  r  soit  le  rayon  vecteur,  on  aura 

dQ  MM"      x       dQ  MM'3      y       dQ  MM'3       z 


dx  ~~        (M  +  M7>-3        dy  (M  +  M'fr1        dz  (M  +  M')'f3' 

par  conséquent  le  mouvement  du  corps  M  autour  du  centre  de  gravité 
des  corps  M  et  M'  sera  déterminé  (2)  par  ces  équations 

d2x  _  M'3         x         d2y  _  M'3         y        >P_z  __  _        M'3        _s 

~dF  ~~  ( M  -+-  W)2  73'       IF  ~   ~  (M  -i-  M')2  z-3'      dt2   ~        (M  +  M')2  r3' 

lesquelles  font  voir  que  ce  mouvement  sera  le  même  que  si  le  corps  était 
attiré  vers  le  centre  dont  il  s'agit,  supposé  fixe,  par  une  force  égale  à 

M'3 
(M -+  M')2r2" 

IV.  5a 
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Et  comme 

Wx'  M'y'  M'z' 

x~    ""M"'     r-~Ht'     3-~lï~' 

si  l'on  substitue. ces  valeurs  et  qu'on  fasse 

x'2  +  y'2  -h  z'-  =  r'2 , 

de  manière  que  r'  soit  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  du  corps  M'  autour  du 
même  centre  de  gravité,  on  aura,  pour  le  mouvement  de  ce  corps,  les 
équations 


d2x' 

M3 

x' 

2    ,,'3 

d2y' 

dl1    ~ 

M3 

(M  +  M') 

r' 

-  r  3 

d2z'                 W        z' 

de 

(M-)- M') 

dt2  ~~        (M -h  M')2  r' 

d'où  l'on  voit  que  le  corps  M'  se  meut  comme  s'il  était  attiré  vers  le  cen- 

M3 

tre  de  gravité,  supposé,  fixe,  par  une  force  égale  à    ^ — „,     ,2- 

Enfin  si  l'on  fait 

x  —  x'  =  l,     y  —  y'  =  -n,     z  —  z'='Ç,     %  -+-  ri2  -+-  'Q  =  p'', 

en  sorte  que  '%,  ri,  Ç  soient  les  coordonnées  de  l'orbite  du  corps  M  autour 
du  corps  M'  regardé  comme  fixe,  et  p  le  rayon  vecteur  ou  la  distance  de 

ces  corps,  on  aura,  en  mettant  pour  ce',  y',  z'  leurs  valeurs ^i 

Mr         M*  i  j  • 

— irJT-j   — tt7'  ces  valeurs  de  x,  y,  z,  savoir 
M  M  J 

_      Wl  ,  _      M'y)  _      M' g 

~~  M  +  M''     r  ~  M  -t-  M'  '      Z  ~  M  -+-  M'  ' 

lesquelles  étant  substituées  dans  les  équations  ci-dessus,  il  viendra  ces 
trois-ci 

d2l  _       (M-t-M',2       d2n  _       (M  +  M')vi       d2'Q  __       (M-i-M')Ç 


dp  r?  dp  p3  dP 


P' 


lesquelles  montrent  que  le  mouvement  relatif  du  corps  M  autour  du 
corps  M'  est  le  même  que  si  ce  dernier  corps  était  fixe,  et  qu'il  attirât  le 

premier  avec  une  force  égale  a —  Lest  ce  que  Ion  sait  depuis 

Newton. 
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11.  Supposons  maintenant  que  le  système  soit  composé  de  plusieurs 
corps  M,  M',  M",  M'",...,  mais  dont  l'un  M  soit  beaucoup  plus  distant  des 
autres  que  ceux-ci  ne  le  sont  entre  eux.  Nommons  X',  Y',  Z'  les  coordon- 
nées qui  déterminent  la  position  du  centre  de  gravité  des  corps  M',  M", 
M'", . . . ,  on  aura,  par  la  propriété  connue, 

,       M'x'  -hWx"  4-  W'x'"  4- .  . . 


V 


Z  M'  -+-  M"  4-  M" 


M' H-  M"-f-  M"'-t-, 

M'y'  4-  Wy"  4-  M'" y" 

'-(-... 

W -h  M" -h  M" -h. 

Wz'  4-  Wz"  4-  M'"z'" 

+  . .  . 

donc 


W{x"—x')  +  W" 
X  —  x  =  — 


M' 4- M"  4- M'"  4-.  .  . 

,_  M"  (  y" —y') -h  W'Xr'" — r  '  )  ■+■■ 


Y'  —  r  — 

J  M' -h  M"  +  M'" 


W{z"  —  z')  4-  W"(z" 


M' 4- M"  4- M" 


et  de  même 


M'(x'  —  x"  )  4-  M'"(x'"—  x" 

,-h. .  . 

W  -+-  M"  4-  M'"  4- . . . 

M'  {y'  —  y"  )  -4-  M'" ( y'"  —  y" 

)+... 

M'  4-  M"  -+-  M"'  •+--.. . 

M'  (z'  —  z"  \  +  M'"(  z'"  —  z" 

)+... 

V 


Y'-r' 


Z'       "  ~  M' 4- M"  4- M'" 


et  ainsi  de  suite.  De  sorte  qu'on  aura 

x  —  x'  -=  x  —  X'  4- 


Z       Z'  +  M'  4-  M 


M" 

(x"  —  x'  )-+-  M'".(a?'"—  x')  -+-.  .  . 

M' 4-  M"  4-  M'"  4-.  .  . 

M" 

(  j»_  r'  )  _(_  M'"  (  j'"  —  j'  )  4- .  .  - 

M' 4-  M"  4-  M'"  4-.  .  . 

M 

(  z"  —  z'  )  4-  M'"(  z'"  —  z'  )4- . . . 

5î. 
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»_         v/      M'  (  g'  —  -r"  )  -+-  M'"  (xm—  x"  ) 

M'  -t-  M"  -+-  M'"  -+- .  . . 


-     y_  M'(j,-j")  +  M",(j'"-r,,i' 

^      r  —  .7  ■+-  M' +  M"  +  M'" -+-... 


Z   —  z"  =  Z   —  Z'  -h 


x'"  =  x  —  X'  -t- 


W(z'—  z")-hW"(z'"  —  z")+.  . . 
M'  +  M"  +  M'"-+-. . . 

W{x'  —  x'")  ■+■  M"  (x"—  x'")  -t-.  . . 
M'  -+-  M"  -+-  M'"  -+- . . . 


M'(r'— r'")  +  M"(r"— /")+■ 
v v'" —  r Y'  -i — — — — 

y     y  —r        -f  m'  +  M"-i-mw-i-... 


—  z'"  =  z—Z' 


M'(z'  —  z"')  +  M//(z"  —  z'")  -h. . .  _ 

M'  -+-  M"  +  M'"  -t- . . . 


Or,  par  l'hypothèse,  les  distances 


sj(x"  —  x'y  +  (r"—r'Y -+■(*"— *')%    v/(*'"— *' )2  +  (r'"— r')2  -M3" 


^/ (•*■'"  —  a?" )2  -+-  ( r'" — y" f  -4-  (z'"—  z")%-  •  ■ 


des  corps  M',  M",  M'",...  entre  eux  doivent  être  heaucoup  plus  petites  que 
la  distance 

^x-Xy+(y-Y?+(z-Zy- 

du  corps  M  au  centre  de  gravité  des  mêmes  corps,  puisque  ce  centre  est 
toujours  placé  au  milieu  d'eux;  donc  si  l'on  regarde  les  rapports  de  pre- 
mières distances  à  cette  dernière  comme  des  quantités  très-petites  du 
premier  ordre,  et  qu'on  remarque  que  l'on  a,  en  général, 

[aa.  -h  b  (3  +  ey)2=  («2+  è2-f-  c2)  (a3  4-  (32+  f)  —  :a(3  —  6  a)2—  (ay  —  ea)J—  (by—  c$f, 

et  par  conséquent  toujours 


a  a  -t-  b  [3  +  cy  <  y/«2  -+-  *2  -+-  e2  \l<?}  -4- ]32  -l-  y2, 
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on  aura,  aux  quantités  du  second  ordre  près, 


s/{x  —  x'f-h(y  —  j')2+(z  —  z'f       ^{x  —  X')2+(j-Y')2-+-(z-Z')2 

M"  (■*— X)  x"—x')  +  [y— Y')(y"— j')+(z— Z'){z"—  z') 

M'-t-M"+M'"+...  r.        „,..  ,  ,        „,.,  ,  ,        _,..,j 

[(x  —  X')2+(j  —  Y')2+(z—  Z')2]2 

|  M'"  (x—X!)(x"'-x')  +  (r—Y')(f"-f)  +  (z—Z')[z"'-z') 

[(.r-X')2-l-(j  —  Y')2  +  (z  —  Z')2]- 


y/(«  —  x"j2+  (j  —  j".f  +  (z—  z")2       vA^  —  X')2+  (jr  —  \'f  +  {z  —  Z')2 

M'  (a:  — X'  )  {x1—  x")  -f-  (j— Y'  )  (j'— ,r"  )  +  (z— Z'  )  (zf—  z") 


[(x_X7+(j-Y')2+U-Z')2f 
x— X')(x"'—  x")  +  {y— Y')(r'"— ,r")-t-(z— Z')(z'"— z") 


M'-+-M"  +  M"'  ,  - 

[(.r-X')2-Mj  — Y')2 -Hz- Z'j2] 


y/(x  —  x'"f+{y  —  r'"f+{z—  z'"f       \/{x  —  X')2  -h  [y  —  Y')2  -t-(z  —  Z')2 

MJ  _  (x— X')(,r'  —  x'")  +  {y—  Y')(,r'—  ,r'")  +  (z— Z')(z'—  2'") 

+  M'  +  M»+M»+...  [(,_XT+(r_Y,)J+(z_z-)2]l 

ST (x—X')(x"—x'")  +  {y—Y')  {y"—y'")+{z—Z'  )[zu— z'") 

M'  +  M"+M"'-l-...  r,         „,..  ,    .         v»\3  ,   ,         ««il 

[.(ar  — X')2+(r  — Y')2+(z^-Z')2]2 


et  ainsi  de  suite. 

Ces  quantités  étant  multipliées  respectivement  par  M',  M",  M",...  et 
ensuite  ajoutées  ensemble,  on  verra  que  tous  les  termes  du  premier  ordre 
se  détruiront  mutuellement;  car  il  est  visible  qu'on  a,  en  général,  quelles 
que  soient  les  quantités  M',  M",  M'",...  et  x',  x",  x'",..., 

o  =  M'  W\x"—  x'  )  -+-  M'  W[xm—  x'  )  +. . . 
+  M"  M'(x'  —  x"  )  ■+-  M"  M'"(  x'"—  x"  )  ■+ . . . 
-+-  M'" M' (x'  —  x'")  -t-  M'"M" (x"  —  x"')-h... 
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On  aura  donc,  aux  quantités  du  second  ordre  près, 

M'  M" 

H-  ■-  -  - 

s/{x  -  x"Y  +  ( y  —  y"f  -+-  (z  —  z  p 

_  M'  -t-  M"  ■+■  M'"  -(-... 

~  <J{x  —  X'  )2-f-  (j^Y'  )2+  (  z  -  Z7) 


\J{x  —  x'  ?  -+-  [y  —  j')2  -+-  ( z  — ■  z'  ; 
M'" 


y/(  a:  —  a:"  )'J  +  (  j  —  7'"  )2+  ( 


Donc  la  partie  de  la  valeur  de  îî  (1)  laquelle  contient  les  variables  ar,  y, 

z, . . . ,  qui  est  par  conséquent  la  seule  à  laquelle  on  doive  avoir  égard 

.        ,  ...     dQ.     dQ.     dQ,  ....      ,  1        • 

dans  les  quantités  -7—  »  -r—  ?  -7—  »  sera,  aux  quantités  du  second  ordre 
1  ete      c(r      dz  ' 

près, 


M(M'  +  M" 


M 


t/(- 


V 


[y  —  Y')2-(-(z  —  Z') 


expression  qui  est,  comme  l'on  voit,  semblable  à  celle  de  il  dans  le  cas 
où  il  n'y  a  que  deux  corps  M  et  M'  (10),  pourvu  qu'on  prenne  à  la  place 
du  corps  M' la  somme  des  corps  M'-t-  M"  4-  W-h...,  et  à  la  place  des  coor- 
données x' ,  y',  z'  du  corps  M'  les  coordonnées  X',  Y',  Z'  du  centre  de 

gravité  des  corps  M',  M",  M" 

De  plus,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  dans  le  centre  commun 
de  gravité  de  tous  les  corps,  on  aura,  en  vertu  des  équations  du  n°  5, 

celles-ci 

Mx+  (M  +M'  -+-M"-i-. .  .)X'=o, 

M.r  -4-  '.  M'-f-  M"4-  M'" 4- . . .)  Y'  —  o, 
Mz  -+-  (M'4-M"-t-M"'+.  .  .)Z'  =  o, 

qu'on  voit  aussi  être  analogues  à  celles  qui  ont  lieu  dans  le  cas  de  deux 
corps  (10)  en  prenant,  comme  ci-dessus,  X',  Y',  Z'  et  M'+M"+  M"+... 
à  la  place  de  ce',  y' ,  z'  et  M'. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  si  l'on  regarde  les  corps  M',  M",  M",... 
comme  réunis  en  un  seul  corps  dans  leur  centre  de  gravité,  ce  corps  et 
le  corps  M  auront,  aux  quantités  du  second  ordre  près,  le  même  mouve- 
ment que  si  c'étaient  deux  corps  uniques  qui  s'attirassent  mutuellement 
en  raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
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12.  Qu'on  suppose  présentement  que  dans  le  système  des  corps  M, 
M',  M",  M'",...  il  y  en  ait  deux  M  et  M',  qui  soient  fort  éloignés  des  autres 
corps  M",  M'",...,  par  rapport  à  la  distance  où  ils  sont  l'un  de  l'autre;  et 
qu'on  cherche  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  ces  corps.  Nom- 
mant X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  ce  centre,  on  aura,  comme  l'on  sait, 

_  Mx  -4-  MV  _  Mj--t-  M'y'  _  Mz  -4-  MV 

X—  HvT+lF~'  M  -+-  M'     '  M-t-M'    ' 

et  pour  avoir  les  équations  du  mouvement  du  même  centre,  il  n'y  aura 

,     •  ii  i  i     d'X    d'Y     d*Z       ,,       , 

qu  a  substituer  dans  les  valeurs  de  —r—  >  -jrri  -j^-  celles  des  quantités 

-5-^,  — ~,  -TT5-  ••  tirées  des  équations  du  n°  2,  ce  qui  donnera 
dV-       dt-       di2  M  ' 

dQ.       dQ.  dQ.       dQ  dQ       dil 

d'X  _  !îx~  +  Ix1       d*Y_  _  dy  +  dy'       d2Z  _  dz  +  dz' 

IF  _:"M4-M'    '      dt2  _:     M-t-M'    '      dP  ~'     M -4- M' 

Or,  on  a 

W(x'-x)  W(y'-y)       ._         W(z'-z) 

*-*  +     M  +  M'    '     y  ~  M -4- M'    '     *■— ^    M -4- M' 

„<    y  i  Mi*-*')  m(j-j')     .,_      M(^-z') 

Donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  les  expressions 


M\l{x  —  x"f  +  [y—y"f-+-(z  —  z"y      ^(x'—x")2^-  \y'—y"f  +  (z'—z"Y 

et  qu'on  traite  comme  une  quantité  très-petite  du  premier  ordre  le  rap- 
port de  la  distance 


J{  x  —  x'  f  -+-  ( y  —  y'  f  -M  - 
entre  les  corps  M  et  M',  à  la  distance 


V^X  —  x")'-h  \Y— y"  f  +  [r&  — z"  Y 
entre  le  centre  de  gravité  des  mêmes  corps  et  le  corps  M",  on  aura, 
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comme  dans  le  numéro  précédent,  aux  quantités  du  second  ordre  près, 

i  i 

^x _ X"f  +  [r-r"f  +  (s  _  z"y  ~  sj(x-x"y+(Y-y"y--h(Z-z"y 

M'      (X  —  x")  (x'  —  x)  -+-  (Y—  y"){y'  —  y)  -+-  (-Z  —  z"){z'  —  z) 

~  M  -J-  M'  ~~  ï 

[(X  -  x"Y-h(Y-y")'+  (Z  -  z")2]2 


V'fx'  — ^")2+(j'  — j")2-f-(z'— z")2        ^(X  — ,r")2-l-(Y— j")!  +  (Z  — z")2 

M       (\  —  x")(x  —  x')-+-(Y—y")  (y  — y')  -+-  (Z  —  z")  (z  —  z' ) 

M  -+-  M'  ~~~^ 

[(X-*")2  +  (Y-.r")2+(Z-z")2]2 

et  l'on  voit  que,  si  l'on  multiplie  ces  quantités  respectivement  par  M,  M' 
et  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  les  termes  du  premier  ordre  se  dé- 
truiront mutuellement,  et  l'on  aura  simplement 

M  M' 


sl{x  —  x"?  +  (  y  -y"  f  -+-  (z  —  z"Y       \J[x'  —  x"  Y  -t-  (y'  -  y"  Y  +  (*'  -  z"Y 
M  -4-  M' 


s/(X  —  x" Y+-  (Y—  y"Y+  (Z  — z")2 

On  trouvera  de  la  même  manière,  en  traitant  le  rapport  de  la  distance 
entre  les  corps  M  et  M'  à  la  distance  entre  le  centre  de  gravité  de  ces 
corps  et  le  corps  M'"  comme  une  quantité  très-petite  du  premier  ordre 
et  négligeant  les  quantités  très-petites  du  second  ordre, 
M  M' 


\/(x  —  x'" Y  +  (y  —  y'" Y  -+■  ( z  —  z'" Y      <J( x'  —  x'" )2  -+-  (/  —  y'" y 

M  +  M' 


^(X-  x"'Y  +  {Y-ywY  +  (Z  -  z'"Y 

et  ainsi  de  suite. 
Or,  si  l'on  considère  l'expression  de  Q  du  n°  1 ,  on  verra  que  le  premier 

terme 

MM' 


sj{x  —  x'Y+{y—  r')2-+-  (z  —  z'Y 

se  détruit  de  soi-même  dans  les  valeurs  de 

dQ.dQdQdQ.dQ       dQ 
dx        dx'        dy        dy'        dz         dz'  ' 


EN   RAISON    INVERSE   DES  CARRES  DES   DISTANCES.       417 

donc,  si  l'on  rejette  ce  terme  et  qu'on  fasse  dans  les  autres  ternies  de  Q 
les  substitutions  ci-dessus,  on  aura  le  même  résultai  que  si  l'on  sup- 
posait 

Mais  puisque 


donc 

et  l'on  aura  de  même 


Donc  le  mouvement  du  centre  de  gravité  des  corps  M  et  M'  sera  déter- 
miné, aux  quantités  du  second  ordre  près,  par  les  équations 


X  = 

x'.—  X, 

r  = 

y'  =  Y, 

;'=Z. 

X 

M 

x+M'x' 

M  +  M' 

1 

dQ.  _ 

M 

=  M  + 

M 

dQ 

dX 

dQ  _ 

dx'  ~~ 

M' 

d£ 

dx  ~~ 

M  + 

W  dJi 

dQ 
dx 

:  ■+■  • 

dQ  _  dQ 
dx'       dX 

'i 

lême 

dQ 
dy 

dQ 
dy' 

= 

dQ 

dQ 
dz 

dQ 

dz'  ~ 

dQ 
~  dZ  " 

d'X             i         dQ 

d'Y 

i        dQ. 

d2Z 

i         dQ 

dP   ~M  +  M'  dX' 

dt\  ~ 

'  M-t-M'  d\' 

de  ~ 

"  M  -l-  M'   dZ 

dans  lesquelles  la  quantité  12  sera  ce  que  devient  la  valeur  de  Q  du  n°  1 , 
en  y  faisant 

x  =  x'  =  X,     y=y'=Y,     z  =  z'  =  Z. 

D'où  je  conclus  sur-le-champ  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
dont  il  s'agit  sera,  aux  quantités  du  second  ordre  près,  le  même  que  si 
les  deux  corps  M  et  M'  étaient  réunis  dans  ce  centre  et  ne  formaient  plus 
qu'un  seul  corps. 

13.  On  peut  étendre  cette  démonstration  a  autant  de  corps  que  l'on 
voudra,  et  il  en  résultera  que  si  plusieurs  corps  s'attirent  mutuellement 
et  sont  attirés  par  autant  d'autres  corps  qu'on  voudra,  dont  ils  soient  fort 
éloignés  par  rapport  aux  distances  de  ces  corps  entre  eux,  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  de  ces  corps  sera,  aux  quantités  très-petites  du  se- 
cond ordre  près,  le  même  que  si  ces  corps  y  étaient  réunis  et  ne  formaient 
qu'un  corps  unique. 

IV.  53 
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Donc,  en  combinant  ce  Théorème  avec  celui  du  n°  11,  on  conclura,  en 
général,  que  si  l'on  a  un  système  d'autant  de  corps  qu'on  voudra  qui 
s'attirent  mutuellement,  et  qu'une  partie  de  ces  corps  soit  très-éloignée 
des  autres  corps,  en  sorte  que  les  distances  des  premiers  corps  entre  eux 
et  les  distances  des  derniers  corps  entre  eux  soient  très-petites  vis-à-vis 
des  distances  de  chacun  des  premiers  corps  à  chacun  des  derniers,  le 
centre  de  gravité  des  premiers  et  celui  des  derniers  auront  le  même  mou- 
vement que  si  les  corps  étaient  réunis  dans  ces  centres  et  ne  formaient 
ainsi  qu'un  système  de  deux  corps  uniques. 

Ces  Théorèmes  sur  le  mouvement  des  centres  de  gravité  ont  déjà  été 
donnés  en  partie  par  M.  d'Alembert,  dans  ses  Recherches  sur  le  système 
du  monde  et  dans  ses  Opuscules;  mais  la  manière  dont  je  viens  de  les  dé- 
montrer est  nouvelle  et  me  parait  mériter  surtout  l'attention  des  Géo- 
mètres par  l'utilité  dont  elle  peut  être  dans  d'autres  occasions.  On  prou- 
verait, par  les  mêmes  principes,  que  ces  Théorèmes  seraient  également 
vrais  si  les  corps  agissaient  les  uns  sur  les  autres  par  une  force  d'attrac- 
tion mutuelle  proportionnelle  à  une  fonction  quelconque  de  la  distance; 
car  nommant/(a;)  la  force  d'attraction  qui  agit  à  la  distance  x  et  faisant 

F(x)  =  !  f(x)dx, 

il  n'y  aura  qu'à  changer  la  valeur  de  ù  du  n°  1  dans  la  suivante 

Q,  =  —  M  M'  F  [J(x  —x')'  +  {y—y'f—  (z  —  z'y] 

—  M  M"  F  [  y/(x  —  x"f-+-  {y  —  y"f  -h  (z  —  z")-] 


—  M'M"¥[sJ{x'—x")2-h(y'—y"y-i-{z'—z"Y] 
et  l'on  parviendra  aux  mêmes  résultats. 
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53. 


RÉFLEXIONS  SUR  L'ÉCHAPPEMENT. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1777.) 


1.  Pour  peu  qu'on  ait  de  connaissances  dans  l'Horlogerie,  on  sait  que 
l'échappement  est  cette  mécanique  par  laquelle  l'action  du  poids  ou  du 
ressort  moteur  est  réglée  et  modérée  par  celle  du  pendule  ou  dîi  balan- 
cier, qu'on  appelle,  à  cause  de  cela,  le  régulateur  de  l'horloge;  car 
comme  la  force  motrice  agit  continuellement  et  toujours  dans  le  même 
sens,  elle  tend  nécessairement  à  imprimer  un  mouvement  accéléré  au 
rouage;  mais  en  vertu  de  l'échappement,  la  dernière  roue,  qu'on  appelle 
aussi  roue  de  rencontre  ou  d'échappement,  ne  peut  continuer  son  mouve- 
ment circulaire  qu'en  imprimant  au  régulateur  un  mouvement  d'oscilla- 
tion; et  cette  combinaison  et  liaison  de  deux  mouvements,  l'un  continu, 
l'autre  alternatif,  dans  laquelle  consiste  proprement  la  nature  des  hor- 
loges, sert  à  entretenir  l'uniformité  de  leur  marche  par  la  réaction  mu- 
tuelle des  forces  qui  résultent  de  ces  différents  mouvements. 

2.  Autrefois  on  se  contentait  de  prendre  pour  régulateur  un  simple 
balancier,  qui  n'est  autre  chose  qu'un  anneau  circulaire  dont  l'axe  est 
parfaitement  mobile  sur  ses  pivots;  cet  axe,  qu'on  appelle  aussi  la  verge 
du  balancier,  porte  deux  ailes  ou  palettes  placées  dans  des  points  diffé- 
rents, et  faisant  entre  elles  un  angle  presque  droit,  lesquelles  s'engagent 
dans  les  dents  de  la  roue  d'échappement,  qu'on  nomme  proprement  dans 
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ce  cas  roue  de  rencontre,  en  sorte  que  cette  l'oue  ne  peut  tourner  à  moins 
que  ses  dents,  dont  le  nombre  est  toujours  impair,  n'écartent  alternati- 
vement l'une  des  palettes  dans  un  sens,  et  l'autre  dans  le  sens  opposé;  ce 
qui  oblige  le  balancier  à  faire  des  vibrations.  Par  cette  disposition  la 
pointe  de  la  dent,  qui  appuie  sur  l'une  des  palettes  et  qui  la  presse  avec 
la  force  qu'elle  reçoit  du  poids  ou  du  ressort  moteur,  la  fait  tourner  jus- 
qu'à ce  qu'elle  la  quitte,  et  imprime  ainsi  au  balancier  un  mouvement 
circulaire  autour  de  son  axe;  et  lorsque  cette  dent  abandonne  la  palette, 
la  dent  diamétralement  opposée  rencontre  précisément  la  seconde  pa- 
lette et  tend  de  même  à  la  faire  tourner  en  sens  contraire;  en  sorte  que 
si  le  balancier  était  en  repos,  lorsque  la  seconde  palette  vient  à  recevoir 
l'action  de  la  roue  de  rencontre,  il  obéirait  nécessairement  à  cette  action 
et  prendrait  un  mouvement  circulaire  opposé  au  mouvement  produit  par 
l'action  de  la  première  palette;  mais  le  balancier  conservant  par  son 
inertie  le  premier  mouvement,  il  est  clair  qu'il  doit  réagir  sur  la  roue  de 
rencontra  et  la  faire  rétrograder,  jusqu'à  ce  que  son  mouvement  soit 
entièrement  détruit  par  la  pression  opposée  de  la  roue;  pour  lors  le  ba- 
lancier cédera  à  cette  pression,  laquelle  continuera  d'agir  dans  le  même 
sens,  jusqu'à  ce  que  la  dent  qui  appuie  sur  la  seconde  palette  s'échap- 
pant,  la  dent  opposée  vienne  rencontrer  de  nouveau  la  première  palette; 
et  ainsi  de  suite. 

3.  C'est  d'après  ces  principes  qu'ont  été  construites  les  premières  hor- 
loges à  roues,  dont  l'invention  ne  remonte  guère  au  delà  du  xive  siècle; 
et  il  ne  paraît  pas  qu'on  ait  fait  aucun  changement  à  leur  construction 
jusqu'au  temps  où  Huyghens  imagina  de  substituer  le  pendule  au  balan- 
cier dans  les  grandes  horloges,  et  d'appliquer  un  ressort  spiral  aux  ba- 
lanciers des  montres.  Par  ce  moyen  le  régulateur  se  trouvant  doué  d'une 
force  motrice  particulière  et  capable  de  lui  faire  faire  des  oscillations  in- 
dépendamment de  l'action  du  rouage,  il  n'en  est  que  plus  propre  à  modé- 
rer l'effet  de  cette  action,  et  à  maintenir  l'égalité  dans  le  mouvement  de 
l'horloge.  Aussi  depuis  cette  époque,  l'Horlogerie  a  continuellement  ac- 
quis de  nouveaux  degrés  de  perfection,  auxquels  les  nouvelles  montres 
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marines  exécutées  en  Angleterre  et  en  France  paraissent  avoir  en  quelque 
façon  mis  le  comble. 

4.  Huyghens,  en  appliquant  le  pendule  aux  horloges  et  le  ressort  spi- 
ral aux  montres,  a  conservé  l'ancien  échappement  dont  nous  venons  de 
donner  la  description,  et  dont  on  ignore  l'inventeur;  et  cet  échappement, 
qu'on  appelle  communément  à  roue  de  rencontre,  est  encore  celui  qui  est. 
le  plus  employé  tant  dans  les  pendules  que  dans  les  montres  ordinaires; 
mais  après  la  découverte  d'Huyghens  on  a  tâché  aussi  de  perfectionner 
la  construction  de  l'échappement,  et  l'on  a  imaginé  un  grand  nombre 
d'échappements  différents,  dont  les  principaux  sont  les  échappements  à 
double  levier,  à  ancre,  à  cylindre,  etc.  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  le 
détail  de  ces  différents  échappements;  on  peut  consulter  les  Ouvrages 
d'Horlogerie  où  il  en  est  traité;  comme  ceux  de  Sulli,  du  P.  Alexandre, 
de  MM.  Lepaute,  Berthoud,  etc.;  notre  dessein  est  d'envisager  cette  ma- 
tière sous  un  point  de  vue  moins  borné,  et  de  la  réduire  à  des  principes 
clairs  et  simples  qui  puissent  servir  de  base  à  une  théorie  générale  des 
échappements. 

'  5.  Comme  la  nature  de  l'échappement  consiste  dans  la  combinaison 
d'un  mouvement  circulaire  avec  un  mouvement  de  vibration,  on  peut  ré- 
duire, en  général,  tout  échappement  de  quelque  espèce  qu'il  soit  à  deux 
seules  pièces,  savoir  à  la  roue  d'échappement  qui  est  entretenue  dans  un 
mouvement  circulaire  par  la  force  motrice  de  l'horloge,  et  à  la  pièce 
'd'échappement  sur  laquelle  cette  roue  agit  alternativement  en  sens  con- 
traire, et  par  laquelle  son  action  se  transmet  au  régulateur  qui  y  est  joint. 
Et  pour  simplifier  et  généraliser  davantage  la  question,  on  pourra  en- 
core faire  abstraction  de  ces  deux  pièces  et  ne  considérer  que  le  mouve- 
ment oscillatoire  du  régulateur,  en  tant  qu'il  est  altéré  par  l'impulsion 
qu'il  reçoit  de  la  roue  d'échappement;  ou  plutôt  il  suffira  de  considérer 
simplement  le  mouvement  oscillatoire  d'un  corps  qui  serait  sollicité  par 
des  forces  analogues  à  celles  qui  doivent  agir  sur  le  régulateur,  tant  en 
vertu  de  l'action  de  la  gravité  ou  du  ressort  dont  il  est  animé,  qu'en 
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vertu  de  l'action  de  la  force  motrice  qui  lui  est  transmise  par  le  moyen 
de  l'échappement. 

6.  Soit  donc  un  corps  qui  fasse  des  oscillations  autour  du  point  A 
dans  la  ligne  droite  CAB,  et  dont  les  excursions  latérales  AM  soient  pro- 
portionnelles aux  arcs  décrits  par  le  régulateur  autour  de  son  point  de 
repos.  Imaginons  d'abord  que  ce  corps  soit  sollicité  par  une  force  con- 
stamment dirigée  vers  le  point  A  et  proportionnelle  à  une  fonction  don- 
née de  la  distance  du  corps  à  ce  point.  On  pourra  représenter  cette  force 
par  les  ordonnées  d'une  ligne  courbe  HAN  ifig-  i)  qui  traverse  l'axe 


Fig.  i. 


en  A,  en  supposant  que  les  ordonnées  positives  MN  expriment  des  forces 
dont  la  direction  soit  BAC,  et  que  les  ordonnées  négatives  expriment  des 
forces  de  direction  contraire.  Cette  force  exprimera  donc  celle  dont  le 
régulateurest  animé  par  l'action  de  la  gravité  ou  du  ressort;  et  lorsque 
le  régulateur  est  un  pendule  ordinaire,  il  est  clair  que  la  courbe  HAN 
sera  la  ligne  des  sinus,  laquelle  pourra  être  prise  sensiblement  pour  une, 
ligne  droite  quand  les  oscillations  du  pendule  seront  fort  petites;  mais 
à  l'égard  des  balanciers  mus  par  un  ressort  spiral,  comme  on  le  pratique 
dans  les  montres,  la  loi  de  la  courbe  HAN  n'est  pas  facile  à  déterminer; 
on  sait  seulement  qu'elle  doit  couper  l'axe  au  point  A  et  que  ses  deux 
branches  AN  et  AH  doivent  aller  en  s'éloignant  continuellement  de  l'axe. 

7.  Outre  la  force  dont  nous  venons  de  parler,  le  corps  qui  oscille  au- 
tour de  A  doit  encore  être  supposé  animé  par  une  force  qui  réponde  à 
celle  qui  agit  sur  le  régulateur  en  vertu  de  l'échappement;  or  pour  peu, 
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qu'on  considère  la  manière  d'agir  de  cette  force,  on  verra  qu'elle  doit 
être  représentée  par  les  deux  branches  TV  et  SR,  l'une  au-dessus  de 
l'axe,  et  dont  les  ordonnées  expriment  des  forces  agissant  dans  la  direc- 
tion BAC,  l'autre  au-dessous  de  l'axe,  et  dont  les  ordonnées  expriment 
des  forces  dirigées  suivant  CAB;  et  voici  comment  on  doit  envisager  l'ac- 
tion de  cette  force. 

Imaginons  que  le  mobile  qui  oscille  entre  C  et  B  aille  de  C  en  B;  à 
chaque  point  M  de  l'espace  qu'il  parcourt  dans  cette  direction,  il  doit 
être  censé  sollicité  par  une  force  MX  agissant  dans  la  même  direction, 
et  cela  jusqu'à  ce  qu'il  soit  arrivé  au  point  P  où  la  branche  GR  est  ter- 
minée. Ce  point  P  répond  à  celui  où  la  dent  de  la  roue  d'échappement, 
qui  a  agi  sur  le  régulateur  pendant  que  celui-ci  a  décrit  l'angle  CP,  quitte 
la  pièce  d'échappement  et  cesse  ainsi  d'agir  sur  le  régulateur;  c'est  pour- 
quoi la  branche  GR  doit  finir  à  ce  même  point  P.  Mais  comme  alors  une 
autre  dent  de  la  roue  d'échappement  commence  aussitôt  à  agir  en  sens 
contraire  sur  un  autre  côté  de  la  pièce  d'échappement,  et  imprime  au  ré- 
gulateur une  force  de  direction  contraire  à  la  précédente,  il  faut  imagi- 
ner qu'au  point  P  la  force  PR  devient  PV,  et  qu'ensuite  le  mobile,  tant 
en  allant  vers  B  qu'en  revenant  vers  C,  est  continuellement  sollicité  dans 
la  direction  BC  par  des  forces  représentées  par  les  ordonnées  de  la  branche 
supérieure  TV.  Cette  branche  doit  être  terminée  de  même  au  point  Q,  qui 
répond  à  celui  où  la  dent  quitte  de  nouveau  la  pièce  d'échappement, 
pour  faire  place  à  une  autre  dent  qui  doit  recommencer  à  agir  en  sens 
contraire,  c'est-à-dire  dans  la  direction  CB,  de  la  même  manière  qu'au- 
paravant; c'est  pourquoi  au  point  Q  il  faut  concevoir  de  nouveau  que  la 
force  TQ  se  change  en  QS,  et  qu'ensuite  le  mobile  soit  soumis,  tant  en 
allant  vers  C  qu'en  revenant  vers  B,  à  l'action  continue  d'une  force  re- 
présentée par  les  ordonnées  de  la  branche  inférieure  SR,  et  agissant  dans 
la  direction  CB  jusqu'à  ce  qu'au  point  P  cette  force  se  change  derechef 
en  PV;  et  ainsi  de  suite. 

8.  Telle  est  donc  la  manière  dont  on  doit  représenter  l'action  de  la 
force  qui  est  transmise  au  régulateur  par  le  moyen  de  l'échappement; 
IV.  54 
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par  où  l'on  voit  que  la  loi  de  continuité  est  nécessairement  interrompue 
aux  deux  points  P  et  Q,  où  la  force  change  brusquement  de  direction. 

Il  est  vrai  que  dans  la  pratique  les  forces  PV,  QS  ne  succèdent  pas  im- 
médiatement aux  forces  PR,  QT,  comme  nous  l'avons  supposé;  car  il  y  a 
ordinairement,  surtout  dans  l'échappement  à  roue  de  rencontre,  un  petit 
intervalle  de  temps  entre  l'instant  où  une  dent  quitte  la  pièce  d'échappe- 
ment et  celui  où  une  autre  dent  commence  à  la  presser;  pendant  cet  in- 
tervalle où  l'action  de  l'échappement  est  suspendue ,  le  régulateur  se 
meut  librement  par  sa  propre  force,  et  la  roue  d'échappement  acquiert 
par  l'impression  continue  de  la  force  motrice  un  petit  mouvement  accé- 
léré en  vertu  duquel  la  dent  qui  va  rencontrer  la  pièce  d'échappement 
la  choque,  et  produit  un  petit  bruit  qui  sert  à  marquer  chaque  vibration 
du  régulateur;  mais  d'un  côté  on  a  soin  de  diminuer  le  plus  qu'il  est 
possible  cette  chute  de  la  roue  sur  la  pièce  d'échappement,  laquelle  tend 
à  déranger  la  justesse  de  l'horloge;  de  l'autre  côté  il  est  visible  que 
comme  le  régulateur  reçoit  ensuite,  par  le  choc  de  la  roue  contre  la  pièce 
d'échappement,  l'action  réunie  de  toutes  les  forces  instantanées  qui  ont 
agi  sur  la  roue  pendant  que  l'action  de  l'échappement  a  été  suspendue, 
on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  que  l'effet  en  est  à  peu  près  le 
même  que  si  la  roue  avait  continué  d'agir  sur  le  régulateur  sans  inter- 
ruption. Ainsi  l'on  ne  s'écartera  pas  beaucoup  de  la  vérité  en  supposant, 
comme  nous  l'avons  fait,  que  les  forces  PR,  TQ,  se  changent  subitement 
en  PV,  QS,  en  sorte  que  leur  action  sur  le  mobile  soit  continue. 

9.  Il  suffira  donc  de  connaître  pour  chaque  échappement  donné  la  na- 
ture des  courbes  TLV,  RXS,  pour  être  en  état  de  déterminer  les  effets  de 
cet  échappement  sans  en  connaître  d'ailleurs  le  mécanisme  particulier; 
de  sorte  que  par  ce  moyen  la  théorie  de  l'échappement  est  réduite  à  la 
considération  purement  géométrique  des  courbes  dont  il  s'agit;  exami- 
nons donc  les  différents  cas  qui  peuvent  arriver  suivant  la  différente  forme 
de  ces  courbes. 

Et  d'abord  nous  remarquerons  que  l'arc  qui  est  proportionnel  à  la 
partie  de  l'arc  PQ  est  celui  qui  en  termes  d'Horlogerie  s'appelle  Yarc  de 
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levée  de  l'échappement,  tandis  que  l'arc  proportionnel  à  la  partie  BC  s'ap- 
pelle l'arc  de  vibration.  Le  premier  est  constant  et  sa  grandeur  ne  dépend 
que  de  la  disposition  de  l'échappement,  puisque  c'est  l'arc  que  les  dents 
de  la  roue  d'échappement  peuvent  faire  décrire  au  régulateur  pour  ne 
faire  qu'échapper  des  extrémités  de  la  pièce  d'échappement;  le  second 
au  contraire  est  variable  et  dépend  du  plus  ou  moins  de  force  du  moteur 
de  l'horloge,  et  du  plus  ou  moins  de  résistance  du  régulateur. 

10.  On  remarquera  de  plus  que,  comme  MX  est  la  force  qui  agit  sur 
le  régulateur  en  vertu  de  la  force  motrice  agissante  sur  la  roue  d'échap- 
pement, cette  force-là  sera  à  celle-ci,  par  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles, en  raison  réciproque  de  la  vitesse  même  du  régulateur  à  celle  de 
la  roue  d'échappement;  de  sorte  que,  comme  la  force  motrice  est  con- 
stante au  moins  pendant-une  oscillation  du  régulateur,  la  vitesse  de  la 
roue  d'échappement  sera  proportionnelle  à  celle  du  régulateur  multi- 
pliée par  la  force  MX  qui  agit  sur  lui.  De  là  il  s'ensuit  que  pendant  que 
le  mobile  qui  oscille  entre  les  points  C  et  B,  et  dont  le  mouvement  est 
semblable  à  celui  du  régulateur,  va  de  C  en  P,  la  roue  se  mouvra  tou- 
jours dans  le  même  sens;  mais  depuis  le  point  P  jusqu'au  point  B  où  la 
force  change  de  direction,  la  vitesse  de  la  roue  deviendra  négative,  c'est- 
à-dire  que  la  roue  se  mouvra  en  sens  contraire;  c'est  ce  qu'on  appelle  en 
termes  d'Horlogerie  le  recul;  parce  qu'en  effet  tout  le  rouage  et  les  ai- 
guilles mêmes,  au  lieu  d'avancer,  reculent  un  peu.  Comme  au  point  B  la 
vitesse  du  mobile  est  nulle,  celle  de  la  roue  le  sera  aussi;  ensuite  le  mo- 
bile rebroussant  chemin  de  B  vers  C,  sa  vitesse  changera  de  signe;  par 
conséquent  le  mouvement  de  la  roue  changera  de  nouveau  de  direction 
et  redeviendra  direct  de  rétrograde  qu'il  était.  Ce  mouvement  direct  con- 
tinuera donc  tant  que  le  mobile  ira  de  B  vers  Q;  au  point  Q  il  redeviendra 
rétrograde,  en  sorte  qu'il  y  aura  un  nouveau  recul  entre  Q  et  C;  ensuite 
le  mobile  revenant  de  C  vers  B,  le  mouvement  de  la  roue  redeviendra 
direct  comme  auparavant;  et  ainsi  de  suite. 

11.  On  voit  donc  que  tout  échappement  doit  causer  un  recul  dans  le 
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rouage  au  bout  de  chaque  vibration  du  régulateur,  à  moins  que  les  deux 
parties  VY  et  SZ  des  courbes  TV,  RS  ne  soient  nulles,  ou  qu'elles  ne 
coïncident  avec  l'axe,  auquel  cas  leurs  ordonnées  seraient  nulles.  Le 
premier  cas  ne  peut  avoir  lieu  en  général,  parce  que  les  points  B  et  C  ne 
sont  point  fixes,  mais  dépendent  du  plus  ou  moins  de  force  motrice  de 
l'horloge,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer  ci-dessus.  Il  ne  reste  donc 
que  le  second  moyen  de  détruire  le  recul,  lequel  consiste  à  construire 
l'échappement  de  manière  que  les  courbes  des  forces  TL,  RX  s'appro- 
chent de  l'axe  et  y  coïncident  aux  points  P  et  Q,  ou  en  deçà  de  ces 
points,  comme  en  F  et  G,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  lay%'.  2. 

Fig.  2. 
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Car  comme  de  cette  manière  les  ordonnées  de  la  courbe  TL  sont  nulles 
depuis  F  jusqu'en  B,  ainsi  que  celles  de  la  courbe  RX  depuis  G  jusqu'en  C, 
et  que  par  conséquent  les  forces  représentées  par  ces  courbes  sont  nulles 
aussi,  il  s'ensuit  que  la  vitesse  de  la  roue  d'échappement,  laquelle  à 
cbaque  point  M  est  toujours  proportionnelle  à  celle  du  mobile  multipliée 
par  la  force  correspondante  MX,  sera  nulle  pendant  le  temps  que  le  mo- 
bile emploie  à  aller  depuis  P  jusqu'en  B  et  à  revenir  de  là  jusqu'en  F,  et 
ensuite  à  aller  depuis  Q  jusqu'en  C  et  à  revenir  jusqu'en  G.  En  sorte  que 
cette  roue,  ainsi  que  tout  le  rouage  de  l'horloge,  sera  en  repos  pendant 
que  le  régulateur  décrit  les  extrémités  des  arcs  de  vibration  CB. 

12.  De  là  naît  une  différence  très-essentielle  entre  les  échappements; 
ceux  qui  à  chaque  vibration  produisent  un  recul  dans  le  rouage  se  nom- 
ment échappements  à  recul;  et  ceux  qui  y  produisent  une  espèce  de  repos 
se  nomment  échappements  à  repos. 

On  regarde  communément  ces  derniers  comme  les  meilleurs;  cepen- 
dant d'habiles  artistes  ont  remarqué  qu'ils  sont  sujets  à  différents  incon- 
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vénients,  et  qu'ils  ne  méritent  pas  à  beaucoup  près  toute  la  préférence 
qu'on  a  voulu  leur  donner  sur  les  échappements  à  recul;  c'est  un  point 
que  nous  discuterons  ailleurs. 

13.  On  voit  donc  clairement,  par  \esjig.  i  et  2  (pages  424>  428),  en 
quoi  consiste  la  différence  des  échappements  à  recul  et  de  ceux  à  repos; 
elle  ne  dépend  que  de  la  différente  forme  des  courbesTL.RX;  de  sorte  que, 
ces  courbes  étant  tracées  pour  un  échappement  quelconque  donné,  on  re- 
connaîtra d'abord  de  quelle  espèce  est  l'échappement  proposé.  Lorsque 
l'échappement  est  à  recul,  le  mobile  est  continuellement  sollicité  par  l'ac- 
tion de  deux  forces,  l'une  représentée  par  la  courbe  HAN,  et  l'autre  par 
les  deux  courbes  RS,  TL;  mais  quand  l'échappement  est  à  repos,  alors 
l'action  de  la  seconde  de  ces  deux  forces  cesse  dès  que  le  mobile  en  allant 
de  C  vers  B  parvient  au  point  P  qui  répond  à  l'une  des  extrémités  de  l'arc 
de  levée,  et  ne  recommence  que  lorsque  le  mobile  en  revenant  de  B  vers  C 
atteint  le  point  F;  et  de  même  cette  action  cesse  au  point  Q  qui  répond 
à  l'autre  extrémité  de  l'arc  de  levée,  et  ne  recommence  qu'au  point  G 
lorsque  le  mobile  ayant  achevé  son  oscillation  revient  vers  B. 

14.  Pour  donner  une  idée  encore  plus  nette  de  la  nature  des  courbes 
TL,  RX  auxquelles  nous  avons  ramené  la  Théorie  des  échappements,  il 
est  bon  d'examiner,  en  particulier,  quelques-unes  des  espèces  les  plus 
connues  d'échappements,  et  de  chercher  l'équation  des  courbes  qui  leur 
appartiennent. 

Prenons  pour  premier  Exemple  l'échappement  ordinaire  a  roue  de  ren- 
contre, et  supposons  que  la  roue  de  rencontre  avec  la  verge  du  balancier 
garnie  de  ses  deux  palettes  soit  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  verge;  soit  donc  [fig.  3,  page  43o)  C  la  projection  de  la  verge,  etCA, 
CB  celle  des  deux  palettes,  vues  de  profil,  lesquelles  sont  attachées  à  la 
verge  à  la  distance  du  diamètre  de  la  roue,  l'une  de  l'autre,  et  qui  forment 
entre  elles  un  angle  donné  AGB.  Soit  aussi  PS  la  projection  d'une  partie 
de  la  circonférence  de  la  roue,  et  PXQ,  QYR  deux  dents  consécutives  de 
cette  roue,  laquelle  est  supposée  tourner  de  gauche  à  droite,  en  sorte 
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que  la  dent  PXQ  avance  dans  le  sens  PS  et  pousse  par  sa  pointe  X  la  pa- 
lette CB,  ce  qui  l'oblige  à  tourner  autour  de  C  dans  le  sens  ZX;  en  même 
temps  la  dent  SV  qui  doit  être  imaginée  de  l'autre  côté  de  la  circonférence 

Fig.  3. 


de  la  roue  avancera  dans  le  sens  opposé  SP,  et  ira  à  la  rencontre  de  l'autre 
palette  CA,  mais  ne  pourra  l'atteindre  qu'après  que  la  dent  PX  aura 
échappé  au  point  B;  alors  la  dent  SV  agira  sur  la  palette  CA,  et  tendra 
à  la  faire  tourner  en  sens  contraire  jusqu'à  ce  qu'elle  échappe  au  point  A; 
après  quoi  lardent  qui  suit  PX  se  trouvera  à  portée  d'agir  de  nouveau  sur 
la  première  palette  CB;  et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  menons  du  point  C  la  perpendiculaire  CT  sur  PS  et  la  perpen- 
diculaire ZX  sur  CT,  et  nommons  la  ligne  CZ  qui  est  constante  a,  l'angle 
ZCX  qui  est  variable  <p,  et  la  ligne  ZX  qui  est  variable  aussi  |;  il  est  clair 
qu'on  aura  -  =  tangtp,  et  par  conséquent 
\  =  «tango. 

Maintenant  imaginons  que  la  palette  CB  tourne  en  décrivant  autour 
de  C  un  angle  infiniment  petit  do;  la  ligne  £  croîtra  en  même  temps  de 
l'élément  d'%,  et  il  est  visible  que  le  rapport  -À-  sera  celui  de  la  vitesse 
de  la  dent  PX  à  la  vitesse  angulaire  de  la  palette;  donc  ce  rapport  sera 
proportionnel  à  celui  de  la  vitesse  de  la  roue  à  la  vitesse  du  régulateur, 
et  par  conséquent,  par  le  n°  10,  proportionnel  à  celui  de  la  force  MX  qui 
agit  sur  le  régulateur  à  la  force  motrice  de  la  roue;  de  sorte  que,  en  dé- 
signant la  première  de  ces  forces  par  y,  et  la  seconde  par  p,  on  aura 

p       '   aœ 


SUR  L'ÉCHAPPEMENT.  431 

l>.  étant  un  coefficient  constant.  Or,  ayant 

£  =  atangcp, 


on  aura  par  la  différentiation 
donc 


COS2tp 


V-ap 

COS29 


Soit  la  longueur  de  la  palette  CB  =  /,  il  est  clair  que  la  dent  PX  échap- 
pera lorsque  CX  = sera  =  /;  de  sorte  que,  nommant  a  la  valeur  cor- 

r  n  cos<p  ^ 

respondante  de  <p,  on  aura  cosa  =y  Soit  de  plus  w  l'angle  constant  ACB 

que  font  les  deux  palettes  entre  elles,  il  est  clair  que  lorsque  la  palette  CB 
fait  avec  la  verticale  l'angle  ZCB  =  x,  la  palette  CA  fera  avec  la  même 
verticale  l'angle  ACZ  =  oj  — a;  mais,  cette  palette  étant  supposée  de  même 
longueur/,  il  est  visible  que  la  dent  échappera  lorsqu'elle  formera  avec  la 
verticale  le  même  angle  a  que  la  palette  CB;  donc  l'angle  total  parcouru 
par  la  palette  CA,  depuis  l'échappement  d'une  dent  en  B  jusqu'à  l'échap- 
pement d'une  autre  dent  en  A,  sera  égal  à  la  différence  des  angles  a  et 
w  —  a,  c'est-à-dire  égal  à  2a—  w;  et  cet  angle  sera  l'arc  de  levée  de 
l'échappement  (9). 

Ainsi  dans  \'àfig.  1 ,  page  424»  on  aura  PQ  —  2x  —  co,  et  par  conséquent 

AP  =  «-^; 

de  plus,  comme  l'angle  a.  répond  au  point  P,  il  est  clair  qu'on  aura 

et  de  là 

AM  =  AP  —  MP  =  «—  -  —  «  +  9  =  9  —  -, 

de  sorte  que,  nommant  x  l'abscisse  AM,  on  aura 

x  =  9 5     donc     9  =  x  -\ -, 
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et  de  là  on  aura,  pour  l'équation  de  la  courbe  RX, 

r=         W - 


et  l'on  trouvera  que  la  courbe  TL  sera  la  même  que  la  courbe  RX,  mais 
dans  une  position  renversée;  de  sorte  que,  nommant  de  même  x  l'ab- 
scisse AM',  ety  l'ordonnée  M'X',  on  aura  entre  x  et  y  la  même  équation 
que  nous  venons  de  donner. 

15.  Il  sera  donc  facile  de  décrire  les  deux  courbes  dont  il  s'agit,  à 
l'aide  de  l'équation  trouvée,  et  l'on  connaîtra  par  leur  moyen  la  nature  de 

l'échappement  proposé.  Et  d'abord  il  est  clair  que,  comme  cos2fa?-t-  -] 

ne  peut  pas  augmenter  au  delà  de  i,  la  plus  petite  ordonnée  y  sera  égale 

à  [).ap,  laquelle  répondra  à  a;= ou  =i8o° -,  de  sorte  que  la 

courbe  n'atteindra  jamais  l'axe,  et  par  conséquent  l'échappement  ne 
pourra  jamais  être  à  repos,  mais  sera  toujours  nécessairement  à  recul  (13). 

16.  Mais  si  au  lieu  de  faire  les  palettes  droites  on  les  faisait  courbes, 
on  pourrait  peut-être  obtenir  un  échappement  à  repos;  c'est  ce  qu'il  est 
bon  d'examiner. 

Soient  donc  {fig.  4)  AC  et  CB  les  palettes  courbes  et  PQX  la  denl  qui 

Fig.  4. 


appuie  sur  le  point  X  pour  faire  tourner  la  palette  CB  dans  le  sens  ZX, 
comme  ci-dessus;  en  conservant  les  mêmes  dénominations  on  aura  aussi 
l'équation  £  =  atang<p;  maintenant  soit  Ct  la  tangente  à  la  courbe  CX 
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au  pointC,  et  nommons  z  l'angle  tCX,  i|>  l'angle  tCZ;  on  aura 

cp  =  ip  —  z; 

donc 

£  =  atang(<^  — z). 

Soit  de  plus  la  corde  CX  =  r,  on  aura 


cosep         cos  (ty—  Z' 

et  comme  par  la  nature  de  la  courbe  CXB,  qui  est  supposée  donnée,  on 
doit  avoir  une  équation  entre  r  et  s,  par  laquelle  r  sera  donné  en  z,  il 
s'ensuit  qu'on  aura  une  équation  entre  if  et  z  par  laquelle  on  connaîtra  z 
en  tf;  et  l'on  pourra  supposer  que  cette  équation  soit  représentée  par 

dz  =  1  d<\i, 

I  étant  une  fonction  connue  de  i|>. 

Or  il  est  facile  de  comprendre  que  dans  l'hypothèse  présente  l'angle 
élémentaire  décrit  par  la  palette  autour  de  G  n'est  pas,  comme  dans  le  cas 
précédent,  égal  à  dep,  mais  égal  à  cty;  de  sorte  qu'on  aura  ici  l'équation 

r_    d\ 

mais  en  dilïérentiant  la  valeur  de  '%  on  a 

_  a(d<\i—  dz) a  (i  —  2 )  dty 

-  ~~  cos^i];  —  z)  ~  cos'^ij/  —  z) 

en  mettant  3«ty  à  la  place  de  t/z;  donc  on  aura  l'équation 


r  = 


[j.ap(i  —  2  ; 


C0S2(l)j 


où  l'on  remarquera  que  l'angle  <f  doit  être  égal  (_y?g\  i,  page  !±i[\)  à  l'ab- 
scisse AM  =  x,  plus  une  constante  qui  sera  la  valeur  de  <f  au  point  A;  en 
sorte  que,  nommant  en  général  s  cette  constante,  on  aura  ^  =  x-hs;  ainsi 
l'on  aura  l'équation  de  la  courbe  RX  entre  les  coordonnées  x  et  y. 
IV.  55 
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17.  Réciproquement  donc,  si  l'on  voulait  regarder  cette  courbe  comme 
donnée,  on  pourrait  trouver  l'équation  de  la  courbe  CB;  d'où  l'on  voit 
que  l'on  peut  toujours  donner  aux  palettes  une  figure  telle  que  les  forces 
MX  suivent  une  loi  quelconque. 

On  voit  aussi  que  dans  ce  cas  l'échappement  pourrait  être  à  repos;  car 
il  est  clair  que  l'ordonnée  y  sera  nulle  tant  que  2  sera  =i,  ce  qui  donne 
dz  =  dty,  et  par  conséquent  dr—o,  c'est-à-dire  le  rayon  CX  constant; 
ainsi  il  n'y  aura  qu'à  donner  aux  palettes  la  figure  d'une  courbe  telle 
(pie  BD  (fig.  5)  qui  dégénère  en  un  arc  de  cercle  XD,  dont  le  centre 


Fig.  5. 


soit .  C;  mais  je  ne  sache  pas  qu'on  ait  jamais  construit  des  échappements 
à  repos  de  cette  manière,  peut-être  à  cause  de  quelques  inconvénients 
qu'il  pourrait  y  avoir  dans  la  disposition  des  dents  PQX  de  la  roue  de 
rencontre  et  des  palettes  BD,  EA;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas  davantage. 

18.  Si  l'on  imagine  que  les  palettes  CDB  et  CEA  de  h  fig.  5  soient 
dans  un  même  plan  passant  par  le  centre  C  et  ne  forment  qu'une  seule 
pièce,  et  que  la  roue  soit  aussi  placée  dans  ce  même  plan,  comme  on  le 
voit  dans  \afig-  6,  page  435,  alors  on  aura  l'échappement  qu'on  nomme 
à  ancre,  et  qui  est  un  des  plus  usités  dans  les  pendules;  la  roue  PQK  en 
tournant  dans  le  sens  PQ  pousse  avec  la  dent  PQX  la  face  intérieure  DB  de 
l'échappement  et  l'oblige  à  s'écarter  pour  lui  donner  passage,  ce  qui  fait 
tourner  l'ancre  ACB  autour  de  C  dans  le  sens  XD;  dès  que  la  dent  PQX  a 
échappé  au  point  B,  l'autre  face  AE,  qui  s'est  approchée  de  la  roue  en 
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même  temps  que  la  première  s'en  éloignait,  sera  poussée  intérieurement 
par  la  dent  SV  et  sera  obligée  par  là  de  s'éloigner  de  la  roue  à  son  tour, 
ce  qui  fera  tourner  l'ancre  en  sens  contraire  et  rapprochera  la  face  DB  de 
la  roue;  et  ainsi  de  suite. 

l'ïg-  6. 


19.  Ayant  joint  les  deux  centres  C,  K  par  la  ligne  CK,  et  abaissé  du 
point  X  la  perpendiculaire  ZX  sur  CK,  nommons  a  la  distance  CK, 
di  l'angle  KCD,  s  l'angle  XCD,  r  le  rayon  vecteur  CX,  b  le  rayon  KX  de 
la  circonférence  extérieure  de  la  roue,  et  £  l'angle  CKX;  il  est  clair  (10) 

que  le  rapport  des  forces  —  sera  proportionnel  à  celui  des  vitesses  ou 

des  angles  simultanés  -t4  parcourus  par  la  roue  et  par  l'ancre;  en  sorte 
qu'on  aura 


r  =  v-p 


d\ 


Or,  pour  trouver  la  valeur  finie  de  -Ai  il  n'y  a  qu'à  considérer  que 

l'on  a 

ZX  =  6sin£,     KZ=:6cos£,     CZ  =  «  —  6eos£; 

donc 


/•  =  CX  =  y/a2  —  2  ab  cos  \  -+-  b2  ; 

de  sorte  que,  comme  par  la  nature  de  la  courbe  DB,  qui  est  supposée 
connue,  on  doit  avoir  une  équation  entre  r  et  z,  on  en  aura  une  entre  z 
et?. 

55. 
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De  plus  on  a 

XZ  isinH 


CZ        a  —  ôcosi; 


=  tangZCX  =  tang(4'  —  z); 


donc,  substituant  dans  cette  équation  au  lieu  de  z  sa  valeur  en  '£,,  on 
aura  une  équation  entre  ?  et  ^  dont  la  différentielle  pourra  être  repré- 
sentée par 

W  étant  une  fonction  de  ^;  ainsi  l'on  aura 

et,  substituant  ensuite  x-\-z  à  la  place  de  à,  on  aura  l'équation  de  la 
courbe  RX  entre  les  coordonnées  x  et  y. 

On  trouvera  de  même  l'équation  de  l'autre  brandie  TL  en  prenant  la 
courbe  AE  à  la  place  de  la  courbe  DX. 

20.  Il  est  facile  de  voir  par  la  seule  inspection  de  la  figure  que  cette 
espèce  d'échappement  peut  être  également  à  repos  ou  à  recul  ;  pour  qu'il 
soit  à  repos,  il  suffira  que  les  courbes  EA,  DB  dégénèrent  en  haut  en  des 
arcs  de  cercles  dont  le  centre  soit  C;  et  que  ces  courbures  circulaires 
commencent  aux  endroits  où  les  dents  rencontrent  d'abord  les  faces  de 
l'échappement,  ou  même  plus  bas,  mais  non  pas  plus  haut;  dans  tout 
autre  cas  l'échappement  sera  à  recul. 
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SUR  LE  PROBLÈME 


DÉTERMINATION  DES  ORBITES  DES  COMÈTES 


D'APRES    TROIS   OBSERVATIONS. 


[Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  années  1778  et  1783  (*)]. 


PREMIER  MÉMOIRE. 

Le  fameux  Problème  de  la  détermination  de  l'orbite  d'une  Comète 
d'après  trois  observations,  sur  lequel  Newton  s'est  exercé  le  premier  et 
dont  il  ne  nous  a  laissé  que  des  solutions  imparfaites,  a  occupé  depuis 
plusieurs  grands  Géomètres;  mais  leurs  efforts  n'ont  presque  abouti  jus- 
qu'à présent  qu'à  varier  et  à  simplifier  à  quelques  égards  les  métbodes 
proposées  par  Newton,  sans  les  rendre  plus  exactes  et  plus  commodes 
pour  la  pratique. 

Je  me  propose  d'exposer,  dans  ce  Mémoire,  l'état  de  la  question  et  le 
résultat  des  principales  recherches  qu'on  a  faites  pour  la  résoudre. 

Le  Problème,  considéré  analytiquement,  n'a  point  de  difficulté,  rien 

(*)  Les  Recherches  de  Lagrange  Sur  le  Problème  de  la  détermination  des  Orbites  des  Co- 
mètes forment  trois  Mémoires.  Les  deux  premiers  ont  été  insérés  dans  le  volume  de  1 778  des 
Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  le  troisième  dans  le  volume  de  1783.  Nous 
avons  pensé  qu'il  convenait  de  ne  pas  scinder  ces  Recherches,  et  nous  avons  réuni  le  troisième 
Mémoire  aux  deux  premiers.  (Note  de  l'Éditeur.) 
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n'étant  plus  aisé  que  de  le  ramener  à  deux  équations  algébriques  entre 
deux  inconnues.  Car  chaque  observation  de  la  Comète  donne  immédia- 
tement la  position  de  la  droite  visuelle  qui  joint  les  centres  de  la  Terre  et 
de  la  Comète;  de  sorte  qu'en  prenant  les  distances  de  la  Comète  à  la  Terre 
au  temps  des  deux  premières  observations  pour  les  deux  inconnues  du 
Problème,  on  peut  déterminer  algébriquement  les  lieux  de  la  Comète  par 
rapport  aux  lieux  du  Soleil  qu'on  suppose  connus  par  les  Tables.  Ayant 
ainsi  la  position  de  deux  points  de  l'orbite  de  la  Comète  pour  deux  in- 
stants donnés,  on  détermine  :  i°  la  position  du  plan  de  cette  orbite,  c'est- 
à-dire  le  lieu  du  nœud  et  l'inclinaison;  i°  les  distances  de  la  Comète  au 
Soleil,  ou  les  rayons  vecteurs  de  l'orbite,  avec  l'angle  intercepté  entre  ces 
rayons;  d'où,  par  les  propriétés  connues  du  mouvement  parabolique,  on 
déduit  aisément  le  paramètre  de  la  parabole,  la  position  de  son  grand  axe 
et  l'instant  du  passage  de  la  Comète  par  son  sommet  ou  par  le  périhélie; 
et  enfin  l'expression  du  temps  écoulé  entre  les  deux  observations,  expres- 
sion qui,  étant  égalée  à  l'intervalle  observé,  fournit  une  première  équa- 
tion algébrique. 

On  trouve  ensuite  une  seconde  équation,  par  le  moyen  de  la  troisième 
observation,  en  comparant  le  lieu  observé  de  la  Comète  avec  celui  qu'on 
trouve  pour  le  même  instant  d'après  les  propriétés  du  mouvement  para- 
bolique. Et  l'on  voit  même  que  cette  comparaison  doit  fournir  deux  équa- 
tions, l'une  relative  à  la  longitude  de  la  Comète,  et  l'autre  à  sa  latitude; 
en  sorte  qu'il  suffit,  pour  la  détermination  du  Problème,  que  l'on  con- 
naisse seulement  la  longitude  ou  la  latitude  géométrique  de  la  Comète 
au  temps  de  la  troisième  observation. 

Au  lieu  d'employer  pour  inconnues  les  deux  distances  de  la  Comète  à 
la  Terre  au  temps  de  deux  observations,  on  pourrait  prendre  d'autres 
quantités  quelconques,  pourvu  que  ces  quantités  combinées  avec  les  don- 
nées déterminassent  entièrement  la  position  des  deux  lieux  de  la  Comète 
dans  son  orbite  autour  du  Soleil.  On  pourrait,  par  exemple,  prendre  pour 
inconnues  les  deux  rayons  vecteurs  de  l'orbite,  ou  les  deux  longitudes 
héliocentriques  de  la  Comète,  ou,  etc.;  ou  enfin  le  lieu  du  nœud  et  l'in- 
clinaison de  l'orbite  à  l'écliptique,  ce  qui  paraît  au  premier  aspect  plus 
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simple  et  plus  naturel,  puisque  ces  deux  dernières  quantités  sont  indé- 
pendantes des  lieux  de  la  Comète  aux  temps  des  observations;  mais  il  est 
facile  de  se  convaincre  que  ce  dernier  choix  des  inconnues  rendrait  le 
calcul  plus  long  et  plus  compliqué. 

Ayant  ainsi  réduit  le  Problème  à  deux  équations  algébriques  entre 
deux  inconnues,  il  ne  s'agit  plus  que  de  traiter  ces  équations  par  les 
règles  connues  de  l'Algèbre  :  il  faudra  donc  éliminer  d'abord  une  des 
deux  inconnues  et  ensuite  résoudre  l'équation  finale.  Mais  :  i°  les  deux 
équations,  auxquelles  on  parvient  par  l'analyse  précédente,  se  présentent 
sous  une  forme  très-compliquée  et  embarrassée  de  radicaux  qu'il  faudrait 
faire  disparaître  avant  d'entreprendre  l'élimination;  20  cette  élimination 
demanderait  des  calculs  très-longs  et  ferait  monter  l'équation  finale  à  un 
degré  si  élevé  qu'il  serait  absolument  impossible  d'en  tirer  aucun  parti. 

Tels  sont  les  obstacles  qui  rendent  la  méthode  directe  tout  à  fait  im- 
praticable et  qui  ont  forcé  les  Géomètres  à  recourir  aux  méthodes  d'ap- 
proximation. Mais  l'approximation  même  présente  de  grandes  difficultés; 
car,  pour  pouvoir  l'employer  avec  succès,  il  faut  connaître  d'avance  les 
premières  valeurs  approchées  des  inconnues  dont  on  cherche  la  valeur 
exacte;  or  dans  le  Problème  des  Comètes  rien  ne  peut  nous  faire  con- 
naître à  priori  ces  valeurs  approchées  dont  il  faut  partir;  ainsi  il  ne  reste 
qu'à  tâcher  de  simplifier  le  Problème  par  le  moyen  de  quelque  suppo- 
sition convenable;  et  celle  qui  se  présente  le  plus  naturellement  est  de 
regarder  la  portion  de  l'orbite  décrite  dans  l'intervalle  des  trois  observa- 
tions comme  rectiligne  et  parcourue  d'un  mouvement  uniforme.  Cette 
hypothèse  doit  même  paraître  d'autant  plus  plausible  qu'elle  a  été  pen- 
dant longtemps  l'hypothèse  favorite  des  Astronomes,  pour  le  mouvement 
des  Comètes,  avant  que  Newton  eût  démontré  que  ces  astres  étaient  sou- 
mis aux  lois  générales  du  mouvement  des  planètes,  et  que  leurs  orbites 
étaient  à  très-peu  près  paraboliques.  Le  grand  avantage  de  cette  hypo- 
thèse est  de  réduire  la  recherche  des  vrais  lieux  de  la  Comète,  au  temps 
des  observations,  à  des  équations  du  premier  degré;  si  l'on  n'emploie 
que  des  observations  de  la  longitude  il  en  faut  quatre,  ainsi  qu'on  le  voit 
dans  le  Problème  LVI  de  Y  Arithmétique  universelle;  mais  en  tenant  aussi 
IV.  56 
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compte  des  latitudes,  trois  observations  suffisent  pour  la  solution  du 
Problème  ;  et,  ce  qu'il  y  a  de  singulier,  c'est  que  si  l'on  prend  pour  in- 
connues le  lieu  du  nœud  et  l'inclinaison  de  l'orbite,  on  tombe  dans  une 
équation  finale  du  neuvième  degré,  au  lieu  qu'en  prenant  pour  incon- 
nues deux  distances  de  la  Comète  à  la  Terre,  on  parvient  directement  à 
des  équations  du  premier  degré,  comme  on  le  voit  par  la  solution  que 
M.  Bouguer  a  donnée  le  premier  de  ce  Problème  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1733. 

Il  est  visible  que  l'hypothèse  dont  il  s'agit  s'écartera  d'autant  plus  de 
la  vérité  que  l'arc  parcouru  par  la  Comète  dans  l'intervalle  des  observa- 
tions sera  plus  grand;  mais  aussi,  par  la  raison  contraire,  elle  doit  s'en 
approcher  d'autant  plus  que  cet  arc  sera  moindre;  ainsi  en  employant 
des  observations  peu  distantes  entre  elles,  il  semble  qu'on  pourrait  du 
moins  trouver  de  cette  manière  les  premières  valeurs  approchées  des  in- 
connues du  Problème.  Mais  malheureusement  ce  moyen  si  simple  d'ar- 
river à  ce  but  est  trop  défectueux  pour  qu'on  puisse  s'en  servir  sans 
s'exposer  à  de  très-grandes  erreurs.  C'est  ce  que  quelques  Géomètres  ont 
déjà  remarqué  et  que  je  me  propose  de  prouver  rigoureusement  dans  le 
cours  de  ce  Mémoire. 

L'hypothèse  dont  nous  venons  de  parler  en  renferme  réellement  deux, 
l'une  que  la  portion  de  l'orbite  de  la  Comète  soit  rectiligne,  l'autre  qu'elle 
soit  parcourue  d'un  mouvement  uniforme;  voilà  pourquoi  cette  hypo- 
thèse seule  suffit  pour  déterminer  tout  d'un  coup  les  deux  inconnues  du 
Problème.  Si  l'on  n'adoptait  qu'une  partie  de  cette  hypothèse,  on  ne 
pourrait  alors  déterminer  qu'une  seule  inconnue;  et  il  faudrait  chercher 
l'autre,  ou  par  la  résolution  directe  d'une  équation  fort  élevée,  ou  par 
plusieurs  fausses  positions. 

Dans  la  solution  que  Newton  propose  à  la  fin  de  son  petit  Traité  De 
systemate  mundi,  il  regarde  l'orbite  de  la  Comète  comme  rectiligne,  mais 
il  suppose  que  les  parties  décrites  dans  les  deux  intervalles  entre  les  trois 
observations  soient  parcourues  avec  les  vitesses  réelles  que  la  Comète  doit 
avoir  aux  temps  de  la  première  et  de  la  seconde  observation;  vitesses  qui 
par  la  théorie  du  mouvement  parabolique  sont  en  raison  inverse  des  ra- 
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cihes  des  distances  de  la  Comète  au  Soleil  aux  temps  de  ces  observations; 
et  il  emploie  la  méthode  de  fausse  position  pour  déterminer  une  des 
distances  de  la  Comète  à  la  Terre. 

Mais  si  l'on  évite,  par  ce  moyen,  une  partie  de  l'inexactitude  attachée 
à  l'hypothèse  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  il  y  reste  néanmoins 
encore  une  trop  grande  source  d'erreur  pour  qu'on  puisse  l'employer 
avec  succès.  C'est  apparemment  ce  qui  a  engagé  Newton  à  donner  une 
autre  solution  du  Problème  des  Comètes,  entièrement  indépendante  de 
l'hypothèse  dont  il  s'agit,  et  dans  laquelle  on  aurait  égard  en  même  temps 
à  la  courbure  de  l'arc  parabolique  et  à  la  variation  du  mouvement. 

Telle  est  celle  qu'on  lit  à  la  fin  du  troisième  Livre  des  Principes,  et  dans 
laquelle  le  génie  inventeur  ne  brille  pas  moins  que  dans  le  reste  de  cet 
admirable  Ouvrage. 

Newton  y  donne  d'abord  un  moyen  de  couper  la  corde  qui  sous-tend 
l'arc  parabolique  parcouru  entre  la  première  et  la  troisième  observation, 
de  manière  que  les  parties  soient  à  très-peu  près  proportionnelles  aux 
aires  parcourues,  et  par  conséquent  aux  temps  employés  par  la  Comèle 
à  décrire  deux  portions  quelconques  de  cet  arc;  et  il  remarque  que  cette 
proportion  devient  rigoureusement  exacte,  lorsque  le  point  qui  sépare 
les  deux  parties  de  l'arc  tombe  au  sommet  du  diamètre  qui  partage  la 
corde  donnée  en  deux  également.  Il  détermine  ensuite  la  vitesse  avec  la- 
quelle la  même  corde  pourrait  être  parcourue  uniformément  dans  un 
temps  égal  à  celui  que  la  Comète  emploie  à  décrire  l'arc;  enfin  il  déter- 
mine la  force  accélératrice  qui  dans  le  même  temps  ferait  décrire,  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré,  une  ligne  égale  à  la  flèche  du  même 
arc,  comprise  entre  le  sommet  de  l'arc  et  la  corde.  Newton  n'emploie 
dans  ces  déterminations  d'autres  données  que  la  distance  du  sommet  de 
l'arc  au  foyer  de  la  parabole,  et  la  longueur  de  la  corde,  ou  celle  de  la 
flèche;  de  sorte  que,  comme  par  les  propriétés  de  la  parabole  la  flèche  est 
égale  au  carré  de  la  corde  divisée  par  seize  fois  la  distance  du  sommet 
de  l'arc  au  foyer,  et  que  cette  distance  plus  la  flèche  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  distances  des  extrémités  du  même  arc  au  foyer,  on  peut  par 
le  moyen  de  ces  Théorèmes  déterminer  immédiatement  le  temps  em- 
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ployé  à  décrire  l'arc  parabolique,  par  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc,  et 
par  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  deux  extrémités  de 
l'arc.  C'est  ce  que  M.  Lambert  a  fait  depuis  dans  son  beau  Traité  De  or- 
bitis  Cometarum,  où  il  est  parvenu  à  un  des  Théorèmes  les  plus  élégants 
et  les  plus  utiles  qui  aient  été  trouvés  jusqu'ici  sur  ce  sujet,  et  qui  a  en 
même  temps  l'avantage  de  s'appliquer  aussi  aux  orbites  elliptiques. 

Pour  en  revenir  à  la  solution  de  Newton,  voici  comment  il  la  déduit 
des  principes  qu'il  a  posés.  Il  choisit  trois  observations  de  la  Comète, 
dont  les  intervalles  soient  peu  différents,  afin  qu'au  temps  de  la  seconde 
observation  la  Comète  se  soit  trouvée  peu  éloignée  du  sommet  de  l'arc 
décrit  entre  la  première  et  la  troisième.  Il  mène,  dans  un  plan  qu'il  re- 
garde comme  celui  de  l'écliptique,  trois  droites  qui  soient  les  projec- 
tions des  rayons  visuels  tirés  de  la  Terre  à  la  Comète  dans  les  trois  obser- 
vations, et  dont  la  position  est  par  conséquent  connue.  Il  prend  dans  la 
droite  qui  répond  à  la  seconde  observation  un  point  arbitraire  pour  la 
projection  du  lieu  de  la  Comète;  de  ce  point  il  coupe,  dans  la  droite  qui 
va  au  Soleil,  une  partie  égale  à  la  projection  de  la  flèche  qui  doit  sous- 
tendre  l'arc  parcouru  dans  l'intervalle  donné  entre  la  première  et  la  troi- 
sième observation;  et  par  l'extrémité  de  cette  partie  coupée  il  mène  une 
droite  dont  les  parties,  coupées  par  les  deux  lignes  qui  sont  les  projec- 
tions des  rayons  visuels  dans  la  première  et  dans  la  troisième  observation, 
soient  entre  elles  comme  les  intervalles  entre  ces  observations  et  la  se- 
conde. Il  est  visible  que  cette  droite  serait  la  projection  de  la  corde  qui 
sous-tend  le  véritable  arc  parabolique  décrit  par  la  Comète  depuis  la  pre- 
mière jusqu'à  la  troisième  observation  :  i°  si  le  point  pris  arbitraire- 
ment pour  le  lieu  de  la  Comète  dans  l'écliptique  au  temps  de  la  deuxième 
observation  était  le  véritable;  ia  si  la  Comète  au  temps  de  cette  observa- 
tion s'était  trouvée  précisément  au  sommet  de  l'arc;  3°  si  la  corde  qui 
sous-tend  cet  arc  était  coupée  par  le  rayon  vecteur  du  sommet  en  deux 
parties  exactement  proportionnelles  aux  temps  employés  à  décrire  les 
deux  parties  de  l'arc  qui  sont  de  part  et  d'autre  du  sommet.  Comme  ces 
deux  dernières  conditions  ont  lieu  à  peu  près,  Newton  se  sert  de  cette 
première  détermination  de  la  corde  pour  en  trouver  une  plus  exacte,  au 
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moyen  du  Théorème  qu'il  a  donné  pour  couper  la  corde  dans  une  raison 
très-approchante  de  celle  des  temps. 

Connaissant  ainsi  la  longueur  et  la  position  de  la  corde  projetée,  il  en 
déduit,  au  moyen  des  latitudes  observées,  celles  de  la  véritable  corde 
dans  l'orbite,  et  il  compare  cette  longueur  avec  celle  que  la  même  corde 
doit  avoir  pour  répondre  au  temps  écoulé  entre  la  première  et  la  troi- 
sième observation.  Si  ces  deux  quantités  s'accordent,  c'est  une  marque 
que  les  déterminations  précédentes  sont  exactes;  et  il  n'y  a  plus  qu'à  dé- 
crire l'orbite  parabolique  par  la  condition  qu'elle  passe  par  les  deux 
extrémités  de  la  corde;  ce  qui  est  un  Problème  déterminé  et  résoluble 
par  les  principes  que  Newton  a  établis  dans  le  premier  Livre.  Mais  comme 
il  est  presque  impossible  que  cet  accord  ait  lieu  dans  la  première  opéra- 
tion, Newton  prescrit  de  réitérer  la  même  opération  en  prenant  deux 
différents  points  pour  le  lieu  de  la  Comète  dans  l'écliptique  au  temps  de 
la  seconde  observation;  ensuite  il  coupe,  dans  les  cordes  projetées,  des 
parties  respectivement  égales  aux  erreurs  des  opérations,  et  faisant  pas- 
ser un  arc  de  cercle  par  les  points  correspondants,  il  prend  l'intersection 
de  cet  arc  de  cercle  avec  la  droite  qui  est  la  projection  du  rayon  visuel 
dans  la  première  ou  dans  la  troisième  observation,  pour  le  vrai  lieu  de  la 
Comète  dans  l'écliptique  au  temps  de  cette  observation.  De  cette  ma- 
nière Newton  détermine  les  lieux  de  la  Comète  dans  l'écliptique  au  temps 
de  la  première  et  de  la  dernière  observation,  et  de  là  il  déduit  ensuite 
par  un  calcul  direct  tous  les  éléments  de  l'orbite. 

Ce  procédé  de  Newton  serait  sans  doute  plus  exact,  si  au  lieu  d'un 
cercle  il  faisait  passer  une  ligne  parabolique  par  les  points  correspon- 
dants aux  erreurs  des  différentes  opérations;  mais  il  faudrait  alors  avoir 
un  plus  grand  nombre  d'erreurs,  et  par  conséquent  multiplier  davantage 
les  opérations,  ce  qui  allongerait  considérablement  la  recherche  dont  il 
s'agit.  D'ailleurs  Newton  ne  regarde  encore  ces  résultats  que  comme  des 
approximations,  et  il  enseigne  ensuite  à  les  corriger  par  des  doubles  par- 
ties proportionnelles. 

Telle  est  en  substance  la  méthode  de  Newton,  que  la  plupart  de  ceux 
qui  ont  traité  le  Problème  des  Comètes  après  lui  ont  passée  sous  silence, 
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ou  n'ont  regardée  que  comme  une  méthode  graphique  peu  exacte  et  d'un 
usage  difficile.  Par  le  détail  où  nous  venons  d'entrer  sur  cette  méthode, 
il  est  facile  de  juger  que  les  difficultés  qu'elle  renferme  naissent  du  fond 
même  du  sujet,  et  qu'on  ne  saurait  employer  plus  de  sagacité  et  d'adresse 
pour  les  surmonter.  Le  but  de  Newton  est  de  réduire  le  Problème  à  une 
seule  inconnue,  et  il  y  parvient  par  la  considération  de  la  corde  qui  sous- 
tend  l'arc  parcouru  entre  la  première  et  la  troisième  observation,  et  par 
le  moyen  qu'il  donne  pour  la  partager  en  deux  parties  proportionnelles 
aux  aires  paraboliques  correspondantes.  Si  Newton  avait  voulu  se  con- 
tenter de  supposer  que  le  rayon  vecteur  qui  répond  à  la  seconde  obser- 
vation partage  la  corde  en  parties  proportionnelles  aux  intervalles  de 
temps  entre  cette  observation  et  les  deux  autres,  sa  solution  serait  de- 
venue beaucoup  plus  simple;  mais  il  a  peut-être  regardé  cette  supposi- 
tion comme  trop  peu  exacte,  et  il  ne  s'en  est  servi  que  pour  trouver  une 
première  approximation,  qu'il  a  soin  de  corriger  aussitôt. 

Cependant,  comme  dans  toute  cette  Recherche  il  ne  s'agit  à  propre- 
ment parler  que  de  trouver  des  valeurs  approchées  qu'il  est  facile  de 
corriger  ensuite,  il  parait  qu'on  peut  s'en  tenir  à  cette  supposition,  qui 
revient  dans  le  fond  à  prendre,  à  la  place  des  vrais  secteurs  paraboliques 
décrits  entre  les  deux  premières  et  les  deux  dernières  observations,  les 
secteurs  triangulaires  formés  par  les  mêmes  rayons  vecteurs  et  par  les 
cordes  des  arcs  parcourus  entre  ces  observations;  car  il  est  aisé  de  voir 
que  ces  secteurs  sont  exactement  en  raison  des  parties  de  la  corde  qui 
sous-tend  l'arc  entier,  décrit  entre  la  première  et  la  troisième  obser- 
vation. 

Cette  remarque  importante  est  due  à  M.  Lambert,  qui  en  a  fait  le  plus 
heureux  usage  dans  son  Traité  déjà  cité.  Mais,  avant  de  parler  de  cet 
Ouvrage,  je  dois  faire  mention  de  celui  que  M.  Euler  a  donné  en  1744  S0UR 
le  titre  de  Theoria  motus  Planetarum  et  Cometarum,  et  qui  parait  être  le 
premier  où  le  Problème  des  Comètes  ait  été  traité  analytiquement. 

M.  Euler  suppose  d'abord  que  l'arc  parcouru  par  la  Comète  dans  l'in- 
tervalle des  observations  est  très-petit,  moyennant  quoi  il  prouve  facile- 
ment, par  la  théorie  des  forces  centrales,  que  dans  les  points  in  terme- 
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diaires  la  corde  de  l'arc  est  coupée  par  le  rayon  vecteur  en  raison  des 
temps,  et  il  donne  une  formule  assez  simple,  mais  seulement  approchée, 
pour  exprimer  la  flèche  correspondante. 

D'après  ces  principes  et  en  prenant  pour  inconnue  la  distance  de  la 
Comète  à  la  Terre  dans  la  seconde  observation,  il  détermine  la  position 
et  la  longueur  de  la  corde  qui  sous-tend  l'arc  parcouru  entre  la  première 
et  la  troisième  observation;  par  conséquent  il  trouve  les  lieux  de  la  Co- 
mète dans  son  orbite  aux  temps  de  ces  observations;  d'où  il  conclut  en- 
suite tous  les  éléments  de  l'orbite. 

Jusqu'ici  la  solution  de  M.  Eulerest  analogue  à  celle  de  Newton;  mais, 
pour  déterminer  la  valeur  de  l'inconnue,  M.  Euler  demande  une  qua- 
trième observation,  et,  en  comparant  le  lieu  donné  par  cette  observation 
avec  celui  que  la  Comète  doit  avoir  dans  le  même  instant  dans  l'orbite 
trouvée,  il  parvient  à  la  détermination  dont  il  s'agit  par  la  méthode  or- 
dinaire de  fausse  position. 

Cette  manière  de  trouver  la  valeur  de  l'inconnue  est  peut-être  plus 
exacte  que  celle  de  Newton,  surtout  si,  comme  M.  Euler  le  prescrit,  on 
choisit  une  observation  assez  distante  des  premières.  Mais  en  même  temps 
on  doit  avouer  qu'elle  est  moins  directe,  puisqu'on  y  emploie  plus  de 
données  qu'il  ne  faut  pour  la  solution  complète  du  Problème. 

L'hypothèse  de  la  proportionnalité  des  parties  de  la  corde  aux  temps 
correspondants  est  aussi  la  base  de  la  solution  que  M.  Lambert  a  donnée 
du  Problème  des  Comètes  dans  le  Traité  déjà  cité;  mais  deux  choses 
distinguent  surtout  cette  solution  :  l'une,  c'est  le  beau  Théorème  que 
M.  Lambert  y  donne  pour  exprimer  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc 
quelconque,  au  moyen  de  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc  et  de  la  somme 
des  deux  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  extrémités  du  même  arc, 
Théorème  qui,  par  sa  simplicité  et  par  sa  généralité,  doit  être  regardé 
comme  une  des  plus  ingénieuses  découvertes  qui  aient  été  faites  dans  la 
Théorie  du  système  du  monde;  l'autre,  c'est  le  moyen  que  M.  Lambert  a 
imaginé  pour  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  flèche  de  l'arc  parcouru, 
en  considérant  la  projection  des  lieux  de  la  Terre  et  de  la  Comète  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  celui  dans  lequel  la  Terre,  le  Soleil  et  la  Comète 
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se  trouvent  au  temps  de  la  seconde  observation,  et  qui  est  déterminé  par 
les  deux  lignes  qui  vont  de  la  Terre  au  Soleil  et  à  la  Comète.  Car  il  est 
visible  que  la  projection  du  rayon  vecteur  de  la  Comète  sur  le  plan  dont 
il  s'agit  doit  se  confondre  avec  la  projection  de  la  ligne  visuelle  menée 
de  la  Terre  à  la  Comète  et  dont  la  position  est  connue  par  l'observation. 
D'ailleurs  il  est  clair  que  si  la  corde  est  coupée  par  le  rayon  vecteur 
qui  répond  à  la  seconde  observation  en  parties  proportionnelles  aux  in- 
tervalles de  temps,  la  projection  de  cette  corde  sur  un  plan  quelconque 
doit  être  coupée  de  même  par  la  projection  du  rayon  vecteur.  Donc  la 
projection  de  la  corde  sur  le  plan  dont  nous  venons  de  parler  sera  cou- 
pée en  parties  proportionnelles  aux  temps,  par  la  projection  de  la  ligne 
menée  de  la  Terre  à  la  Comète  dans  la  seconde  observation.  Il  s'ensuit  de 
là  qu'il  n'y  a  qu'à  prendre  pour  inconnue  la  partie  de  cette  ligne  proje- 
tée qui  est  comprise  entre  le  lieu  de  la  Terre  et  le  point  d'intersection  de 
la  corde  projetée,  et  mener  par  ce  point  dans  le  plan  de  projection  une 
droite  telle,  qu'elle  soit  coupée  par  les  lignes  visuelles  menées  de  la  Terre 
à  la  Comète  dans  la  première  et  dans  la  troisième  observation,  et  projetées 
également  sur  le  même  plan,  de  manière  que  les  parties  soient  propor- 
tionnelles aux  temps  écoulés  entre  les  trois  observations.  Cette  droite 
sera  la  projection  de  la  corde,  dont  on  connaîtra  par  conséquent  la  posi- 
tion et  la  grandeur.  De  là  on  trouvera  les  valeurs  des  deux  rayons  vec- 
teurs qui  joignent  cette  corde,  et  enfin  le  temps  que  la  Comète  a  dû  em- 
ployer à  parcourir  l'arc  sous-tendu  par  la  même  corde.  Ce  temps  étant 
comparé  avec  l'intervalle  entre  la  première  et  la  troisième  observation 
donnera  une  équation  qui  servira  à  déterminer  l'inconnue. 

M.  Lambert  trouve  que,  lorsque  l'arc  parcouru  est  assez  petit,  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  ne  monte  qu'au  sixième  degré;  mais  nous  verrons  plus 
bas  qu'il  est  impossible  d'abaisser  l'équation  finale  au-dessous  du  sep- 
tième degré,  quand  même  on  supposerait  les  intervalles  écoulés  entre 
les  trois  observations  infiniment  petits.  Ayant  examiné  d'où  peut  venir 
l'inexactitude  de  ce  résultat,  j'ai  reconnu  que  c'est  uniquement  parce  que 
M.  Lambert  prend  la  distance  du  point  du  milieu  de  la  corde  au  Soleil 
pour  la  demi-somme  des  distances  des  extrémités  de  la  même  corde  au 
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Soleil,  c'est-à-dire  pour  la  demi-somme  des  rayons  vecteurs;  ce  qui  n'est 
pas  rigoureusement  exact.  Il  est  vrai  que  l'erreur  doit  être  d'autant 
moindre  que  la  corde  est  plus  petite,  de  sorte  qu'il  semble  qu'elle  devrait 
disparaître  dans  l'infiniment  petit;  mais  comme  cette  erreur  a  toujours 
une  proportion  finie  avec  les  autres  quantités  qui  deviennent  aussi  infi- 
niment petites  et  d'où  dépend  la  solution  du  Problème,  il  n'est  pas  plus 
permis  de  la  négliger,  qu'il  ne  le  serait  de  négliger  les  carrés  des  diffé- 
rences premières  dans  les  équations  différentielles  du  second  ordre. 

Au  reste  M.  Lambert  ne  fait  point  usage  de  cette  équation  approchée, 
ni  même  de  l'équation  générale,  pour  déterminer  l'inconnue.  Il  aban- 
donne au  contraire  l'Analyse  et  lui  substitue  une  construction  dans  la- 
quelle, au  moyen  de  la  description  d'une  courbe  qu'il  fait  passer  par  dif- 
férents points  déterminés  par  plusieurs  opérations  sucessives,  il  détermine 
les  vrais  lieux  de  la  Comète  et  les  éléments  de  son  orbite;  ensuite  il  cor- 
rige ces  valeurs  approchées  par  la  méthode  différentielle  connue.  On 
trouve  cette  méthode  plus  détaillée  et  appliquée  en  même  temps  à  diffé- 
rents exemples  dans  la  troisième  Partie  des  Beytràge  zum  Gebrauche  de/ 
Mathematik,  etc. 

Ce  que  M.  Lambert  n'a  point  fait  a  été  entrepris  depuis,  avec  succès, 
par  M.  Tempelhoff  dans  la  Pièce  qui  vient  de  partager  le  prix  de  l'Aca- 
démie. En  partant  du  même  principe  de  la  proportionnalité  des  parties 
de  la  corde  aux  temps,  et  en  employant  le  Théorème  de  M.  Lambert  pour 
déterminer  le  temps  par  la  corde  et  par  la  somme  des  rayons  vecteurs, 
M.  Tempelhoff  parvient  à  une  équation  finale  qui  ne  contient  qu'une 
seule  inconnue  et  qu'il  résout  par  la  méthode  ordinaire  de  fausse  posi- 
tion. L'application  qu'il  a  faite  de  sa  solution  à  la  Comète  de  1769  en 
prouve  la  bonté  et  l'utilité. 

Les  découvertes  de  M.  Lambert,  dont  nous  venons  de  rendre  compte, 
ne  sont  pas  les  seules  dont  la  Théorie  des  Comètes  lui  ait  obligation.  Ce 
Savant  a  donné  depuis  dans  le  volume  de  l'Académie  pour  l'année  1771 
un  moyen  très-ingénieux  pour  trouver  directement  les  distances  de  la 
Comète  au  Soleil  xlans  la  seconde  observation,  en  considérant  la  dévia- 
tion du  lieu  apparent  de  la  Comète  dans  cette  observation,  par  rapport 
IV.  57 
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au  grand  cercle  de  sphère  qui  passerait  par  les  deux  lieux  apparents  de 
la  première  et  de  la  troisième  observation.  M.  Lambert  remarque  que 
cette  déviation  est  l'effet  combiné  de  la  courbure  de  l'arc  parcouru  par 
la  Terre  et  de  celle  de  l'arc  parcouru  par  la  Comète  dans  le  même  temps. 
Or  la  première  courbure  est  connue;  la  seconde  l'est  aussi  à  très-peu  près 
par  la  théorie  des  forces  centrales,  du  moins  tant  que  l'arc  est  supposé 
fort  petit;  ainsi  l'on  peut  former  une  équation  qui  servira  à  déterminer 
le  vrai  lieu  de  la  Comète.  M.  Lambert  réduit  le  Problème  à  trouver  sur 
une  droite  donnée  de  position  un  point  tel,  que  la  partie  déterminée  par 
ce  point  fasse  avec  le  cube  de  la  distance  de  ce  même  point  à  un  autre 
point,  donné  hors  de  la  droite  dont  il  s'agit,  un  solide  donné;  et  il  est 
facile  de  se  convaincre,  en  réduisant  ce  Problème  au  calcul,  qu'il  con- 
duit à  une  équation  du  septième  degré;  ce  qui  confirme  ce  que  nous  avons 
déjà  avancé  plus  haut  touchant  la  limite  du  degré  de  l'équation  finale.  On 
trouve 'un  exemple  de  cette  méthode  dans  les  Ephémérides  de  1777. 

Tels  sont  les  principaux  pas  que  l'on  a  faits  jusqu'ici  dans  la  solution 
du  Problème  des  Comètes.  Comme  la  solution  directe  et  rigoureuse  est 
impossible,  du  moins  dans  l'état  d'imperfection  où  est  encore  la  Théorie 
des  équations,  le  seul  objet  qu'on  puisse  se  proposer  est  de  résoudre  le 
Problème  par  approximation.  On  ne  manque  pas  de  méthodes  pour  cor- 
riger par  des  approximations  successives  les  premières  valeurs  trouvées. 
Ainsi  la  difficulté  ne  consiste  qu'à  parvenir  à  une  première  approxima- 
tion, et  c'est  le  but  des  différentes  méthodes  dont  nous  venons  de  rendre 
compte.  Mais  ces  méthodes,  quelque  ingénieuses  qu'elles  soient,  me  pa- 
raissent laisser  encore  beaucoup  à  désirer.  Car  :  i°  ces  méthodes  ne  sont 
pas  assez  directes,  n'étant  pas  tirées  des  principes  de  la  question  envisa- 
gée d'une  manière  générale  et  rigoureuse,  mais  plutôt  de  considérations 
particulières  et  de  suppositions  précaires;  20  elles  sont  assez  compliquées 
et  ne  peuvent  donner  que  des  résultats  incertains,  puisqu'on  n'y  apprécie 
point  l'effet  des  erreurs  qui  doivent  naître  des  suppositions  sur  lesquelles 
elles  sont  fondées.  La  seule  circonstance,  d'où  l'on  puisse  déduire  une 
première  approximation,  est  que  les  observations  soient  peu  distantes 
entre  elles;  il  faut  donc  faire  voir  à  priori  et  par  la  nature  même  des 
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équations  fondamentales  du  Problème,  comment  cette  supposition  seule 
peut  servir  à  trouver  des  valeurs  approchées  des  inconnues;  ensuite  il 
faut  encore  assigner  des  limites  entre  lesquelles  on  soit  assuré  que  doi- 
vent tomber  les  véritables  valeurs.  Ce  n'est  qu'en  observant  ces  condi- 
tions qu'on  peut  se  flatter  de  parvenir  à  une  solution  satisfaisante  du  Pro- 
blème des  Comètes;  et  c'est  l'objet  que  l'Académie  avait  eu  en  vue  en 
proposant  ce  Problème  pour  le  sujet  du  dernier  prix  de  Mathématiques. 
Quoique  les  deux  Pièces  couronnées  et  celles  qui  ont  eu  l'accessit  aient 
répandu  beaucoup  de  nouvelles  lumières  sur  cette  question,  il  paraît 
néanmoins  qu'elle  n'y  a  pas  été  envisagée  sous  le  point  de  vue  dont  je 
viens  de  parler,  et  qu'on  peut  à  cet  égard  la  traiter  encore  comme  un 
sujet  entièrement  nouveau;  ce  sera  l'objet  d'un  autre  Mémoire. 


DEUXIÈME  MÉMOIRE. 

Après  avoir  donné  dans  le  Mémoire  précédent  une  analyse  succincte 
des  différentes  méthodes  qui  ont  été  proposées  jusqu'ici  pour  la  solution 
du  Problème  de  la  détermination  des  orbites  des  Comètes  d'après  trois 
observations,  et  fait  voir  ce  que  ces  méthodes  laissent  encore  à  désirer, 
je  me  propose  dans  celui-ci  de  rendre  compte  des  tentatives  que  j'ai  faites 
de  mon  côté  pour  parvenir  à  une  méthode  directe  et  analytique,  qui 
donne  d'abord,  et  sans  tâtonnement,  les  premières  valeurs  des  inconnues 
du  Problème,  et  par  laquelle  on  puisse  ensuite  corriger  ces  valeurs  et  les 
rendre  aussi  exactes  qu'on  voudra.  Une  telle  méthode  est  peut-être  le 
seul  but  auquel  l'état  actuel  de  l'Analyse  permette  d'atteindre,  dans  la 
solution  du  Problème  qui  fait  l'objet  de  ces  recherches. 

1 .  Je  rapporte  le  lieu  de  la  Comète  dans  son  orbite  au  plan  de  l'éclip- 
tique  et  à  la  ligne  des  équinoxes,  par  le  moyen  de  trois  coordonnées  rec- 
tangles x,  y,  s, -qui  aient  leur  origine  dans  le  centre  du  Soleil;  x  sera 
l'abscisse  prise  dans  la  ligne  de  l'équinoxe  du  printemps;  y  sera  la  pre- 

57. 
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mière  ordonnée  perpendiculaire  à  #  dans  le  plan  de  l'écliptique  et  dirigée 
vers  l'orient;  z  sera  la  seconde  ordonnée  perpendiculaire  au  plan  même 
de  l'écliptique,  et  du  côté  du  pôle  boréal.  On  prendra  ces  différentes 
lignes  négatives  lorsqu'elles  auront  des  directions  contraires  à  celles  de 
l'hypothèse. 

Il  est  visible  que  la  distance  de  la  Comète  au  Soleil  ou  le  rayon  vecteur 
de  son  orbite,  que  je  désignerai  par  r,  sera  exprimé  par 


sjx-  -+-  y2-\-  z2. 

Soient  de  plus  X,  Y  l'abscisse  et  l'ordonnée  du  lieu  de  la  Terre  dans 
l'écliptique  rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  x  ely,  on  aura  de  même 


pour  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  ou  pour  le  rayon  vecteur  de  l'or- 
bite de  la  Terre  que  je  désignerai  par  R. 

Entin  soient  §,  yj,  Ç  les  trois  coordonnées  rectangles  du  lieu  apparent 
de  la  Comète  relativement  au  centre  de  la  Terre,  £  l'abscisse  prise  depuis 
le  centre  de  la  Terre  dans  une  droite  parallèle  à  celle  des  équinoxes, 
yj  l'ordonnée  perpendiculaire  à  S,  dans  le  plan  de  l'écliptique,  et  'Ç  l'or- 
donnée perpendiculaire  à  l'écliptique;  on  aura  pareillement 


pour  la  distance  de  la  Comète  à  la  Terre,  que  je  désignerai  par  p. 
Et  il  est  facile  de  concevoir  qu'on  aura 

x  —  X-h^,     j=  Y -+-•/),     z  =  Ç. 

Soit  maintenant  A  la  longitude  de  la  Terre  au  même  instant,  a  la  lon- 
gitude géocentrique  de  la  Comète,  et  /3  sa  latitude  géocentrique  que  nous 
supposerons  boréale;  l'angle  A  sera  connu  par  la  Théorie  du  Soleil,  et  les 
angles  «  et  |3  le  seront  par  l'observation. 

Il  est  visible  qu'on  aura 

X=rRcosA,     Y  =  RsinA; 
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ensuite  on  aura 

£  =  pcosa  cos(3,     v)  =  psina  cos(3,     Ç:=psin[3. 

Ces  formules  sont  si  connues  que  je  ne  crois  pas  devoir  m'arrêter  à  les 
démontrer. 

2.  Faisant  donc  ces  substitutions,  on  aura 

x  =  R  cos  A  -t-  p  cos  a.  cos  (3, 
j—  RsinA  -+-  psina  cos (3, 
z  =psin(3, 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  coordonnées  x,  y,  s  ne  dépendent  que  d'une 
seule  inconnue  p,  qui  est  la  distance  de  la  Comète  à  la  Terre.  C'est  à  quoi 
se  réduisent  les  données  que  chaque  observation  peut  fournir.  Le  reste 
des  données  nécessaires  pour  la  solution  du  Problème  dépend  de  la  figure 
parabolique  de  l'orbite. de  la  Comète  et  de  l'intervalle  de  temps  écoulé 
entre  les  observations. 

3.  Pour  mettre  dans  nos  calculs  le  plus  d'ordre  et  de  clarté  qu'il  est 
possible,  nous  désignerons  toujours  les  mêmes  quantités  par  les  mêmes 
lettres  dans  chaque  observation;  mais  nous  marquerons  celles  qui  se 
rapportent  à  la  première  observation  par  un  trait,  celles  qui  se  rapportent 
à  la  seconde  par  deux  traits,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  x',  y',  s' 
seront  les  coordonnées  rectangles  du  lieu  de  la  Comète  dans  la  première 
observation,  p'  sa  distance  à  la  Terre,  «',  jS'  sa  longitude  et  sa  latitude 
géocentriques,  etc. 

4.  Cela  posé,  avant  de  faire  entrer  dans  le  calcul  la  considération  de 
la  parabole,  nous  commencerons  par  ne  considérer  que  la  condition  qui 
exige  que  tous  les  lieux  de  la  Comète  soient  dans  un  même  plan  passant 
par  le  Soleil.  La  manière  la  plus  simple  et  la  plus  directe  d'exprimer  cette 
condition  analytiquement  est  de  considérer  l'équation  générale  d'un  plan 
passant  par  l'origine  des  coordonnées,  qu'on  sait  être  de  cette  forme 

s  =  B  j  —  Cr, 
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et  dans  laquelle  B  et  C  sont  deux  constantes  dépendantes  uniquement  de 
la  position  du  plan;  en  sorte  que  si  l'on  nomme  i  l'inclinaison  du  plan 
dont  il  s'agit  avec  le  plan  des  x  et  y,  c'est-à-dire  l'inclinaison  de  l'orbite 
de  la  Comète,  et  h  l'angle  que  l'intersection  de  ces  deux  plans  fait  avec 
l'axe  des  x,  c'est-à-dire  la  longitude  des  nœuds,  on  a 

B  =  tang/cos/i,     C  =  tang/  sin/i. 

Substituant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  x,  y,  z  du  n°  2, 
on  aura 

p  sin|3  =  BR  sin A  -t-  Bp  sina  cos(3  —  CR  cosA  —  Cp  cosa  cos  (3, 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ 

_  RRsinA  —  CRcosA 

"      sin (3  —  Bsinacos(3  +  C  cosa  cos (3  ' 

et,  substituant  cette  valeur  de  p  dans  les  mêmes  expressions  de  x,  y,  z, 

on  aura 

__  R    cosAsin(3  —  Bsin(a  —  A)  cos(3 
sin  (3  —  B  sin  a  cos  (3  -t-  C  cos  a  cos  (3  ' 

sinAsin(3 —  C  sin(a  —  A)  cos(3 

sin  (3  —  B  sin  a  cos  (3  h- C  cos  acos  p  ' 


z  =R 


BsinA  sin (3  —  CcosAsin(3 
sin(3  —  B  sina  cos (3  -+-  C  cosa  cos (3 


Si  donc  l'on  a  trois  observations  d'une  Comète,  on  aura,  en  marquant 
seulement  toutes  les  lettres  d'un  trait  pour  la  première,  de  deux  pour  la 
seconde  et  de  trois  pour  la  troisième,  à  l'exception  des  quantités  B  et  C 
qui  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  observations  d'une  même  Comète,  on 
aura,  dis-je,  les  valeurs  des  coordonnées  x',y',  z';  x",y",  z";  x'",y'",  z'", 
pour  les  trois  lieux  de  la  Comète  dans  son  orbite,  exprimées  par  des  quan- 
tités toutes  connues  et  par  les  seules  inconnues  B,  C. 

Pour  déterminer  ces  inconnues,  il  faudra  employer  la  considération  du 
temps  écoulé  entre  les  observations;  or  si  l'on  nomme  6'  le  temps  écoulé 
entre  la  première  et  la  seconde  observation,  ce  temps  étant  exprimé  par 
l'arc  du  mouvement  moyen  du  Soleil  réduit  en  parties  du  rayon,  et  2w 
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l'angle  parcouru  par  la  Comète  autour  du  Soleil  dans  le  même  temps,  on 
a  pour  la  parabole  la  formule  (voyez  plus  bas  le  n°  16) 

3 


(r1  -+-  /■"-+-  y/r'r"cosco)  \r'  -h  r" —  i  \jr'r"  cosw. 

S/2 


Or  on  a 


/•'=  y/.r'2  -4-  y'2  -+-  z'2 ,      r"  =  \Jx"2  -f- y"2  -4-  z"2 , 
et  l'on  trouve  facilement  (voyez  le  n°  24) 


et  par  conséquent 

sjr'r"  i 
à  cause  de 


X 

X 

■+-rr 

-+ 

■  z  z 

r'r" 

V 

r" 

-+-  x'x" 

+ 

r'r" 

-+-  z' z" 

s- 


donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  mettant  en- 
suite à  la  place  de  x' , y' ',  s';  x",  y",  z"  leurs  valeurs  en  B  et  C,  on  aura 
une  équation  dans  laquelle  il  n'entrera  que  ces  deux  inconnues. 

On  trouvera  une  pareille  équation  en  considérant  le  temps  écoulé  entre 
la  seconde  observation  et  la  troisième;  et  l'on  pourra  en  avoir  une  troi- 
sième en  comparant  la  première  et  la  troisième  observation  ;  mais  comme 
il  n'y  a  que  deux  inconnues  B  et  C,  deux  équations  suffisent  pour  les  dé- 
terminer; et  c'est  à  cette  détermination  qu'est  maintenant  réduite  toute 
la  difficulté  du  Problème. 

Mais  pour  peu  qu'on  considère  la  forme  des  équations  qu'il  s'agit  de 
résoudre,  on  verra  aisément  que  la  difficulté  dont  nous  venons  de  parler 
est  absolument  insurmontable,  par  les  méthodes  connues;  car  quoique 
ces  équations  soient  algébriques,  elle  sont  néanmoins  si  compliquées  que 
si  l'on  voulait  prendre  la  peine  de  les  réduire  à  une  forme  rationnelle,  et 
ensuite  d'éliminer  une  des  deux  inconnues,  on  parviendrait,  après  des 
calculs  immenses,  à  une  équation  finale  d'un  degré  très-élevé,  dont  on 
ne  pourrait  tirer  aucun  parti. 
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Cette  manière  donc  d'envisager  le  Problème  des  Comètes,  quoiqu'elle 
paraisse  la  plus  directe  et  la  plus  simple,  est  néanmoins  celle  qui  promet 
le  moins  de  succès;  et  cela,  non-seulement  à  l'égard  de  la  solution  ri- 
goureuse, mais  aussi  à  l'égard  d'une  solution  seulement  approchée, 
puisque  rien  ne  saurait  faire  connaître  d'avance  les  valeurs  approchées 
de  l'inclinaison  et  du  lieu  du  nœud  de  la  Comète,  qui  sont  les  deux  in- 
connues qui  entrent  dans  les  équations  à  résoudre. 

Si  pour  parvenir  à  ces  valeurs  on  voulait  faire  usage  de  l'hypothèse  du 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  dans  l'intervalle  des  trois  observations, 
ainsi  qu'en  ont  usé  plusieurs  Auteurs,  alors  il  n'y  aurait  qu'à  considérer 
que  dans  cette  hypothèse  les  différences  des  coordonnées 

x"  —  x' ,     y"  —  y' ,      z"  —  z' 

seraient  aux  différences 

x'"  —  x" ,     y'"  —  y" ,     z'"  —  z" 

dans  une  même  raison,  qui  est  celle  de  l'intervalle  écoulé  entre  les  deux 
premières  observations  à  l'intervalle  écoulé  entre  les  deux  dernières.  De 
sorte  qu'en  nommant  \j.  cette  raison  qui  est  connue  par  les  observations, 
on  aura 

x"  —  X'  =  ]J.  (  x'"  —  x"  ), 

et  par  conséquent 

x'  —  (  i  -+-  \j.  )  x"  -+-  [j.  x'"  =  o  ; 

et  de  même 

y'  —  (i  -t-  [j.)y"  -¥-  u.y'"  =  o,      z'  —  (  i  -h  jj.  )  z"  ■+-  f/.z'"=  o. 

11  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  dans  deux  de  ces  équations  (  la  troisième 
étant  déjà  une  suite  des  deux  autres,  à  cause  que  nous  avons  précédem- 
ment fait  entrer  dans  le  calcul  la  considération  de  l'orbite  plane)  les  va- 
leurs trouvées  ci-dessus  de  x' ,y' ,...,  et  l'on  aura  deux  équations  ration- 
nelles en  B  et  C,  qui  étant  délivrées  des  fractions  monteront  chacune  au 
troisième  degré;  en  sorte  que  l'équation  finale  montera  généralement 
parlant  au  neuvième. 
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Il  est  possible  que  cette  équation  finale  s'abaisse  d'elle-même  à  un  de- 
gré moindre,  et  même  cela  paraît  nécessaire,  puisqu'on  sait  d'ailleurs 
que  le  Problème  n'est  que  du  premier  degré;  ce  qu'on  peut  aussi  démon- 
trer par  nos  formules,  en  prenant  pour  inconnues  les  distances  p',  p",  p'" 
de  la  Comète  à  la  Terre  aux  temps  des  trois  observations. 

En  effet,  si  dans  les  trois  équations  ci-dessus  on  substitue  pour  a;', j',... 
les  premières  valeurs  du  n°2,  qui  sont  indépendantes  de  la  considération 
du  plan  de  l'orbite,  on  aura  trois  équations  linéaires  entre  les  trois  in- 
connues p',  p",  p'",  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  ces  inconnues;  de 
là  on  aura  les  valeurs  de  ce',  y',  s';  x", y",  z",  et  les  deux  équations 

z'  =  By'  —  Cx',     z"  --  By"  —  Cx" 

donneront  ensuite,  si  l'on  veut,  les  valeurs  de  B  et  de  C  qui  étaient  les 
inconnues  cherchées  d'abord. 

Mais  nous  verrons  plus  bas  que  l'hypothèse  sur  laquelle  est  fondée  cette 
solution  n'est  point  admissible,  même  en  supposant  les  intervalles  entre 
les  observations  infiniment  petits;  de  sorte  qu'on  ne  peut  pas  même  em- 
ployer cette  solution  pour  avoir  les  premières  valeurs  approchées  des  in- 
connues. 

5.  Puisque  la  manière  précédente  de  traiter  le  Problème  des  Comètes, 
en  y  prenant  pour  inconnue  la  position  du  plan  de  l'orbite,  n'est  point 
propre  à  fournir  une  solution  approchée;  que,  même  dans  le  cas  le  plus 
simple,  elle  conduit  à  des  équations  beaucoup  plus  compliquées  qu'il  ne 
faut,  il  s'ensuit  qu'il  est  nécessaire  de  s'y  prendre  autrement  pour  ré- 
duire le  Problème  en  équations;  et  comme  la  condition,  que  les  trois 
lieux  de  la  Comète  soient  dans  un  même  plan  avec  le  Soleil,  est  la  plus 
simple  de  toutes  celles  que  la  question  renferme,  il  parait  naturel  de 
commencer  par  y  satisfaire;  mais  il  faudra  employer  pour  cela  d'autres 
moyens  que  ceux  dont  on  a  fait  usage  plus  haut. 

Je  considère  donc  que  si  l'on  désigne  par  t  et  u  l'abscisse  et  l'ordonnée 
de  l'orbite  de  la  Comète,  prises  dans  le  plan  de  cette  orbite  et  ayant  leur 
origine  au  centre  du  Soleil,  et  qu'on  cherche  à  en  déduire  les  coordon- 
na 58 
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nées  oc,  y,  z  dont  l'origine  est  pareillement  au  centre  du  Soleil,  on  trou- 
vera des  expressions  de  cette  forme 

x  =  at  -+-  bu,    y  =  et  +  eu,     z  =ft  -t-  gu, 

les  coefficients  a,  b,  c,  e,  f,  g  étant  constants  et  ne  dépendant  que  de  la 
position  du  plan  de  l'orbite  par  rapport  au  plan  des  œ  et  j,  et  de  la  posi- 
tion de  l'axe  des  abscisses  t  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses  x. 

Nous  nous  dispenserons  ici  de  donner  la  démonstration  de  ces  for- 
mules, qui  doit  être  très-facile  pour  quiconque  est  tant  soit  peu  versé 
dans  l'Analyse  des  courbes;  nous  nous  contenterons  seulement  de  re- 
marquer que  comme,  par  l'hypothèse,  la  distance  de  la  Comète  au  Soleil 
doit  être  exprimée  par  \jt-  -+-  u2 ,  il  faudra  que  l'on  ait 

r2  =  x2 ■+- y2 +  z2  =  t2-h  u2; 
par  conséquent 

(at  +  bu)2  -t-  (et  -t-  e«)2-f-  (ft  -+-  gu)'=t'+  u2, 

équation  qui  doit  être  identique,  et  d'où  l'on  tire  par  conséquent  ces  trois 
déterminations 

a!+c!+/'  =  i,     b2  +  e%  -t-  g2  =  i ,     ab  ■+  ce  -{-fg=.  o. 

Il  ne  restera  donc  plus  parmi  les  six  constantes  a,  b,  c,  e,f,  g,  que 
trois  indéterminées;  ce  seront  celles  qui  dépendent  de  la  position  de  la 
ligne  des  nœuds  de  l'orbite,  de  son  inclinaison  et  de  l'angle  de  l'axe  des  t 
avec  la  ligne  des  nœuds;  mais.il  nous  suffira,  pour  le  présent,  de  consi- 
dérer les  formules  précédentes  sous  la  forme  où  elles  se  présentent. 

6.  On  aura  donc,  dans  chaque  observation,  trois  équations  analogues 
à  celles  qu'on  vient  de  donner,  les  coefficients  a,  b,  c, . . .  étant  partout 
les  mêmes. 

Ainsi,  pour  trois  observations  différentes,  on  aura  d'abord  ces  trois 

équations 

x'=at'-hbu',     x"  =  at"  ■+■  bu",     x'" ':=  a  t'" ' -\-  b  u"' ', 

d'où  l'on  peut  éliminer  a  et  b. 
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Cette  élimination  faite,  et  les  termes  étant  ordonnés  par  rapport  à  x' , 
x",  x'",  on  aura  l'équation 

{t'"u"  —.  t"u'")x'  —  {l'"ul  —  t'u'")x"  +  {Vu'  —  t'u")x"'—  o. 
On  aura  de  même  ces  trois  autres  équations 

y' z=  et' +  eu' ,     y"  —  et"  -h  eu",     y'"  =  et"'. -h  eu"', 

d'où,  éliminant  c  et  e,  on  aura 

(t'"u"—  t"u'")y'.—  {t'"u' — t'u'")y" '  +  (t"u'—  t'u")y'"=o; 
enfin  on  aura  aussi 

z'=ft'  +  gu',     z"=ft"-hgll",     z'"=ft'"-hgu'", 
d'où  l'on  tirera  pareillement 

(  t'"u"  —  t"u'")z'  —  (  t'"u'  —  t'u"')  z"  -+-  (  t"u'  —  Vu!'  )  z'"=  o. 

7.  Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

t"  u!  —  t'u" '  =  L,     t'"u'  —  t'u"'—  M,     t'"u"  —  t"u'"=  N, 
on  aura  ces  trois  équations  semblables 

Nj'-M«"+L3;'"=o,     Nj'-Mj"+Lj'"=o,     N^'-M/+L2*=o. 

Qu'on  substitue  dans  ces  équations  les  valeurs  de  x',  y' ,  z  en  p',  celles 
de  x",  y",  z"  en  p",  et  enfin  celles  de  x'",  y'",  z'"  en  p'",  données  par  les 
formules  du  n°  2,  en  marquant  successivement  toutes  les  lettres  d'un 
trait,  ou  de  deux,  ou  de  trois,  pour  les  rapporter  à  la  première  observa- 
tion, à  la  seconde,  ou  à  la  troisième;  on  aura,  comme  l'on  voit,  trois 
équations  linéaires  en  p',  p",  p'",  par  lesquelles  on  pourra  détermine)'  ces 
trois  quantités.  De  sorte  que  le  Problème  serait  résolu  si  l'on  connaissait 
les  valeurs  des  trois  quantités  L,  M,  N,  ou  seulement  leurs  rapports,  puis- 
qu'en  divisant  les  trois  équations  par  L,  il  ne  s'y  trouvera  que  les  deux 

....    M    N" 
quantites  -j->  y-- 
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8.  En  effet  on  aura,  par  les  substitutions  dont  il  s'agit,  ces  trois  équa- 
tions 

Np'  cosa'  cos(3'—  Mp"  cosa"  cos(3"-i-  Lp'"  cosa'"  cos(3'" 

-1-NR'cosA'— MR"cosA"+LR'"cosÀ'"  =  o, 
Np'  sina'  cos  (3'  —  M  p"  sin  a"  cos  (3"  h-  Lp'"  sin  a'"  cos  (3'" 

H-  NR'sinÀ'—  MR"sinA"+  LR'"sinA'"=  o, 
Np'sin(3' —  Mp"sin(3"+  Lp'"sin[3'"=^  o. 

Qu'on  multiplie  la  première  par  sina'"  et  qu'on  en  retranche  la  seconde 
multipliée  par  cosa'",  on  aura 

Np'sini'a'"—  a')  cos  (3'  —  Mp"sin(a'"—  a")  cos  (3" 

+  NR'sin(o:'"—  A')  —  MR"sin(a'"—  A")  -+-  LR"'sin(a'"  —  A'"j  =  o. 

Qu'on  multiplie  encore  la  première  par  cosa"'  et  qu'on  y  ajoute  la  se- 
conde multipliée  par  sina",  on  aura 

Np'cos(oc'"  —  a')  cos  S'  —  Mp"cos(a'"  —  a"  )cos(3"  +  Lp'"cos(3'" 

+  NR'  cos  ( a'"  —  A'  )  —  M R"  cos ( a'"  —  A"  )  -t-  L R'"  cos ( a!"  —  A'" )  =  o. 

Qu'on  multiplie  maintenant  celle-ci  par  sin|3"  et  qu'on  la  retranche  de 
la  troisième  multipliée  par  cos/3'",  on  aura 

Np'  [sin  (3'  cos (3'"—  cos  (a'" —  a! )  cos (3'  sin(3'"] 
—  Mp"[sinS"cos(3"'  —  cos(a'" —  a" )  cos (3" sin f3'" ] 
— NR'cos(a:'"— A')sin(3";-4-MR"cos(a'"— A")sin(3'"— LR'"cos(a'"— A'".sin(3'"=o. 

Qu'on  multiplie  enfin  la  première  réduite,  trouvée  ci-dessus,  par 

sin(3"cos(3'" —  cos(<z"' —  a")cos(3"sin(3'", 
et  qu'on  en  retranche  l'équation  précédente  multipliée  par 

sin  (a'" —  a")  cos  (3", 
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on  aura,  après  les  réductions, 

Np'[sin  a'"—  a')cos(3"'cdsP'sin(3"—  sin  x" —  x     cos3"cos3"sin3' 

—  sin  ia"  —  x'    cos  3"  cos  3'  sin  (3'"] 
-i-  NR'  [sin  (a"7—  A')  cos  S'"  sin  3" —  sin  (a"—  A'  )  cos  3"  sin  S'"] 
—  MR"[sin(a'"— ,A")  cos S'" sin S"  —  sin(a"—  A")  cos(3"sin  3 
-I-  LR'"[sin(a'"  —  A'")  cosS"'sinS"  —  sin(a" —  A'")  cos (3" sin ,3'"]  =  o. 

D'où,  en  faisant,  pour  abréger, 

y  =  sin  (  a"  —  a'  )  cos  3'  cos  S"  sin  S"' 

-i-  sin  a'"—  se"  j  cos 3"  cos 3'" sin 3' 

-+-  sin.  a'  —  a'"   cos  3'"  cos  3'  sin  S" 
on  tire 

,NR'sin(a'"— A')  — MR"sin,a  —  A     -    LR'"sin  y.  -  A 


p'=  sin 3"  cos3' 

—  cos 3"  sin  (3 


Ny 
wNR'sin(œ"— A'   —  MR   sin  a"— A"   -4-LR"sin  a'"- A" 


Ny 


On  trouvera  de  même  les  valeurs  de  p"  et  de  p",  et  pour  cela  i!  n'v 
aura  qu'à  changer,  dans  l'expression  précédente,  d'abord  N  en  —M  et 
en  ";  et  ensuite  N  en  L  et  '  en  '",  et  vice  versa. 

Donc,  si  l'on  fait  de  plus 

F  =  NR'  sin  x'  —  A'  —  MR"  sin  x'  —  A"  |  -+-  LR  sin  x  —  A'"  , 
T"  =  N R'  sin  (  x"  —  A'  )  —  M  R"  sin  x"  —  A"  +  L  R'"  sin  x"  —  A  , 
F"  =  N  R'  sin  (  x"  —  A'  )  —  M  R"  sin  x!"  —  A"   -t-  L  R'"  sin  x!"  —  A     , 

on  aura 

, F" sin  3"  cos  S'"—  F"  sin  3"'  cos  3" 

Ny 

T'  sin  S'"  cos  S'  —  F"  sin  3'  cos  3'" 

P  =  _My  _' 

F  sin  3'  cos 3"  —  T'  sin  3"  cos  3' 

0     —  ! ! L ' 

Ly 

Or  on  a,  en  général  (3), 

r-  =  x-  -4-  r2  -+-  s2  =  R-  -!-  2pRcos(a  —  A  :  cos 3  -+-  p2; 
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donc,  marquant  successivement  toutes  les  lettres  d'un  trait,  de  deux,  de 

trois,  on  aura 

r'-  =  R'2  +  2p'  R'  cos(a'  —  A')  cos(3'  -+-  p'2, 

r"2  =  R"2  -l-  2 p"  R"  cos  (  a"  —  A"  )  cos Ç>"  4-  p"2, . 

r'"-=  R'"2-i-  2p'"R'"cos(a'"—  A'")  cos(3"'-f-  p'"2, 

de  sorte  que,  par  la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  p',  p",  p"1,  on 
aura  celles  de  r',  r",  r'",  c'est-à-dire  des  trois  rayons  vecteurs  de  l'orbite. 

9.  Supposons  que  dans  l'intervalle  des  trois  observations  le  mouve- 
ment de  la  Comète  soit  rectiligne  et  uniforme,  il  est  clair  que  nommant  5' 
l'intervalle  entre  la  première  et  la  seconde,  et  6"  l'intervalle  entre  la  se- 
conde et  la  troisième,  on  aura  ces  deux  proportions 

t"  —  t'  :  t'"  —  t"  — -  6'  :  6",     u"  —  w'  :  u'"  —  u"  =  6'  :  6"  ; 

d'où  l'on  tire 

,„  _  (  6'  -t-  6"  )  t"  —  6"  t'       ..«  j_  (  0'  -+-  0"  )  ""  —  0"  »' 


6'  9' 

Qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  M  et  de  N,  on  aura 

_  (6'+8")(t"u'  —  t'u")  _  L(9'+  B") 
M  —  -  q,  — -  Q7  ' 

_       0"{t'u"—  t"u')  _  LO" 


t  M        6' -h  6"     ,   N       6"  ....  ,        , 

Par  conséquent  y-  =  — ^ —  et  r  —  zr  '  quantités  connues  par  les  ob- 
servations. Dans  cette  hypothèse  donc  le  Problème  ne  sera  que  du  pre- 
mier degré,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  M.  Bouguer  a  trouvé  par  une 
autre  voie. 

10.  Mais  voyons  jusqu'à  quel  point  l'hypothèse  dont  il  s'agit  peut  s'ac- 
corder avec  les  principes  connus  du  mouvement  des  Comètes  autour  du 
Soleil.  Comme  on  sait  que  les  Comètes  sont  attirées  vers  le  Soleil  en  rai- 
son inverse  du  carré  des  distances  et  qu'en  vertu  de  cette  attraction  elles 
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décrivent  des  orbites  à  très-peu  près  paraboliques,  il  est  clair  que  l'hy- 
pothèse du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  doit  s'éloigner  d'autant 
plus  de  la  vérité  que  l'arc  décrit  par  la  Comète  sera  plus  grand;  ce  n'est 
donc  que  dans  les  arcs  très-petits,  c'est-à-dire  lorsque  les  intervalles  d' 
et  6"  seront  très-petits,  qu'on  pourra  regarder  cette  hypothèse  comme 
approchante  de  la  vérité,  et  le  maximum  d'approximation  devra  par 
conséquent  avoir  lieu  dans  l'infiniment  petit.  Or  nommant,  en  général, 
le  temps  9,  on  aura  dans  l'infiniment  petit 

B'^dô,     B"=d6  +  d26, 

et  de  même  en  désignant  par  t  et  u  l'abscisse  et  l'ordonnée  qui  répondent 
à  la  première  observation,  on  aura 

ï  =  t,      t"  =  t  -+-  dt,      t'"  =  t-\-  idt  -\-d2t, 
u'=  u,     u"=  u -+-  du,     u'"=  u  +  2 du -h  d2u; 


r\t"—  B"t' 


i<»  _  t"     t"  —  t' 


-  o, 


or  l'équation 
se  réduit  à 
donc 
ou  bien 

et  de  même  l'autre  équation  en  u  deviendra 

,du 
ddë  =  °- 

Mais  par  la  Théorie  des  forces  centrales  on  a,  en  nommant  F  la  force  at- 
tractive du  Soleil  à  la  distance  ï,  les  deux  équations 

^dt        FtdB  .du       FudB 

dd  r3  dd  r3 


dt  -h  d2t 
dO  -hd28 

dt 

-de=°> 

,dt 
dT6: 

—  °, 
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Donc  les  deux  quantités  d-^  et  d-j-z  ne  sont  pas  nulles,  ainsi  qu'on  le 

suppose  dans  l'hypothèse  du  mouvement  rectiligne.  On  ne  pourrait  pas 

,-  ,      t  Ftd6     .    Fud9    ......  .-.     i 

dire  que,  les  termes  — - —  et  — - —  étant  infiniment  petits  du  premier 

ordre,  on  ne  commet,  en  les  négligeant,  qu'une  erreur  infiniment  petite; 
car  il  est  visible  que  les  quantités  d-j^  et  d-r^  sont  aussi  infiniment  pe- 
tites du  premier  ordre;  de  sorte  que  ces  quantités  sont  du  même  ordre  que 
les  termes  en  question,  et  ont  par  conséquent  avec  eux  un  rapport  fini. 

En  général,  on  sait  par  la  Théorie  du  Calcul  infinitésimal  que  lors- 
qu'on ne  considère  que  deux  points  consécutifs  et  infiniment  proches 
d'une  courbe,  on  peut  regarder  l'arc  intercepté  comme  une  ligne  droite, 
mais  que  cela  n'est  plus  permis  lorsqu'on  veut  considérer  trois  points 
consécutifs;  car  la  position  de  ces  trois  points  détermine  alors  la  cour- 
bure de  l'arc,  qu'on  ne  peut  regarder  comme  nulle,  à  moins  qu'il  n'y  ait 
là  un  point  d'inflexion;  ce  qui  n'a  point  lieu  dans  les  trajectoires  décrites 
par  des  forces  centrales.  Voilà  la  vraie  raison  métaphysique  par  laquelle 
il  n'est  pas  permis  de  supposer  que  l'orbite  d'une  Comète  soit  rectiligne, 
même  dans  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  dès  qu'on  veut  em- 
ployer trois  observations,  c'est-à-dire  qu'on  veut  considérer  trois  points 
consécutifs  de  la  même  orbite. 

M.  de  Laplace  m'a  mandé,  il  y  a  quelque  temps,  qu'il  avait  fait  une 
pareille  remarque  à  l'occasion  d'une  solution  du  Problème  des  Comètes 
présentée  à  l'Académie  par  l'Abbé  Boscovich.  On  trouve  au  reste,  dans 
le  volume  des  Êphémérides  de  1779,  un  Mémoire  de  M.  Lambert  qui 
contient  encore  d'autres  remarques  intéressantes  sur  l'hypothèse  recti- 
ligne et  sur  les  méthodes  de  MM.  Cassini  et  Bouguer. 

1 1 .  Pour  jeter  encore  un  plus  grand  jour  sur  ce  que  nous  venons  de 
démontrer,  et  pour  faire  voir  en  même  temps  de  quelle  manière  on  doit 
traiter  la  question,  sans  manquer  à  l'exactitude  nécessaire,  je  considère 
que  les  abscisses  i ',  t" ,  t'",  ainsi  que  les  ordonnées  correspondantes  u  , 
u",  u",  peuvent  être  regardées,  en  général,  comme  des  fonctions  du  temps 
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écoulé  depuis  une  époque  donnée,  et  qu'ainsi  en  nommant  9  le  temps  de 
la  seconde  observation,  et  par  conséquent  9  —  9'  et  9  -1-5"  les  temps  de  la 
première  et  de  la  troisième,  les  quantités  t",  u"  deviendront  t',  u'  et  t'",  u'" 
en  y  changeant  9  en  6  —  9'  et  9  -+-  9". 

Or  on  sait  que,  si  <p  est  une  fonction  quelconque  de  9,  elle  devient 


r*-Je 


lorsque  9  devient  9  —  9' ,  et 


d2<?  6'2 


rf29  6"- 


de 


orsque  9  devient  9  -\-9" . 

Donc  on  aura 

dt"    a,          dH" 

t  =  t  -d96  +  MF 

6"- 

2 

,         „      du"           d2u" 
u=u--d8B  +~d¥ 

2 

dt"  Drl       dH" 

2 

...        ,,       du"  ...       d'u" 

0" 
2 

Mais  on  a  par  la  théorie  des  forces  centrales,  en  prenant  d.9  pour 

constante, 

dH"  _  _  Ft"       d2u"  _       Fu" 

~J¥       ~  7^  '     ~d¥  ~  ~  T7^  ' 

Donc  les  expressions  précédentes  deviendront 


dt"  a, 

Ft" 

t'  =  t" 

~dê  6 

2  r"3 

u'  =  u" 

de 

Fu" 

t'"  —  t" 

dt"  a„ 

+  deQ 

Ft" 
ir"s 

«"'=  u' 

■  j_  du"  a« 

Fu" 
2  r"' 

IV.  59 
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Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  l'hypothèse  du  mouvement  rectiligne  et 
uniforme,  on  ne  prend  que  les  deux  premiers  termes  de  chacune  de  ces 
formules;  en  effet  si  des  deux  équations 


dt"  „,        ,„       „      dt" 


,,.     •       dt"     .,    . 
on  élimine  -t^j  il  vient 


9")t"—Q"t> 


et  de  même  si  l'on  élimine  -jj  des  équations 

„      du"  du"  .., 

U   =  II 77T  0  ,         U     =  U    H f-pr   0    , 

d9  dd 

on  a 

,„      (e'+6")u"—6"u' 

«  = e> ; 

formules  identiques  avec  celles  qu'on  a  trouvées  directement  dans  l'hy- 
pothèse dont  il  s'agit  (8). 

Il  est  donc  nécessaire  d'avoir  égard,  dans  les  valeurs  des  quantités 
précédentes,  aux  termes  où  les  quantités  6',  ô"  montent  au  second  degré. 

En  substituant  les  valeurs  ci-dessus  dans  les  formules  du  n°  7,  on 
trouve 


u"dt" —  t"du"  . 

L=        de        e> 

M-u"'dt"j6t"du"(e'+e»)( 

F  9'  9" 

u"dt" —  t." du"  ... 

N  =  j75 8", 

où  le  terme  — ^-  est  l'effet  de  la  courbure  de  l'orbite. 

2  r  3 

Or,  quoique  ce  terme  devienne  très-petit  du  second  ordre  vis-à-vis  de  i , 
lorsque  0' ,  6"  sont  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre,  il  n'est  pas 
néanmoins  permis  de  le  négliger  dans  les  valeurs  des  quantités  F,  T",  T'" 
des  expressions  de  p',  p",  p'"  du  n°  8. 
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En  effet  si  l'on  substitue  dans  ces  quantités  les  valeurs  précédentes  de 
L,  M,  N,  et  qu'on  suppose,  en  général, 

<3  =  0"R'  sin(«  —  A')  —  (0'  -t-  0")  R"  sin(a  —  A")  +  0'R"'  sin(a  —  A'"j, 

qu'ensuite  on  dénote  par  §',  à",  B'"  les  valeurs  de  §  correspondantes  à 
a  =  «',  a",  a'",  on  aura 

_  u" dt"  —  i"du"  r         F (  0'  h-  0"  )  0'  0"  R"  sin («'  —  A"  )"| 

_  u"dt"  —  t"du"  |~  F(0'+0")0'0"R"sin(a"— A")"| 

de  L     +  "  2r">  ~J' 

_  u!' dt"  —  t" du!'  Y         F(0'+0")0'0"R"sin(«"'—  A"  ) "1 

Or  en  supposant  que  les  intervalles  6'  et  6"  entre  les  observations  soient 
très-petits  du  premier  ordre,  il  est  visible  que  la  quantité  (ô'-h  6")6'6" 
devient  très-petite  du  troisième  ordre;  par  conséquent  on  pourra,  dans 
les  expressions  précédentes,  négliger  les  termes  affectés  de  cette  quan- 
tité, à  moins  que  dans  la  même  supposition  les  quantités  à',  §",  à'"  ne 
deviennent  aussi  très-petites  du  même  ordre. 

12.  Je  considère  donc  que,  l'orbite  de  la  Terre  étant  à  très-peu  près 
circulaire  et  décrite  d'un  mouvement  uniforme,  les  rayons  R',  R",  R' 
peuvent  être  sans  erreur  sensible  supposés  égaux,  et  les  différences  de 
longitude  du  Soleil  A"—  A',  A'" — A"  supposées  proportionnelles  aux  in- 
tervalles de^temps  Q',  ô";  et  ces  suppositions  seront  d'autant  plus  exactes 
que  ces  intervalles  seront  très-petits. 

On  aura  donc  ainsi 

R'  =  R"  =  R  '" 


.'i 


par  conséquent 


A'  =  m  6' ,     A'"  —  A"  =  m  t 


A'  =  A"  —  m  0',      A'"  =  A"  -+-  m  9"; 
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et  la  quantité  5  deviendra 

o  =  R"[0"sin(a  —  A"+mfl')  —  (0'-t-  0")  sin(«  —  A")  -t-  0'  sin(«  —  A"—  m0")]. 
Mais  5'  et  6"  étant  très-petits,  on  a 
sinia—  A"+  mS')  =  sin(a  —  A")  -+-  m 6'  cos(<x  —  A") sin  (a  —  A") 

^ —  cos  (  «  —  A  )+..., 

sin(a  —  A"—  m 6" )  =  sin(a  —  A")  —  m 0"  cos(a—  A") sin(a  —  A") 

H 7T —  cos  (a  —  A  )-*-...  . 

Donc,  substituant  et  négligeant  les  quantités  des  ordres  supérieurs  au 
troisième,  on  aura 

§  = —  — - —     —  sin  (  a  —  A  ), 

2 

quantité  qui  est,  comme  l'on  voit,  du  troisième  ordre. 

Donc,  faisant  successivement  a  =  a',  a",  a'"  pour  avoir  les  valeurs  de 
§',  8",  §"',  et  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  F, 
T",  T"  du  numéro  précédent,  on  aura 

u"dt"—t"du"(Q'+B")6'Q"R."(    ,        F\    .    ,    , 


de 

2 

iï'dt" —  t"  du" 

(0'+0")0'0"R" 

d9 

2 

u"  dt"  —  t"  du" 

(  0'  -+-  0"  )  0'  0"  R" 

F'= tq -    m'--^    sin(a"-A"!, 


F"=  -"70^  -^-^sinïa'V'A"). 

Substituant  donc  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  L,  M,  N  dans  les  ex- 
pressions de  p',  p",  p'"  du  n°  8,  et  faisant,  pour  abréger, 

jj!  =  sin  (3"  cos [3'"  sin  ( a'"—  A"  )  —  sin  (3'"  cos (3"  sin  ( a"  —  A"  ), 
[x"=  sin (3'"  cos (3'  sin  (a'  —  A"  )  —  sin  |3'  cos  (3'"  sin  (  a!"—  A"  ), 
^"'=sin(3'  cos(3"sin(a"—  A")  —  sin  (3"  cos(3'  sin  («'  —  A"), 
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ay 


¥6' 6 

2V     I+  ^7777 


R./F 


(e'  +  ney     /  f 

= — ! — :  R    I  -ir.  —  /w 

ay 


Il  est  visible  que  ces  expressions  ne  sauraient  être  réduites  davantage, 
si  ee  n'est  en  négligeant  dans  le  dénominateur  de  p"  le  terme  du  second 

F  Q'  B" 
ordre  — irr  vis-à-vis  de  i,  ce  qui  donnera 


p»=^R" 

iy 
Or  la  quantité  r"  est  donnée  en  p"  par  la  formule 

r"2z=  R"J  -+-  ap"R"  cos(a"—  A")  cos(3"-+-  p"-. 

Donc,  si  l'on  fait  cette  substitution  dans  la  dernière  équation,  on  aura 
une  équation  où  il  n'y  aura  d'inconnue  que  p",  et  qui  servira  à  la  déter- 
iner. 

13.  Soit,  pour  abréger, 

,  _  0'ô'V'R" 


miner. 


ay 


il». 


donc 

XF  —  (Xm2  — p")r"3; 

prenant  les  carrés  et  substituant  la  valeur  de  r"2  en  p,  on  aura  L'équation 

(p"—  Xm2)2[R"2-(-  ap"R"  cos(a"  — A")  cos(3"  h-  p"2]3  —  X2F2  =  o, 

laquelle  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  à  p"  montera  au  hui- 
tième degré. 
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Or  je  remarque  que  F  étant  la  force  attractive  du  Soleil  à  la  distance  i , 

F  .  . 

jtt^  sera  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre  à  la  distance  R";  si  donc  on  re- 

F 

garde  l'orbite  de  la  Terre  comme  circulaire,  il  faudra  que  ^  soit  égale 

à  la  force  centrifuge  de  la  Terre;  mais  on  a  supposé  que  m  dénotait  la 
vitesse  angulaire  de  la  Terre;  donc  sa  vitesse  réelle  sera  mW,  et  la  force 

centrifuge  — =^r    =.m2W;   donc  =7777  =  m2R";  donc 

F  =  m2R"s. 

Mais  si  l'on  veut  tenir  compte  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre, 
on  remarquera  que  par  les  Théorèmes  de  Newton  la  même  force  abso- 
lue F,  qui  fait  mouvoir  la  Terre  dans  une  ellipse  dont  R"  est  le  rayon 
vecteur,  pourrait  lui  faire  décrire  en  même  temps  un  cercle  dont  le  rayon 
serait  égal  au  demi-axe  de  l'ellipse,  et  avec  une  vitesse  égale  à  celle  que 
la  Terre  a  dans  l'ellipse  à  la  même  distance  du  Soleil ,  c'est-à-dire  au 
sommet  du  petit  axe.  Nommant  donc  a  le  demi-axe  de  l'ellipse  ou  la  dis- 
tance moyenne  de  la  Terre,  et  g  sa  vitesse  angulaire  moyenne,  on  aura 
également  V  =  g2a3;  or  g  étant  la  vitesse  angulaire  dans  le  cercle, 
ag  sera  la  vitesse  réelle,  laquelle  est  égale  à  la  vitesse  réelle  dans  l'el- 
lipse au  sommet  du  petit  axe;  donc  nommant  b  le  demi-petit  axe,  on 

aura  bg  pour  la  vitesse  circulatoire  autour  du  foyer,  et  —  pour  la  vitesse 

angulaire;  mais  par  la  loi  des  aires  il  est  visible  que  les  vitesses  angu- 
laires sont  réciproquement  proportionnelles  aux  carrés  des  distances; 

donc  la  vitesse  angulaire  ma  la  distance  R"  sera  à  la  vitesse  angulaire  -s 

à  la  distance  a,  comme  =77-  est  à  — ;  donc 
R  -  a- 

ubs 

Si  l'on  prend,  pour  plus  de  simplicité,  la  distance  moyenne  de  la  Terre 
pour  l'unité,  et  qu'on  exprime  les  temps  par  le  mouvement  moyen  du 
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Soleil,  on  aura  alors 

a  —  i,     g=i; 

donc 

F=..     -=^ 

or  l'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil  étant 
o,oi68<  ' 


5o' 


b> 


y  25001 


donc  en  prenant  £=  i ,  on  ne  commettra  qu'une  erreur  presque  insensible. 
Nous  ferons  donc  F  =  i  et  m=  ^p  moyennant  quoi  le  dernier  terme 
de  l'équation  en  p.",  lequel  est  X2(/n''R"6  —  F2),  deviendra  l2 


R», 

et  sera  par  conséquent  nul  lorsque  R'  =  i ,  c'est-à-dire  lorsque  la  seconde 
observation  aura  été  faite  dans  les  moyennes  distances  de  la  Terre;  mais 
comme  l'orbite  de  la  Terre  est  presque  circulaire,  R"  sera  toujours  à  très- 
peu  près  égal  à  i;  par  conséquent  si  le  dernier  terme  de  l'équation  en  p" 
n'est  pas  exactement  nul,  il  sera  du  moins  toujours  extrêmement  petit, 
et  pourra  être  pris  pour  nul,  d'autant  plus  qu'il  ne  s'agit  ici  que  d'une 
détermination  approchée. 

L'équation  en  p"  s'abaissera  donc  par  là  au  septième  degré,  et  aura 
nécessairement  une  racine  réelle;  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que 
cette  équation  ne  pourra  s'abaisser  davantage;  car  son  dernier  terme  sera 

—  2  1 m2 R"6-t-  6 X2 mA R"s  cos (a"—  À"  )  cos  j3"=  t— ;  [—  W^-h  3  À  cos [ai!  —  A")  cos (3"], 

quantité  qui  ne  peut  être  nulle,  en  général. 

Voilà  donc  la  limite  fixée  par  la  nature  même  du  Problème,  et  au-des- 
sous de  laquelle  il  est  impossible  de  le  rabaisser,  quelque  petits  qu'on 
suppose  les  intervalles  entre  les  trois  observations;  car  il  est  facile  de  se 
convaincre  que  la  quantité  >.  demeure  toujours  finie,  même  en  suppo- 
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sant  5'  et  6"  infiniment  petites,  puisqu'alors  les  différences  entre  a  ,  a",  a.".' 
devenant  infiniment  petites  du  même  ordre,  ainsi  que  celles  entre  |3',  /3", 
j3"',  la  quantité  p."  devient  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  la  quan- 
tité 7  infiniment  petite  du  troisième;  en  sorte  que  X  sera  nécessairement 
une  quantité  finie. 

Il  est  visible  que  la  solution  précédente  sera  entièrement  rigoureuse 
dans  l'infiniment  petit,  mais  que  son  exactitude  diminuera  à  mesure  que 
les  intervalles  entre  les  observations  seront  plus  grands;  on  pourra  ce- 
pendant l'employer  dans  tous  les  cas  comme  une  solution  approchée, 
pour  en  tirer  les  premières  valeurs  des  inconnues;  et  c'est  la  seule  solu- 
tion directe  dont  le  Problème  proposé  soit  susceptible.  C'est  ce  que  nous 
confirmerons  plus  bas  par  une  analyse  encore  plus  rigoureuse. 

14.  Il  n'est  pas  difficile  au  reste  de  ramener  cette  solution  à  la  Géo- 
métrie. Car,  ayant  tiré  la  droite  infinie  TA  {fig.  i)  et  pris  dans  cette 


droite  la  partie  TA  ==m2X,  qu'on  mène  par  le  point  T  la  droite  TS  =R", 
qui  fasse  l'angle  STA  tel  que 

cos  STA  =  cos  (  a."  —  A"  )  cos  P", 

la  question  sera  réduite  à  trouver  dans  la  droite  TA  un  point  C  tel  que 
l'on  ait 

AC  :  AT  =  TS3:  SC3; 

et  l'on  aura  alors  TC  =  p". 
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Car  il  est  visible  que  l'on  a  par  la  construction 


SC  =  y/R"2  -r-  2  p"  R"  cos  (  a"  —  A"  )  cos  (3"  -+-  p"2  =  /■", 
et  que  la  proportion  précédente  donne 

m-\— p":m2X=  R"3:;-"3, 

savoir 

ros*R"a  =  {m2ï  —  p")r"3; 

mais  nous  avons  vu  que  m2R"3  —  F;  donc 

/F  =  (  w2?v  —  p")  r"3: 

ce  qui  est  l'équation  trouvée  dans  le  n°  13. 

Or  R"  étant  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  au  temps  de  la  seconde 
observation,  p"  la  distance  de  la  Terre  à  la  Comète  et  r"  le  rayon  vecteur 
de  la  Comète,  il  est  visible  que  les  trois  points  T,  S,  C  représenteront  les 
lieux  de  la  Terre,  du  Soleil  et  de  la  Comète  au  temps  de  la  seconde  ob- 
servation; et  la  solution  précédente  reviendra  à  celle  que  M.  Lambert  a 
proposée  dans  les  Mémoires  de  1771 ,  et  dont  nous  avons  déjà  fait  men- 
tion dans  le  premier  Mémoire.  La  méthode  de  M.  Lambert  est  fondée 
uniquement  sur  la  considération  synthétique  de  l'orbite  apparente  de  la 
Comète,  et  n'en  est  que  plus  ingénieuse;  mais  elle  ne  fait  pas  voir  que 
la  solution  qui  en  résulte  a  réellement  le  dernier  degré  de  simplicité 
qu'on  puisse  donner  au  Problème  des  Comètes  envisagé  directement,  et 
il  n'y  avait  qu'une  analyse  telle  que  la  précédente  qui  pût  lui  procurer 
cet  avantage;  sur  quoi,  voyez  les  n"s  20  et  suivants. 

15.  Après  avoir  considéré  le  Problème  des  Comètes,  pour  ainsi  dire, 
dans  l'infïniment  petit,  il  est  nécessaire  de  l'envisager  sous  un  point  de 
vue  plus  général,  en  supposant  les  intervalles  entre  les  observations 
d'une  grandeur  quelconque. 

Pour  cela  je  "remarque  d'abord  que  tout  se  réduit  à  connaître  les  va- 
leurs des  quantités  L,  M,  N  du  n°  7.  Or  i ,  u'  étant  des  coordonnées  rec- 
tangles du  lieu  de  la  Comète  dans  la  première  observation,  prises  du 
IV.  60 
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centre  du  Soleil  et  clans  le  plan  même  de  son  orbîte,  et  de  même  t",  u" 
et  t'",  u!"  étant  les  coordonnées  rectangles  des  lieux  de  la  Comète  dans  la 
seconde  et  dans  la  troisième  observation,  il  est  facile  de  voir  que  la  quan- 
tité    exprime  l'aire  du  triangle  formé  par  les  deux  droites  me- 
nées du  centre  du  Soleil  aux  lieux  de  la  Comète  dans  la  première  et  dans 
la  seconde  observation  et  par  la  corde  qui  joint  ces  deux  lieux,  c'est- 
à-dire  qui  sous-tend  l'arc  parcouru  dans  l'intervalle  des  observations; 
triangle  que  nous  nommerons  dorénavant  secteur  triangulaire  décrit  par 
la  Comète;  tandis  que  nous  appellerons  secteur  parabolique  l'espace  com- 
pris par  les  mêmes  rayons  vecteurs  et  par  l'arc  parabolique  parcouru  par 

la  Comète.  Pareillement '■ —  sera  le  secteur  triangulaire  décrit 

pendant  l'intervalle  de  la  seconde  à  la  troisième  observation,  et  — 


sera  par  la  même  raison  le  secteur  triangulaire  décrit  depuis  la  première 
jusqu'à  la  troisième  observation.  Ainsi  les  quantités  L,  N,  M  ne  sont 
autre  chose  que  le  double  de  ces  différents  secteurs  triangulaires,  et  toute 
la  difficulté  se  réduit  à  déterminer  la  valeur  de  ces  secteurs  en  connais- 
sant le  temps  employé  à  les  décrire.  Mais  il  est  visible  que  cette  donnée 
ne  suffit  pas,  et  qu'il  faut  nécessairement  y  ajouter  encore  quelque  autre 
quantité  relative  aux  lieux  de  la  Comète  dans  son  orbite;  et  nous  allons 
voir  qu'en  supposant  l'orbite  parabolique,  comme  cela  a  lieu  pour  les 
Comètes,  il  suffit  de  connaître,  outre  le  temps,  encore  la  somme  des 
deux  rayons  vecteurs  qui  comprennent  le  secteur  cherché. 

Il  est  facile  de  prouver  par  la  Géométrie  que,  si  l'on  nomme  2  w  l'angle 
intercepté  par  les  deux  rayons  vecteurs  r'  et  r",  on  aura  rVsinwcosw 
pour  l'aire  du  triangle  formé  par  ces  deux  rayons  et  par  la  droite  qui 
joint  leurs  extrémités,  de  sorte  qu'on  aura 


\r  r  sin&j  cosw. 


Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  l'angle  w  par  le  temps  B'  em- 
ployé par  la  Comète  à  le  parcourir. 
Or  on  sait  que  dans  les  sections  coniques,  décrites  en  vertu  d'une  force 
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tendante  à  l'un  des  foyers  et  réciproquement  proportionnelle  au  carré 
de  la  distance,  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque  est  tou- 
jours proportionnel  à  l'aire  du  secteur  curviligne  divisée  par  la  racine 
carrée  du  paramètre,  tant  que  la  force  attractive  absolue  demeure  la 
même.  Commençons  donc  par  déterminer  l'aire  d'un  secteur  parabolique. 

16.  Soit,  en  général,  r  le  rayon  vecteur  d'une  parabole  dont  le  para- 
mètre soit  l\p,  et  soit  <p  l'anomalie  correspondante,  c'est-à-dire  l'angle 
formé  au  foyer  par  le  rayon  r  et  par  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  le 
foyer  et  le  sommet.  On  aura 

->p       _     p 

i  -+-  cosç  ~~        ,  cp 

cos-  x 

i 

pour  l'équation  de  la  parabole;  donc  l'élément  du  secteur  parabolique 

sera 

r'2d(o p1dw 

2C0S*- 


dont  l'intégrale  sera 


y92sin-        ip-  sin 


3,9  3  9 

3cos3X         3cos- 


c'est-à-dire,  à  cause  de  cos2  -  = 


,  9 
i  +  tang - 


donc  le  secteur  compris  entre  deux  rayons  vecteurs  r'  et  r"  qui  répondent 
aux  anomalies  m'  et  cp"  sera  exprimé  par  cette  formule 

P2  I  tang  3L  -  tang  %  +  ^  l tang3  ^-  -  tang3 £-  \    • 


Or  on  a 


P 

cos2- 


6o. 
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donc,  si  l'on  fait 

ta'  -+-  a"  =  i  <!fi,     <p"  —  <ù'  =  2  (ù, 

en  sorte  que  w  soit  la  moitié  de  l'angle  intercepté  entre  les  deux  rayons  r 
et  r"  qui  renferment  le  secteur  dont  il  s'agit,  on  aura  d'abord 


v£= 


cos  —       cos i  —  tang- tariç 


d'où  l'on  tire 


o'  di  —  6)  lll  ' 

cos  —        cos  - — —       i  -+-  tang  -  tang 


ûi  Jr"—Jr' 

tang  i  =  — 


(^r"+  y/V)  tang  - 
On  a  de  plus 


cos  —  cos  — 

2  2 

d'où  l'on  tire 


Mais 


r" 7—û  0'  ®"  \lr'r"   ,  'l  \ 

yi>  =  y/r'r'  COS  —  COS--  =  - (COSlp  -4-  COS6)) 


i  -tang2^       (^"-t-y/i-'/tang1^  —  (y/r"-  y/r'j2 


cosdi  = 


tan. 


„  + 


;  y/r"  H-  y/r'  )2  tang'  5  ■+■  (y/r"  -  y/r'  )2 


(r''+,^(vtang^-,j  +  2^r^tang--+.j^2v/^_,>,+^)cosM 
(r»+r')  (tang2^  +.U2V/7V7(tang^  -.)  ~    r'+r"-  W^coso, 


en  substituant  la  valeur  précédente  de  tang-;  ajoutons  à  celte  quantité 

cos  «,  et  l'on  aura 

iJr'r"  sin2w 

COS  <h  -+-  COS  6)  =  ! ■ ", 

;•'  -+-  r"  —  i\jr' r"  cosw 

donc 

r'r"  sin2to 

/■'  -\-  r"  —  2  y//''r"  C0S6J 
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-Maintenant,  puisque 

'Il  w 

,  .  tang  - tang  - 

©  >L  —  (ù  2  °   2 

tang  —  =  tangT =  —        = , 

2  2  di  <u 

i  -h  tang  —  tang  - 

si  l'on  substitue  pour  tang  -  sa  valeur  trouvée  ci-dessus,  on  aura 

ca'         J  r"  costo  —  J  r' 

tang  —  = = !—  , 

2  \J  r"  sinw 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière,  à  cause  de  <p"=  ^  •+-  to, 

es"        i/r"  —  J  r'  costo 

tang  —  = =* -, 

2  ^/r' sin  to 

donc 

©"  ©'        r'-t-  /'"—  2  i/r'r"  coso) 

tang J tang  —  = -=-* s 

y/r'/'"  sinto 

et 

es"  o'        (r" — Jr'r"  costo)3-t-  (  r' — Jr'r"  costo)3 

tang3  - tang3  —  =  —   — * '-=ï - — 

22  .       /•' r"  ^r'r"  sin3to 

.     r'3-t-r"3— ,3(r''-i-r"2)y/r'r"costo-!-3(r'-f-r")r'r"cos2to  —  %r"r"  Jr'r"cosscù 

r'  r"  \fr' r"  sin'w 

Donc 

3  I  tang  -J tang  —    -+-  tang3  J tang3  -^ 

égale 

3r'r"(r'  -h  r"  —  2  Jr'r"  cosw)  (i  —  cos2  to)  -+-  r'3  -i-  r"3  —  3(r'2  -t-  r"-)  Jr'r"  cosa 
-+-  3(r'  -+-  /•")  r'r"  cos2to  —  a  /■';•"  y'r'r"  cos't», 

divisé  par  r'r"  y/rV"  sin'w;  ce  qui  se  réduit  à  cette  quantité 

(  r'-t-  r")3 —  3 (/*'-)-  r"  )2  y/r'r"  costo  -4-  ù^r'  r"  \Jr' '  r"  cos3&> 

/    //    i—r-û~T~,  * 

r  r    \/r  r    sin3w 

;_  (r'-t-  r"  —  i\Jr'  r."  costo)"  (r'-t-  r"  -+-  y/r'r"  costo) 
r'  r"  \jr' r"  sin3t» 
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Multipliant  cette  quantité  par 


p-                      r-r  2sin4w 

3         3  (/•'-+-  r"  —  ■}.  \Jr'r"  cosw)2 

on  aura 

(,./_,_  r"  _)_  y//.V'cosco)  yVV'sinw 

pour  le  secteur  parabolique  renfermé  entre  les  deux  rayons  vecteurs  r' 
et  r"  qui  comprennent  l'angle  2w. 

Cette  expression  est  assez  remarquable,  parce  qu'elle  est  indépendante 
du  paramètre  de  la  parabole  et  du  lieu  du  périhélie.  M.  Lambert  est  le 
premier  qui  l'ait  trouvée  dans  son  beau  Traité  des  Orbites  des  Comètes, 
d'où  j'aurais  pu  l'emprunter  si  je  n'avais  cru  faire  plaisir  aux  Géomètres 
en  la  déduisant  des  formules  ordinaires  de  la  parabole. 

Qu'on  divise  maintenant  la  quantité  précédente  par 

v//''r"sin&j 


\r'-i-  r"  —  2  <Jr'r"  cosw 


on  aura  une  quantité  proportionnelle  au  temps  6'  employé  par  la  Comète 
à  décrire  l'angle  2w  =  <p"— ©';  donc 


3K9'=  (/-'-t-  r"  -h  \jr'r"  cosw)  y  r'  -+-  /•"  —  2  <Jr'r"  cosw, 

le  coefficient  K  étant  le  même  pour  toutes  les  Planètes  et  les  Comètes  qui 
tournent  autour  du  Soleil.  De  sorte  que,  nommant  D  le  temps  périodique 
d'une  Planète  quelconque,  A  l'aire  de  l'ellipse  décrite  par  cette  Planète 
et  4P  le  paramètre  de  cette  ellipse,  on  aura  aussi 

KD=4, 
v/P 

et  par  conséquent 

DvT> 

En  prenant  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour  l'unité, 
c'est-à-dire- en  faisant  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  de  la  Terre  =  1  et  le 
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demi-petit  axe  =  b,  on  a  A  =  i  x  1 8o°  ;  de  plus  on  a,  par  les  propriétés 


de  l'ellipse,  p  =  — -,  donc 


K-     ~^D 


Donc,  si  l'on  représente  le  temps  par  le  mouvement  moyen  du  Soleil, 
on  aura  D  =  36o°,  et  par  conséquent 

en  sorte  que  l'équation  ci-dessus  deviendra 


— =  ô' =  (r'  +  r"  +  \/r'r" cosoj)  yr'  H-  r"  —  a  y/rV'cosw, 
y/2 

où  5'  devra  être  exprimé  par  l'arc  du  mouvement  moyen,  réduit  en  par- 
ties du  rayon. 

17.   Or  nous  avons  déjà  trouvé  (15) 

L  =  2 /•'/*"  sinw  cosm; 

donc,  si  l'on  divise  cette  quantité  par  la  valeur  de  \jp  du  numéro  précé- 
dent, on  aura 


-—  =  zJr'r"  cosw  yr'-{-  r" —  iJr'r"  cosw, 

et,  divisant  encore  cette  équation  par  celle  qu'on  a  trouvée  en  dernier 

lieu,  il  viendra 

L  6'  \Jr'r"  cosw 

3  \jip        r'  -+-  r"  -f-  \Jr'r"  cosw 

Soit,  pour  abréger, 

\Jr'r"  cosoj 


r'  ■+-  r"  -+-  tjr'r"  cosw 
et,  faisant  de  plus 


r  -4-  r    =  7.S, 
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on  aura 

»  r'/'"cos&)=  ; 

i  —  z 

et,  substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  du  numéro  précé- 
dent, elle  deviendra 

39'  I  v'i-St 

—=  =\is\-  - -• 


V3 

Cette  équation,  en  faisant 

2 

r  =  i-'3«, 
se  change  en  celle-ci 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  v,  laquelle  ne  dépendra,  comme  l'on  voit, 

nue  de  celle  de  —  • 

D'où  l'on  conclura  d'abord  que,  lorsque  6'-  est  proportionnel  à  s3,  la 
quantité  v  sera  constante,  ainsi  que  la  quantité  x,  et  que  par  conséquent 
L  sein  simplement  proportionnelle  à  5';  d'où  résulte  le  Théorème  sui- 
vant : 

Le  secteur  triangulaire  décrit  par  la  Comète,  dans  un  temps  quelconque . 
est  toujours  exactement  proportionnel  à  ce  temps,  lorsque  le  cube  de  la 
somme  des  deux  rayons  vecteurs  qui  comprennent  ce  secteur  est  propor- 
tionnel au  carré  du  temps. 


18.  L'équation 


peut  se  résoudre  par  approximation,  au  moyen  des  formules  que  j'ai 
données  dans  les  Mémoires  de  1768;  et  l'on  peut  avoir,  par  ces  formules, 
non-seulement  la  valeur  de  v,  mais  encore  celle  d'une  puissance  quel- 
conque y'™.  Car  en  faisant,  pour  abréger, 
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et  appliquant  à  l'équation 

u  =  i  +  qu3 

les  formules  du  Problème  II  du  Mémoire  cité  (*),  on  aura 


t/"—  i  ■+■  mq  -+- 


m(m-\-5)  m(m  -h  n)(m  -h  8) 

— ï — ?+- — h f 


m  (  m  -+-  q  )  (  m  -+-  i  o  )  (  m  -+-  ï 1  ) 

+ ,.3.4 q  +-"-' 

et  dans  le  cas  de  m  =  ï 

u  =  i  +  ç  +  3ç2+  i2^3-i-  55  g4 -i-. . ., 

séries  qui  seront  toujours  convergentes  tant  que  q  sera  •<  —  >  et  par  con- 
séquent tant  que 

çn      16 

s3         9.! 

Or,  comme  la  condition  de  q  <<  —  est  aussi  celle  qui  rend  réelles  toutes 

les  racines  de  l'équation 

v  —  i  ~h  qu\ 

on  pourra  aussi  employer  dans  ce  cas  la  trisection  de  l'angle.  En  effet, 
si  l'on  considère  l'équation 

sin3v  =  3sinv  —  4  sin3i/ 

et  qu'on  la  mette  sous  la  forme 

3sinv  (2  sin3v)2  /3  sinv 


sin3v  27         \sin3v 

on  aura,  en  la  comparant  à  la  proposée, 

3sinv  .    _         3t/3o 

u=— — =-     et     sin3v=  — — i- 
sin3v  2 

Mais  cette  solution,  ainsi  que  la  précédente,  n'aura  lieu  que  tant  que 

(*)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  53. 

IV.  61 
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—  sera  <  —  ;  dans  les  autres  cas  il  faudra  avoir  recours  à  l'équation  pri- 
mitive 

v  =  i  -t-  qv3, 

laquelle  n'aura  plus  qu'une  racine  réelle. 

19.  Donc,  si  l'on  fait 

on  aura 

T'=0'(3  —  2v), 

et  la  quantité  u  sera  déterminée  par  l'équation 


3  (  r'  -t-  r"  f     ' 
laquelle,  si 


{r'-+r"y       9' 


donne,  par  approximation, 

0'2 


48 .[Ï±Ï.Y      ,44 /; 


ou  bien,  par  la  trisection  de  l'angle, 

3  sin  v  4  sin3  y 

u  =      .     -      =  I  -4-    f.     -      , 

siniv  sm3v 

en  faisant 

.    ,                  3Ô' 
sin  3  v  = T  ■ 


4" 


Si  donc  on  change  dans  ces  formules  6'  en  5"  et  r',  r"  en  r",  r'",  et 
qu'on  dénote  par  T"ce  que  devient  alors  la  quantité  T',  il  est  aisé  de  con- 
clure de  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n°  15  qu'on  aura  pareillement 

N  =  T'V^- 
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Enfin  on  aura  par  la  même  raison 

M=T"'v/2p, 

en  dénotant  par  T"  ce  que  devient  T'  lorsqu'on  y  change  r"  en  r'"  et  6'  en 
6'  +  0". 

Si  donc  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  r',  T",  T'"  du 
n°  8,  et  qu'on  fasse,  en  général, 

A  =  T"  R'  sin  ( a.  —  A' )  —  T'"  R" sin  ( a  —  A"  )  ■+-  T' R'" sin  a  —  A'"  ), 

qu'ensuite  on  dénote  par  A',  A",  A'"  les  valeurs  de  A  correspondantes  à 
(/.  =  (/.',  a",  a'",  on  aura 


F  =  A'  fî~p ,     T"=A"<j2p,     F"  =  A'"  jip . 


Donc  enfin 


, A'"sin(3"cos(3'"— A"sin(3'"cos(3" 

T"y 

„ _  A'  sin  (3'" cos  (3'  —  A'" sin  (3'  cos  (3'" 

-T'y 
„_  A" sin (3' cos (3"— A' sin [3" cos (3' 


la  quantité  y  étant  (numéro  cité) 

y  =  sin  (a"  —  a' )  cos  (3' cos  (3"  sin  [3'"  +  sin  (a'"—  a")cos(3"cos(3'"sin(3' 
+  sin  (a'—  a'")  cos  |3'"  cos  [3' sin  (3". 

Telles  sont  les  formules  rigoureuses  du  Problème  des  Comètes,  pré- 
sentées sous  la  forme  la  plus  simple  et  en  même  temps  la  plus  propre  à 
fournir  des  approximations  directes  et  faciles. 

On  se  souviendra  que  dans  ces  formules  a',  a",  a"  sont  les  trois  longi- 
tudes de  la  Comète  observées,  jS',  ]3",  |3'"  les  trois  latitudes  observées,  A', 
A",  A'"  les  trois  longitudes  de  la  Terre  dans  les  instants  des  observations, 
R',  R",  R'"les  trois  distances  de  la  Terre  au  Soleil  dans  les  mêmes  instants 
(en  prenant  La  distance  moyenne  pour  l'unité),  6',  S" les  intervalles  entre 
les  deux  premières  et  entre  les  deux  dernières  observations,  ou  plutôt 
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les  angles  du  mouvement  moyen  du  Soleil  qui  répondent  à  ces  inter- 
valles; ces  quantités  sont  toutes  données  par  les  observations  ou  par  le 
calcul.  Enfin  p',  p" ,  p"  sont  les  trois  dislances  de  la  Comète  à  la  Terre, 
lesquelles  sont  en  même  temps  les  trois  inconnues  du  Problème,  et  r', 
r",  r'"  sont  les  trois  rayons  vecteurs  de  la  Comète  dans  son  orbite  autour 
du  Soleil,  lesquels  dépendent  des  inconnues  p',  p",  p'",  de  cette  ma- 
nière (8j 

r"  =  R'-  -)-  2p'  R'  cos  (a'  —  A'  )  cos|3'  +  p'2, 

r"2=  R"2 -I-  2 p"  R"  cos  ( a"  —  A")  cos  (3"  -+-  p"2, 
r"*=  R'"2+  2p'"R'"cos(a'"—  A'")cos(3'"-t-  p'"2. 

20.  Si  dans  ces  trois  dernières  équations  on  substitue  pour  p',  p",  p'" 
leurs  valeurs  trouvées  plus  haut,  on  aura  les  valeurs  de  r',  r",  r'"  en  quan- 
tités toutes  connues,  et  en  T',  T",  T"  qui  dépendent  à  leur  tour  de  r', 
r",  /•'". 

On  a  donc  ainsi  trois  équations  entre  les  trois  inconnues  r',  r",  r'",  dans 
lesquelles  ces  inconnues  sont  mêlées  entre  elles  en  sorte  qu'il  est  comme 
impossible  de  les  dégager.  Mais  si  l'on  suppose  que  les  intervalles  0',  6" 
entre  les  observations  soient  assez  petits,  ou  que  du  moins  on  les  re- 
garde comme  tels  pour  avoir  une  première  approximation,  alors  on 
pourra  employer  les  valeurs  de  T',  T",  T"'  en  série  et  ne  tenir  compte  que 
des  puissances  de  6'  et  6"  qui  ne  passeront  pas  un  certain  ordre. 

Comme  l'on  a 

T'=0'(3  —  au), 

réduisons  d'abord  la  quantité  v  à  son  premier  terme  qui  est  i,  en  y  né- 
gligeant toutes  les  puissances  de  5';  il  viendra 

T'=0', 
et  de  même 

T"=0",      T'"=.0'-f-0"; 

donc 

L  =  0's/apJ     H=e"sjy>,     M  =  ( .0'  +  6"  )  sf^p; 

donc 

N  _  ^1      M  —  6'  H"  e" 
L  ~  0'  '      L  ~       0' 
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C'est  le  cas  de  l'orbite  supposée  rectiligne  (9),  dont  nous  avons  démon- 
tré l'insuffisance. 

II  s'ensuit  de  là  qu'il  faut  nécessairement  tenir  compte  dans  la  valeur 

O0'S 

de  v  du  terme  suivant  -5— -f =— ■  Ainsi  l'on  aura 

3(r'  +  03 


par  conséquent 
et  de  même 


T  =  0' 


3(r'  -h  r"f 

4  e'3 

'  3(r' +  r")3 


r=r-:.  f9'  „.,    - 


3(/'"-f-r'")3  3  ( /■' -t- r'"  )' 

et  l'on  remarquera  que  ces  valeurs  sont  exactes,  aux  cinquièmes  dimen- 
sions près  de  6'  et  0". 

On  fera  donc  ces  substitutions  dans  la  valeur  de  la  quanfité  A,  et  il  est 
clair  que  la  substitution  des  premiers  termes  5',  ô",  B'-\-6"  donnera  la 
quantité  à  du  n° 11  ;  or,  comme  les  valeurs  précédentes  de  T',  T",  T'"sont 
exactes  jusqu'à  la  quatrième  dimension  de  9'  et  6"  inclusivement,  pour 
conserver  le  même  degré  d'exactitude  dans  la  valeur  de  A,  il  ne  faudra 
négliger  dans  celle  de  5  que  les  termes  où  les  dimensions  de  5'  et  6" seraient 
plus  hautes  que  la  quatrième.  Employant  donc  les  réductions  du  n°  12, 
mais  ayant  égard  de  plus  dans  les  valeurs  de  sin(a  —  A'j,  sin(a  —  A'") 

aux  termes  affectés  de  O'3  et  5"!,  et  faisant  m  =  5^  (13),  on  aura 


0  = Td^ sin(a 


2R"3  v  '  6R" 

C'est  la  première  partie  de  la  valeur  de  A. 
On  substituera  ensuite  les  termes 


4(6'+ 9") 


3(r'+r")3  3(r"+r"'j3  3(r'+r'")3 

à  la  place  de  T',  T",  T'"dans  l'expression  de  A,  et  comme  nous  ne  voulons 
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avoir  égard  qu'aux  quatrièmes  dimensions  de  6'  et  9",  il  est  visible  que 
dans  les  valeurs  de  sin(«  —  A')  et  sin  (a  —  A'")  il  faudra  rejeter  les  termes 
où  ces  quantités  monteraient  à  la  seconde  dimension.  On  fera  donc  sim- 
plement 

sin  (a  —  A')  =  sin  (a  —  A")  +  m  8'  cos  (a —  A") 

et 

sin  (  x  —  A'"  )  =  sin  (  a  —  A"  )  —  m  8"  cos  (  a.  —  A"  )  ; 

et,  supposant  toujours 

R'"=R"=R', 

on  aura  pour  la  seconde  partie  de  A  la  quantité 

4P     go  {e' -+- B"f         6"s     i  _,.  .  .,M 

"  4(7TT?^  -  (T^TT^  +  (T^T^J  R  Sin(a-A) 

4p       8'"  6"       16' 8"         . 

—  ?     — r, tït,  —  j—i 77—,     -mr  cos  a  —  A    . 

3  LC  -i-  r'")3        (  ;■'  -1-  r"  f  J    R" 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  ^r  =  n,  et 

■.i  +  w)«       4  r  '  _    (i+n)3  ■     »3        1  R,,  _ 

2R"3  3l(r'  -h  r"f        {r'  +  r'"Y        (■  r" -t- rw  )3J  ^' 

(  1  —  re2  )  n       4  f        n'  '        "1    w  

— 6R^        h  3  L('-"-+-r"')3  ~~  (,r'-hr")3J  ÏP  ~~  9' 

on  aura  cette  valeur  totale  de  A,  savoir 

A  =  —  8np  sin  (  a  —  A"  )  —  6'"  ç  cos  (  a  —  A"  ), 

laquelle  sera  exacte,  aux  cinquièmes  dimensions  de  0'  près. 

On  fera  donc  successivement  a.  =  a',  a",  a!"  pour  avoir  les  valeurs  de 
A',  A",  A",  et  l'on  substituera  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  T',  T",  T", 
dans  les  expressions  de  p',  p",  p'"  du  numéro  précédent. 

Mais,  comme  dans  la  valeur  de  A  on  n'a  eu  égard  qu'à.deux  puissances 
successives  de  6',  il  faudra  en  faire  de  même  dans  les  valeurs  de  T',  T",  T'"; 
par  conséquent,  comme  les  premiers  termes  de  ces  quantités  sont  de  la 
première  dimension,  il  y  faudra  rejeter  les  termes  de  la  troisième,  ce  qui 
réduira  ces  quantités  à  leurs  premiers  termes  6',  n6',  (î-hn)d'. 
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Faisant  donc,  comme  dans  le  nu  12, 

p.'  =  sin(3"  cos  (3'"  sin  (a'"—  A")  —  sin  (3'"  cos  (3"  sin  (a"  —  A"), 
fx"=  sin  (3'"  cos  (3'  sin  (a'  —  A")  —  sin  (3'  cos  (3'"  sin  (a'"—  A"), 
fi'"=sin|3'  cos(3"sin(<*"  —  A")  —  sin(3"cos|3'  sin  (a'  — A"), 

et  de  même 

v'  =  sin(3"  cos  (3'"  cos  (a'"—  A")  —  sin  (3'"  cos  [3"  cos  (a"  —  A"), 
i/'=  sin  (3'"  cos  (3'  cos  (  a'  —  A"  )  —  sin  (3'  cos  (3'"  cos  (  a'"—  A"  ), 
v"'=sin(3'  cos(3"  cos(«"—  A")  —  sin[3"  cos|3'  cosfa'  —  A"), 

on  aura 

, p  [j!  6'7        qv'  ô'3 


ny  ny 

pu"6'2  qv"B'1 


(i  +  7i)  y        (H-  n)  y 
„, p\i!"Qn        qv'"9'3 

y  y 

valeurs  qui  sont  exactes,  à  la  quatrième  dimension  de  Ô'  près. 

Or,  comme  les  quantités  p',  p",  p'"  sont  toujours  finies,  quelque  petit 
que  soit  l'intervalle  de  temps  0' ,  et  que  d'ailleurs/?  et  q  sont  aussi  par 

leur  nature  des  quantités  finies,  il  s'ensuit  que  les  quantités  — — -,  — — > 
- —  seront  nécessairement  toujours  des  quantités  finies;  et  comme  les 

quantités  v',  v",  v'"  sont  semblables  à  pf,  \j" ,  \s!" ,  on  en  conclura  que > 

v"6'->    v'"6'-  .  ...  .  ,  ....    „   . 
5  seront  pareillement  des  quantités  finies. 

y  y  f  1 

D'où  l'on  voit  que  les  seconds  termes  des  expressions  précédentes  de 
p',  p",  p'"  seront  très-petits  de  l'ordre  de  5',  et  que  par  conséquent  ces 
expressions  seront  exactes,  aux  quantités  de  l'ordre  de  ô'2  près. 

21.  Je  considère  maintenant  que,  si  les  intervalles  entre  les  trois  ob- 
servations sont  égaux,  ou  du  moins  à  très-peu  près  égaux,  on  aura  ra  =  i, 
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et  les  quantités/?  et  q  deviendront 

P~  R"3  +  3|_(/-'-t-r")3        (r'-t-r'")3  +  (r"+r'")3J       ' 

_4[ L_  '  1    ' 

9        3L('"/+/-'")3       (r'  +  r")'jR" 

Je  considère  ensuite  qu'en  regardant  le  rayon  vecteur  r"  de  la  parabole 
comme  une  fonction  du  temps  6  écoulé  depuis  une  époque  quelconque, 
les  rayons  vecteurs  r'  et  r'"  seront  de  pareilles  fonctions  des  temps  cor- 
respondants 6  —  5'  et  0  -+-  0' ,  à  cause  de  6"=  Q';  donc  on  aura,  aux  quan- 
tités de  l'ordre  de  6'2  près, 

dr"  -,        ,„        „      dr" 

r=r-w6'  r=r+we- 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  p  et  q,  et  négligeant  le  carré 
de  Q',  on  aura 

i  R"  R"    dr"  ., 

les  termes  qui  renfermeraient  la  première  dimension  de  0'  se  détruisant 
dans  la  quantité  p,  et  les  termes  sans  6'  se  détruisant  dans  q. 

Donc,  puisque  q  est  déjà  de  l'ordre  de  6'  et  que  les  quantités  , 

- — ,  - —  sont  aussi  de  l'ordre  de  Q',  il  s'ensuit  que  les  seconds  termes 

y       y 

des  valeurs  de  p',  p",  p'"  deviendront  de  l'ordre  de  Q"2,  et  par  conséquent 
devront  être  rejetés. 

Ainsi  donc  on  aura  simplement 

R"a'6 
P  =  — 


P   = 


y     \R" 

R'>"  S'- . 


iy      \R" 
et  ces  valeurs  seront  exactes,  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  Q'2 
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Si  l'on  ne  voulait  pas  supposer  ri  =  i,  c'est-à-dire  les  intervalles  entre 
les  observations  égaux,  alors  les  ternies  de  l'ordre  de  Q'  ne  se  détrui- 
raient pas  dans  les  expressions  de  p',  p",  p'";  mais  en  négligeant  ces  ternies 
on  aurait 


et  de  là 


y-y 

\  1 

n  W  [j." 

9'= 

(* 

iy 

i 

(i+B 

» 

R'>" 

'6" 

(i-t-ra)n  R"    .  ,.  .       (n-n)nR" 


,  __       (i-t-  n)K"[j.'6'2 1   i 


P   = 


9  iy  \R" 

Ces  expressions  s'accordent  avec  celles  du  n°  12  en  y  faisant  (13) 

F=-,      »=£, 

ce  qui  pourrait  servir  à  confirmer  la  bonté  de  nos  calculs;  mais  l'analyse 
précédente  fait  voir  de  plus  que,  si  l'on  y  fait  n  =  i,  alors  les  mêmes 
expressions  qui  ne  sont  exactes,  en  général,  qu'aux  quantités  de  l'ordre 
de  6'  près,  deviennent  exactes  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  ô'2;  re- 
marque très-importante  pour  l'usage  de  ces  formules,  et  que  l'analyse 
seule  pouvait  fournir. 

22.  Si  l'on  combine  l'équation 

„  _  nRy."8'2  /  i  i  \ 


2  y        \R">        r"3/ 
avec  celle-ci 

r"2  =  R"2  -i-  2  p"  R"  cos  (  x"  —  À"  )  cos'(3"  -+-  p"2, 

on  aura,  en  éliminant  r"2,  une  équation  en  p",  laquelle  sera  essentielle- 
ment du  huitième  degré,  mais  qui  en  faisant  R"=  i  s'abaissera  d'elle- 
même  au  septième,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  liaut  (13). 
IV.  6a 
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Mais  il  est  peut-être  plus  simple  d'éliminer  p",  pour  avoir  une  équation 
en  r",  laquelle,  en  faisant 

nR"p."6'- 
2y 


■  R"')/-"*  — 2R"cos(«"— A")cos[3"xXlr"3—  R"")4^  -  7prt 


Cette  équation  est  évidemment  du  huitième  degré;  mais  en  supposant 
R'  =  i,  ou  bien  en  mettant  simplement  R"3  à  la  place  de  R"''  dans  les 
termes  qui  contiennent  r"3  — R"4,  elle  deviendra  toute  divisible  par 
r"  —  R",  et  s'abaissera  par  là  au  septième,  degré. 

Mais,  pour  n'être  pas  embarrassé  dans  le  choix  des  racines  de  cette 
équation,  et  même  pour  pouvoir  trouver  avec  facilité  la  racine  cherchée, 
je  remarque  que  par  la  nature  du  Problème  les  deux  quantités  r"  et  p" 
doivent  être  toutes  deux  positives. 

Donc,  en  faisant,  pour  plus  de  simplicité, 

«R"u"ô'J      ,  ...       .„         „„  „„ 

=A,     cos(a  —  A  )  cosp  — •  e,     R  —  i, 

27 

en  sorte  que  l'on  ait 

p"  =  1 1  1 —  )     et     r"2  =  1  -t-  2 p" t  -+-  p"2, 

il  faudra  : 

i°  Que,  si  X>o,  on  ait  1 -^  >o;  donc  r">i;  donc  p"<  X;  donc, 

si  s  >  o,  on  aura 

;•"'<;  t  -t-  2  \ e  -+-  l?  ; 

si  ;  <o,  alors  la  quantité 

I  H-  2p"s  -+-  p": 

diminue  depuis  o"=o  jusqu'à  p"  =  —  e,  et  ensuite  augmente  à  mesure 
que  p"  croit;  donc  entre  p"  =  o  et  p"=  —  s,  on  aura  r"<^  1,  ce  qui  ne  se 
peut;  donc  p"  est  nécessairement  >  —  e;  donc  aussi  X>  —  e.  Donc,  en 
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faisant  p"—l,  la  valeur  de  i  -+-  2p"s  -+-  p"2  sera  nécessairement  trop 

grande;  donc  aussi 

r"2  <Z  i  -+-  2^e  -+-  \2. 

Donc,  en  général,  si  1  >  o,  on  aura 


r">i     et     <  v/i  -+-  aXs  +  l2. 

20  Si  1  est  <o,  alors  i — ^<o;  donc  r"-<i;  donc  2p"s  +  p"2<o; 
par  conséquent  p"<C — 2i\  donc  s<<o;  or 


donc 

-M 

donc 


r  3 
donc  on  aura,  dans  le  cas  de  l<Co, 
r"<i     et    > 


1  ' 


V7- 


On  a  donc  par  là  les  premières  limites  de  la  valeur  de  r",  qu'on  pourra, 
au  moyen  de  l'équation  en  r",  resserrer  autant  que  l'on  voudra  par  les 
méthodes  connues. 

23.  La  valeur  de  r",  qu'on  aura  trouvée  par  la  résolution  de  l'équation 
du  numéro  précédent,  sera  la  première  valeur  approchée  des  trois  rayons 
vecteurs  r,  r",  r'",  si  n  n'est  pas  égal  à  i,  parce  qu'alors  l'équation  n'est 
exacte  qu'aux  quantités  du  premier  ordre  près;  mais  si  n  =  i,  ou  exac- 
tement, ou  à  très-peu  près,  alors  cette  valeur  de  r"  sera  approchée,  aux 
quantités  du  second  ordre  près;  donc,  en  la  substituant  dans  les  expres- 
sions de  p'  et-p'"  du  n°  21,  on  aura  les  valeurs  de  p',  p'"  approchées,  de 
même  aux  quantités  du  second  ordre  près;  et  de  là  on  aura  celles  de  r' 

6i. 


492     DE   LA  DÉTERMINATION   DES  ORBITES  DES  COMETES 

et  r'"  poussées  au  même  degré  d'exactitude  par  les  formules 

/•'2=R'2-)-2p'R'cos(a'— A')cos(3'-t-p'2,     r"'-=R"'2+2p'"R/"cos(a'"— A'")  cos|3'"+p'"2. 

Ayant  ainsi  les  premières  valeurs  approchées  des  inconnues  r',  r",  r'", 
rien  ne  sera  plus  facile  que  d'en  trouver  de  plus  exactes  au  moyen  des 
formules  générales  du  n°  19,  en  substituant  dans  ces  formules  r'-h  a', 
r" -h  a",  r'"-h  a'"  à  la  place  der',  r",  r'",  et  traitant  les  quantités  a',  a",  a'" 
comme  très-petites;  ce  qui,  en  rejetant  les  dimensions  de  ces  quantités 
plus  hautes  que  la  première,  donnera  trois  équations  linéaires  en  a',  n" , 
n'"  pour  la  détermination  de  ces  quantités;  et  l'on  pourra  de  cette  ma- 
nière pousser  l'approximation  aussi  loin  que  l'on  voudra,  en  employant 
dans  chaque  opération  les  valeurs  de  r',  /•",  r'"  trouvées  par  l'approxi- 
mation précédente. 

L'objet  de  ce  Mémoire  n'était  que  de  donner  une  méthode  directe  et 
analytique  pour  trouver  les  premières  valeurs  approchées,  et  je  crois  que 
celle  que  je  viens  d'exposer  ne  laisse  à  cet  égard  rien  à  désirer;  on  pourra 
ensuite  corriger  ces  valeurs  par  nos  formules,  ou  par  les  autres  méthodes 
déjà  connues. 

24.  Quant  à  la  détermination  des  éléments  de  l'orbite  parabolique, 
elle  n'a  aucune  difficulté,  dès  qu'on  connaît  deux  lieux  de  la  Comète, 
avec  le  temps  écoulé  dans  le  passage  de  l'un  à  l'autre;  on  trouve,  dans 
plusieurs  Ouvrages,  des  méthodes  pour  y  parvenir,  soit  à  l'aide  de  l'Ana- 
lyse, soit  par  la  simple  Trigonométrie;  mais  comme  les  formules  de  ce 
Mémoire  fournissent  aussi  des  moyens  fort  simples  pour  cet  objet,  nous 
croyons  devoir  montrer  comment  elles  s'appliquent  à  cette  recherche. 

Supposons  donc  qu'on  connaisse  deux  rayons  vecteurs  r'  et  r",  avec  le 
temps  6'  écoulé  pendant  que  la  Comète  a  décrit  l'arc  renfermé  entre  ces 
rayons;  on  cherchera  d'abord  la  valeur  de  v  (17)  par  la  résolution  de 
l'équation 

U  —  I  H ;  V3, 
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de  là  on  trouvera  l'angle  2u  intercepté  entre  les  deux  rayons,  par  la  for- 
mule 

3 

2 

U 
COS  M  = 


du  même  numéro,  à  cause  de  z  =  i  —  ^ 


Ayant  «,  on  trouvera  le  paramètre  L\p  par  la  formule  du  n°  16 


r'r  siri'w 


r  -\- r   — 2i/r  c    cos m 


et  la  position  du  périhélie  au  moyen  de  l'angle  <p'  que  le  rayon  vecteur  /•' 
fait  avec  celui  du  périhélie,  et  qui  est  donné  par  la  formule  du  même 
numéro 

cp'         Jr"  COS  <a  —  Jr' 

tang  —  =  - = 

2  \/r"sina> 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  position  du  plan  de  l'orbite  par 
rapport  à  l'écliptique.  Or,  si  des  trois  équations 

x  —  at  +  bu,     y  =  et  ■+-  eu,     z  -\-ft  -t-  gu 

du  n°  5  on  chasse  t  et  u,  on  aura  celle-ci 

_  (qg—bf)y—{cg—ef)x 
ae  —  oc 

qui  est  l'équation  d'un  plan  dont  la  position  par  rapport  au  plan  des  x 
et  y  est  telle  que,  si  l'on  nomme  «l'inclinaison  des  deux  plans  et  A  l'angle 
que  l'intersection  de  ces  plans  fait  avec  l'axe  des  x,  on  aura 

,        ag — bf  ■    .     ,        ex — ef 

tarie  «  cosA  =  — ~,      tane  i  sin  h  =  — /-; 

ae  —  bc  ae  —  oc 

en  sorte  que  i  sera  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Comète,  et  h  la  longitude 
du  nœud  ascendant. 
Or,  comme 

(«g—  bfY+  (cg-«/)'+  {ae  -  bcy=(a*+  c'4-/2)  (62-i-  e>+  g»)  -  (aè  +  ce  +/§•)>=  i 
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par  les  équations  de  conditions  que  nous  avons  vu  devoir  avoir  lieu  entre 
les  constantes  a,  b,  c, . . .  (numéro  cité),  on  aura  plus  simplement 

sin  i  cos  h  =  ag  —  bf     sin  i  sin  h  =  cg  —  ef,     cos  i  =  ae  —  bc. 

Maintenant  on  a,  pour  les  deux  observations, 

x'  =at' -+-  bu' ,  x"  =  at" -t-  bu", 
y' =  ct'-+-  eu',  y"  =  et" -+-  eu", 
z'=ft'  +  giï,      z"=ft"-hgu", 

et  de  là  on  tirera 

x"  z'  —  x'  z"  =  (ag  —  bf)  (  t"u'  —  t'u"  ), 

y"z' —  y'z"=(cg  —  ef)  (t"u'  —  t'u"), 
x"y' —  x'y"=  (ae  —  bc)  \t"u'  —  t'u"), 

en  sorte  qu'on  aura 

.     .        ,        x"  z'  —  x'  z"         ....        y"  z'  —  y'z"  .       x"y'  —  x'y" 

sin  i  cos/i  =  —n—, —-r-i     sin  ;  sin  h  —     „  , —  ,  „■>     cos«=— tt-; ~r,  ■ 

tu  —  tu  tu  —  tu  t  u  — tu 

Or  on  a  déjà  vu  (15)  que  t"u' —  t'u"=  2r'r"sinw  cosw;  ainsi  il  ne  res- 
tera qu'à  trouver  les  valeurs  de  x',  x",  y',  y",  z',  zM,  qu'on  aura  par  les 
formules  du  n°  3  en  connaissant  p'  et  p";  or  ces  quantités  se  tireront  di- 
rectement des  formules  du  n°  19. 

De  là  il  s'ensuit  aussi  qu'on  aura 

(  l" u!  —  t'u"  )2  =  ( x" z'  —  x'z"Y  -+-  (y" z'  —  y'z"  f  -t-  (x"y'  —  x'y"  )2 

==(x'--hy'2-+-  z'2)  (x"2  +  y"2  +  z"2)  —  (x'x"  +  y'y"  +  z'z")2; 

donc 

4 r'-r"1  sin- w  cos2 co  =  r'2r"2 —  (x'x" -v-  y'y" -\-  z'z"]2; 

mais 

2  sin»  cosco  =  sin  2to  ; 

donc 

x' x"  -+-  v' y"  -+-  z'z" 

rnc  i  r.\  - — _ * 


par  où  l'on  pourra  connaître  l'angle  w  sans  la  résolution  de  l'équation 

en  v. 
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25.  Nous  terminerons  ce  Mémoire  par  la  remarque  suivante  qui  peut 
être  utile  dans  quelques  occasions.  Soit  une  courbe  quelconque  ABC 
dans  laquelle  soient  pris  trois  points  quelconques  A,  B,  C;  et  soient  ti- 
rées les  cordes  AB,  BC,  AC,  et  les  rayons  vecteurs  OA,  OB,  OC  partant 
d'un  centre  fixe  0  {fig.  2);  qu'on  désigne  par  r',  r",  r'"  ces  trois  rayons, 

Fig.  1. 


et  par  A',  A",  A"  les  trois  secteurs  triangulaires  AOB,  BOC,  AOC;  il  est 
visible  que  A'-!-- A"  sera  égal  au  quadrilatère  ABCO;  d'où  ôtant  le  trian- 
gle AOC  =  A'",  on  aura 

A'  +  A"  —  A'" 

pour  le  triangle  ABC  formé  par  les  trois  cordes.  Or  il  est  facile  de  prou- 
ver par  la  Géométrie  élémentaire  que  le  triangle  ABC  est  au  quadrila- 
tère ABCO  comme  BD  est  à  BO;  de  sorte  qu'en  nommant/la  flècbe  BD, 

on  aura 

.       /  _  A'+A"-A"' 
r"  ~        A'  -+-  A" 

Ainsi  l'on  aura  l'expression  générale  de  la  flècbe/,  dès  qu'on  connaîtra 
celles  des  triangles  A',  A",  A'". 

Or  si  l'on  nomme  y'  l'angle  AOB,  f"  l'angle  BOC,  et  par  conséquent 
f'-hf"  l'angle  AOC,  on  a  par  la  Géométrie 


A'  = 


A"  = 


A'"  = 


/■'/•'"  sin  («'-+-  ©") 


et  si  l'on  aime  mieux  employer  les  coordonnées  rectangles  de  la  courbe 
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ABC,  on  aura,  en  nommant  ces  coordonnées  t',  iï  pour  le  point  A,  t",  u" 
pour  le  point  B,  t",  «"pour  le  point  C,  et  supposant  que  leur  origine  com- 
mune soit  au  point  0,  on  aura,  dis-je  (15), 

t"u! — t'u"        .„       t'"u" — t"u'"        ,  ,„      t'"u!  —  t'u'" 
A'—  — ■>     A"= 5     A'"= ; 


enfin,  si  au  lieu  d'employer  les  coordonnées  dans  le  plan  de  la  courbe, 
on  voulait  employer  d'autres  coordonnées  rectangles  rapportées  à  un 
plan  quelconque  passant  par  le  centre  0,  on  nommerait  x',  y'  les  coor- 
données du  point  A,  x",y"  les  coordonnées  du  point  B,  x'",y'"  les  coor- 
données du  point  C,  l'origine  de  ces  coordonnées  étant  toujours  au 
point  0;  on  nommerait  de  plus  i  l'inclinaison  des  deux  plans,  et  l'on 
aurait  par  les  formules  du  n°  24 


A'==^ =^-,     A"  = 


x  y  —  x  y 


TROISIEME  MEMOIRE 

DANS    LEQUEL   ON    DONNE   UNE    SOLUTION    DIRECTE    ET   GÉNÉRALE    DU    PROBLÈME. 

Les  Recherches  que  j'ai  données,  dans  le  Volume  de  1778,  sur  la  dé- 
termination de  l'orbite  des  Comètes,  ont  fait  naître  celles  que  MM.  du 
Séjour  et  de  Laplace  ont  publiées  sur  le  même  sujet  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1 779  et  1 780  ;  et  celles-ci  ont  occa- 
sionné encore  ce  Mémoire. 

Mon  dessein  est  moins  de  donner  une  nouvelle  solution  du  Problème 
dont  il  s'agit  que  de  simplifier  et  généraliser  tout  à  la  fois  celle  que  j'ai 
donnée  dans  le  second  Mémoire.  En  suivant  à  peu  près  la  route  que  j'y 
ai  tracée,  je  parviens  à  trois  équations  finales,  qui  ont  pour  inconnues 
les  trois  principaux  éléments  de  l'orbite,  savoir  le  paramètre,  le  grand 
axe  et  le  lieu  du  périhélie.  Ces  équations  ne  sont  à  la  vérité  qu'appro- 
chées; mais  d'un  côté  on  peut  les  rendre  aussi  exactes  que  l'on  veut,  et 
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de  l'autre  elles  ont  l'avantage  de  se  simplifier  de  plus  en  plus  à  mesure 
qu'on  suppose  les  intervalles  entre  les  observations  plus  petits;  de  sorte 
qu'elles  acquièrent  le  dernier  degré  de  simplicité  que  la  nature  de  la 
question  peut  comporter,  lorsqu'on  regarde  les  intervalles  comme  infini- 
ment petits.  Dans  cet  état  les  trois  équations  dont  il  s'agit  se  réduisent  à 
une  équation  du  septième  degré  et  à  deux  équations  linéaires;  mais  si 
l'on  fait  le  grand  axe  infini,  ce  qui  est  le  cas  de  la  parabole,  alors  on  a 
une  équation  de  plus  qu'il  ne  faut;  et  cette  équation  surnuméraire  peut 
servir,  si  l'on  veut,  à  rabaisser  l'équation  du  septième  degré  au  premier; 
ce  qui  ne  doit  point  paraître  surprenant,  attendu  que  dans  ce  cas  le  Pro- 
blème est  plus  que  déterminé  par  trois  lieux  observés  de  la  Comète. 

Cette  solution  est  peut-être  tout  ce  qu'on  peut  attendre  d'une  analyse 
directe  de  la  question  proposée;  et  j'ai  cru  qu'elle  intéresserait  les  Géo- 
mètres, indépendamment  même  de  son  utilité  pour  l'Astronomie. 

1.  Soient  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  du  lieu  d'une  Co- 
mète par  rapport  au  Soleil,  /•  le  rayon  vecteur  égal  à  \/x''  -\-y2-\-  z2,  t  le 

S 
temps  et  S  la  masse  du  Soleil;  on  aura,  en  vertu  de  l'attraction  —  de  cet 

astre,  les  trois  équations  connues 

.   d'x      Sx  d*r       Sr  d2z       Sz 

dt2  r3  dt'         r3  dt'         r3 

Et  comme  ces  équations  ont  aussi  lieu  pour  la  Terre,  si  l'on  représente 
le  temps  t  par  le  mouvement  moyen  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  et  qu'on 
prenne  la  distance  moyenne  du  Soleil  pour  l'unité,  on  aura  S  =  i.  Car 
on  sait  par  les  Théorèmes  de  Newton  que  le  mouvement  angulaire  moyen 
d'une  Planète  est  le  même  que  si  elle  décrivait  un  cercle  dont  le  rayon 
serait  égal  à  sa  moyenne  distance  du  Soleil-,  or  dans  ce  cas  il  est  visible 
qu'en  prenant  les  coordonnées  x,  y  dans  le  plan  de  l'orbite  et  supposant 
le  rayon  du  cercle  égal  à  i  et  l'angle  parcouru  égal  à  t,  on  aura 

x  =  cos£,    y=s'mt,     z  =  o, 

valeurs  qui  étant  substituées  dans  les  équations  ci-dessus  donnent  S  =  i. 
TV.  63 
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2.  En  intégrant  les  équations  précédentes,  on  aura  les  valeurs  de  x, 
y,  s  pour  un  temps  quelconque;  ces  valeurs  sont  assez  connues  et  l'on 
sait  que  dans  les  orbites  fort  allongées,  comme  celles  des  Comètes,  il  est 
impossible  de  les  exprimer  directement  en  fonction  de  /;  mais  lorsqu'on 
ne  les  demande  que  pour  un  intervalle  de  temps  peu  considérable,  on 
peut  toujours  les  réduire  en  suites  infinies  d'autant  plus  convergentes 
que  cet  intervalle  sera  plus  petit;  et  dans  ce  cas  on  peut  même  se  passer 
d'intégration,  et  parvenir  au  but  par  de  simples  différentiations  réitérées. 

En  effet,  en  regardant  x,  y,  z  comme  des  fonctions  de  t,  et  supposant 
que  t  y  devienne  t  -+-  0,  9  étant  un  angle  assez  petit,  les  valeurs  de  x, 
y,  z  deviendront  par  le  Théorème  connu 


dx  .       d'x 
dt           dt- 

B2       d3x     B3 

dt         de 

B2       dy    B3 
2  +  ~SF  ï73 

dz  .       d2z 
dt           dt' 

B2        d3'z     B3 

i         dt3    i .  3 

De  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  d'avoir  les  valeurs  des  différences  succes- 
sives de  x,  y,  z  déduites  des  équations  proposées;  ce  qui  ne  demande 
que  de  simples  différentiations  et  substitutions. 

3.  Pour  faciliter  davantage  ces  opérations,  il  est  bon  d'avoir  aussi  une 
équation  différentielle  en  /',  et  pour  cela  on  n'a  qu'à  remarquer  que 

r  dr  =  x  dx  -h  y  dy  -t-  z  dz, 
et  par  conséquent 

d(rdr)  =  x  d'x  -+-  yd2y  -f-  z  d2z  -+■  dx2  -t-  dy2  -\-  dz2. 
Or  les  équations  différentielles  du  n°  1  donnent  (en  faisant  S  =  i) 

x  d2x -\- yd2r->r  zd2z        i 

— —nr —         -  +  -  =  o; 
dt1  r 

et  les  mêmes  équations  étant  multipliées  respectivement  par  2dx,  2dy, 
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idz,  ensuite  ajoutées  ensemble  et  intégrées,  donnent 

dx2  -+-  dy2  -+■  dz2        2        i 

— m —  -  +  -  =  o, 

at2  r       a 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Donc  on  aura  sur-le-champ  cette  équation  en  r  et  t 

dÇrdr)        i        i 

•,.. h  -  =  o, 

at2  r        a 

laquelle  étant  différentiée  pour  en  chasser  la  constante  a,  on  aura 

d'(rdr)         i    dr 

~dï3        h  72JÏ~~~°' 

Et  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  r2  =  s,  on  aura  cette  équation 

d3s        i    ds 

~dF  +  ~\dt^°' 
s' 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  qu'en  intégrant  cette  équa- 
tion, on  a 

d2s        i         a 

-J7T r  "+■  -  =°; 

a*'        Jl       a 
multipliant  par  ds  et  intégrant  de  nouveau,  on  aura 

i  ds:       ,    -       2  s         , 

— r;  —  4v*-i h20  =  o, 

2  at2  T  a 

a  et  b  étant  deux  constantes.  Or  cette  dernière  intégrale  donne,  en  re- 
mettant r2  à  la  place  de  s', 

rdr 


dt 


v7- 


-■  i 
b  ■+-  7.r 


d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  a  est  le  demi-axe  de  la  section  conique 

et  b  le  demi-paramètre.  Car  en  faisant  c?r  =  o,  on  aura  pour  les  deux 

apsides 

—  b-h2.r =o,     savoir     r2 — iar+ab~o; 

a 

63. 
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en  sorte  que  2a  sera  la  somme  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  dis- 
tance et  ab  le  produit. 

\.  Cela  posé,  nous  avons  donc  (en  prenant  la  distance  moyenne  du 
Soleil  à  la  Terre  pour  l'unité,  le  mouvement  moyen  de  cet  astre  pour  le 
temps  t,  et  faisant  r-  =  s)  ces  quatre  équations  différentielles 

d- x        x  d2y        y  d%z        z  d3s        1    ds 

r//2        4  <ft2        a  a?*2        4  o?*3        4  </< 


Ainsi  l'on  aura  par  des  différentiations  et  des  substitutions  consécutives 


d-x 

x 

dt-   ~~ 

—  ~~ 3  ' 

s' 

d*x 

3    ds 

dP  ~ 

4  dt 

1   dx 
1  W 

1S'  s 

d'x  /    3     d2s       3.5  ds1        i\  '3   ds  dx 

~dF~\~^'dP~~JdP  +  s1)X^r~\Tt~di'' 

\%S'  ^s  J  s 

d'\r /       i5  ds       ç).5dsd's      3.5.']  ds3\  /   9    d's      9. 5  ds*       i\dx 

UF~[  ^^7n~'~7ï~dpr~  +  ~ZYdp)x+[  ~~^dP~7J(fp  +  7  h/7' 

V  4*  8i2  /  \is-  \s-  j 

et  ainsi  de  suite. 

Et  l'on  aura  de  pareilles  formules  pour  les  différences  de  y  et  z. 

5.  Si  donc  on  fait  ces  substitutions  dans  les  formules  du  n°  2  et  qu'a- 
près avoir  remis  r2  à  la  place  de  s,  on  suppose,  pour  abréger, 

É>2    1  0"    _3_  dr  B"      J~3  rffrtfr)        3.5  dr'        il 

*  " '  ~~  7  7^+  773  7>  57  +  2.3.4  Yr"      dp        ~    rs    dP  +  7^ J 

0S        p,5  è       9.5  drd(rdr)        3.5.7  ^'H 
~~  2.3.4.5 1  "7^"  7/7  +  7«  f/73  '   r6      dP  J      "  '  ' 

_  0'     1  0S       6  f/r  05       [~9  c/(rd>)       9.5  <//-2       _iT 

^  ~~    —  773 'T3  +  2.3.4  ^  ^  +  2.3.4.5  [T1     A2  7^~  efr2  +  re J  _ "  " 
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on  aura 

„  dx       .  dr       n  dz 

fx  +  ë^  fr  +  gfr  fz  +  ëjj* 

pour  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  répondent  au  temps  t  +  9. 

6.  On  peut  trouver  de  même  la  valeur  de  s  répondante  à  t  ■+-  (5;  cette 
valeur  sera  représentée  par  la  série 


Or  l'équation 


ds 

d> 

s     62 

dt 

■+- 

dt 

2     2.3 

d*s 

i 

ds 

dt' 

-+- 

a 

dt  ~~ 

donne  les  valeurs  suivantes 


ds\ 


T    TT» 


dt3  \  dt 

s 

d's  _        î    d2s  3     ds2 

~d~F  ~    ~  1  ~dF  H        l  dt*' 


dbs        i    ds         9    dsd2s       3.5  Usz 

~d~F  ~~  s* TtA        |     dts     ~~  7T  ^ 
is~  \s 


et  ainsi  de  suite. 

Donc,  puisque  s  =  r'2,  si  l'on  suppose  que  r-  devienne  hr'2  après  le 
temps  t-+-  5,  on  aura 

A  ._  !  +     _  _  +  _  _  __  _____  __  j_       d^  ^    ^  j 

95       |~2  (/;■       18  drd{rdr)       3o  rfr3~| 
+  2.3.4.5  [  7^rf7  +  7^        SF  ^  ~^~J  +  "  " 

7.  On  aurait  pu  aussi  déduire  cette  formule  de  celles  du  n°  5,  en  re- 
marquant que,  comme 

r2  _  x"  -+- y-  -t-  z7, 

on  aura  la  valeur  de  hr'2  en  mettant  fx  -+-  g  -j-  au  lieu  de  x,  fy  +  gjr 


502     DE   LA  DÉTERMINATION   DES  ORBITES  DES  COMÈTES 

dz 
au  lieu  de  y  et  fz  -f-  g  -,-  au  lieu  de  z;  de  sorte  que  cette  valeur  sera 


§)H/r^ty+(/z+^ 


ou  bien 


dx  dy  dz\  I dx-        dy2       dz1 

+  *fs[*  Tt  +  r  In  +  zTt)  +  z-Kdr  +  tï  +  de  )  ' 


mais  on  a 


c-  -4-  yi  +.  z2=  r-,     x  dx  -t-  y  dy  -+-  z  dz  =  r  dr. 


dx-  -f-  dy- -h  dz2  =  d(rdr\  —  x  d-x  —  y  d- y  —  z  d2 z  =  d \r dr)  H — —  : 

/■ 

donc,  substituant  et  divisant  par  r2,  on  aura 

,        „„       ..   i  dr  r  i    d  (  /■  dr  )        i] 

*=r+fg7  at+n-p  -1IF-  +  ^J; 

et  niellant  pour /et  g-  leurs  valeurs,  il  viendra  la  même  formule  que 
nous  venons  de  trouver  par  une  voie  plus  simple  et  plus  directe. 

8.  Regardons  maintenant  la  quantité  t  comme  constante  et  6  comme 
variable,  il  est  clair  que  les  quantités 

dx      dy     dz  dr     d(rdr) 

x,   y,  z,    -j-j    -ï-5    -î-j    r,    ~î~'    r-, —  i 

J  dt      dt      dt       '   dt         dt2 

qui  sont  des  fonctions  de  t,  seront  aussi  constantes  par  rapport  à  6;  ainsi 
l'on  aura,  par  les  formules  des  numéros  précédents,  les  valeurs  des  coor- 
données x,  y,  z  et  du  rayon  vecteur  r  en  fonction  de  ces  dernières  con- 
stantes et  de  la  variable  6,  et  ces  valeurs  seront  d'autant  plus  exactes  que- 
l'angle  0  sera  plus  petit. 
Or,  puisque  (7) 

rdr       x  dx  -+-  y  dy  -+-  z  dz      d(rdr)       dx2-\-  dy2-\-  dz7       i 

r2--x2-hy2-hz2,    -j-  = J-T^ ,     -X, '- — f- v-î 

dt  dt  dt2  dt2  r 

dx 


on  voit  que  ces  différentes  constantes  se  réduisent  à  ces  six  x,  y,  z, 


dt 
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-7-1  -jTi  lesquelles  dépendent  de  la  vitesse  et  de  la  direction  du  corps. 

lorsque  ô  =  o;  de  sorte  que  les  formules  du  n°  5  sont  en  effet  les  inté- 
grales  complètes  des  trois  équations  différentielles  du  nu  1.  en  y  suppo- 
sant dt  =  dd,  mais  intégrales  en  série  et  seulement  approchées. 

9.  Les  mêmes  constantes  déterminent  aussi  les  éléments  de  l'orbite. 
Car  en  nommant,  comme  dans  le  n°  3,  a  le  demi-grand  axe  de  l'orbite 
et  b  le  demi-paramètre,  on  a  d'abord 

i         i        d(rdr)        .  r2  dr2 

—  = -= 5         />:=2/' r2  —j 

a       r  dt2  a  dt' 

Ensuite,  si  l'on  nomme  <p  l'angle  du  rayon  r  avec  la  ligne  du  périhélie, 
on  aura,  par  la  nature  des  sections  coniques, 


■e  étant  l'excentricité  de  l'orbite,  =  t/  r 

D'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  r,  -j-,  { ,  .,  donnent  immédia- 
tement les  dimensions  de  l'orbite  et  la  position  du  périhélie  sur  l'orbite; 
en  sorte  qu'il  sera  facile  de  calculer  par  les  formules  connues  le  temps 
du  passage  par  le  périhélie. 

Lorsque  l'orbite  est  parabolique,  comme  le  sont  a  peu  près  celles  des 
Comètes,  on  a  a  =  x  ;  donc 

d  (  r  dr  )        i 
dt2      =7' 

ce  qui  simplifie  les  expressions  de/,  g,  h. 

A  l'égard  de  la  position  du  plan  de  l'orbite,  si  l'on  nomme  sr  l'incli- 
naison par  rapport  au  plan  des  x  et  y,  et  ^  l'angle  de  la  ligne  des  nœuds 
avec  l'axe  des  x,  on  aura  par  les  formules  connues 

-    .     ,        ydz  —  zdr  .       xdz  —  zdx 

tangsj  sin  <h  =  ■ — r — j-i      tangrocosd;= — 3 —  — j-  ■ 

T        xdy — ydx  xay—ydx 
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10.  Ces  préliminaires  posés,  venons  à  la  solution  du  Problème  de  la 
détermination  de  l'orbite  d'une  Comète  par  trois  observations  peu  éloi- 
gnées entre  elles. 

Soit  p  la  distance  reetiligne  de  la  Comète  à  la  Terre  au  bout  d'un  temps 
quelconque  t-hO,  et  soient  ap,  fip,yp  les  trois  coordonnées  rectangles 
du  lieu  apparent  de  la  Comète  par  rapport  au  centre  de  la  Terre;  en 

sorte  que  l'on  ait 

a2  -t-  |32  +  y2  =  i . 

Il  est  clair  que  ces  quantités  a,  j3,  y  déterminent  simplement  la  position 
de  la  ligne  p,  c'est-à-dire  la  direction  du  rayon  visuel  de  la  Comète;  elles 
seront  par  conséquent  données  par  chaque  observation  de  la  Comète. 

Soient  de  plus  R  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  et  AR,  BR,  CR  les  coor- 
données du  lieu  du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre,  en  sorte  que  l'on  ait 

aussi 

A2+B2+C2=i. 

Il  est- facile  de  concevoir  qu'en  retranchant  respectivement  ces  der- 
nières coordonnées  des  premières,  les  différences 

ap  — AR,     (3p  — BR,     y-p  —  CR 

doivent  être  égales  aux  coordonnées  de  l'orbite  de  la  Comète  autour  du 
Soleil,  que  nous  avons  vu  (5)  être  exprimées,  en  général,  par 

.  dx  dr       j,  dz 

f*  +  g-dl>  fr+g-ft*  f'  +  gji- 

On  aura  donc  ces  trois  équations 

ap  —  AR=fx-hg-£, 

pp-m=fr  +  s% 

yp-CR=fZ+g^: 

desquelles  éliminant  l'inconnue  p,  on  aura  deux  équations  qui  contien- 
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dront  les  six  constantes  inconnues 

dx       dy       dz 

x'   r'    z'    W    W    di" 

d'où  dépend  la  détermination  de  l'orbite  de  la  Comète  (9). 

Chaque  observation  fournira  donc  deux  équations  de  cette  espèce;  par 
conséquent  il  faudra  trois  observations  pour  avoir  autant  d'équations  que 
d'inconnues. 

11.  Supposons  donc  qu'on  ait  observé  une  Comète  trois  fois  au  bout 

des  temps 

t,    t  +  B',    t-h  6", 

on  aura  trois  systèmes  d'équations  semblables  à  celles  du  numéro  précé- 
dent, en  y  faisant  successivement 

0  =  o,     e  =  6',     9  =  6". 

Or,  lorsque  0  =  o,  on  a  /=  i,  g  =  o;  si  donc  on  désigne  par/',  g'  et 
par/",  g"  les  valeurs  de/,  g  qui  répondent  à  6  =  6',  0  —  6",  que  de  même 
on  marque  par  un  ou  par  deux  traits  toutes  les  autres  quantités  corres- 
pondantes, on  aura  ces  trois  systèmes  d'équations 

Îap  —  AR  =  j, 
(3  p  —  R  R  =  y, 
yp    —  CR  =  z, 

,  dx 


x'p'  —  A'l\'=f'x-h  g' 


di 


dy 
Deuxième  système. ...  /  (3'p'  —  R'  R'  =f,'y  -t-  g'  -jji 

Il  (^1    Ml  -Cl  I  ®Z 

y'p  -  C  R  =fz  +  g  -jt- 

x'p  -A   R  =/  x  +  g    -^, 

dy 
Troisième  système . .  .  .  ^  P"p"—  R"  R"  ==f"y  -+■  g"  -4i  ' 

„    ,1         r-itnn         -Pi,  11  ^ 

y  p  -t  R  =/  z  +  g   -j-- 
IV.  64 
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12.  Tout  se  réduit  maintenant  à  éliminer  les  différentes  inconnues. 
Pour  y  parvenir,  je  commence  par  éliminer  les  deux  inconnues  x  et  -^ 

des  premières  équations  de  chaque  système;  et  faisant,  pour  abréger, 

l=f'g"-f"g'> 
j'aurai  cette  équation 

api  —  oc'p'g"  ■+-  cc"p"g'  =  A.RI  —  A'  R'g-"  -+-  A"  R"g' . 

J'aurai  de  même,  en  éliminant  y  et  -î-  des  deuxièmes  équations,  et 

ensuite  z  et  -y-  des  troisièmes,  ces  deux  autres-ci 
ai 

|3P/  -  pp'g"  +  P"p"g'  =  BRI  -  B'R'g''  +  B"R"g', 

y  ol-  y'p'g"  -+-  y"p"g'  =  CRI  -  G  R'g"  +  C'W'g'. 

Au  moyen  de  ces  trois  équations  on  déterminera  p,  p',  p";  et  si  l'on 
fait,  pour  abréger, 

ô  =  a((3'/'—  (3"/) -h  j3(y'«"  —  y"«')  +  y(a'(3"— a"P'). 
A  =  A((3'/'-  p"/)  +  B (/«"-/'«')  -t-C(«'(3"— «"(3'), 
A,=  A(y(3"  —  (3/')  -+-  B(«y"—  y  a")  ■+■  C((3a"  —  a(3"), 
As=p  A((3y'  —  (3'y)  -+■  B(ya'  —  /a)  -H  C(a|3'  —  a' (3), 

qu'ensuite  on  dénote  par  A',  A', ,  A'2,  ce  que  deviennent  A,  A,,  A2,  en 
y  changeant  A,  B,  C  en  A',  B',  C,  et  par  A",  A" ,  A"2  ce  que  les  mêmes 
quantités  deviennent  lorsque  A,  B,  C  deviennent  A",  B",  C";  on  trou- 
vera par  les  formules  connues  pour  l'élimination 

AR/-  A'R'g-"-t- A"R'V 
P 


èl 

A, 

Rl- 

a;  R^' 

-+- 

A' 

R 

g' 

àg" 

A,R/ 

-A 

R'g"  + 

a; 

R' 

g 
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13.  Je  remarque  maintenant  que,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  carrés 
des  trois  équations  de  chaque  système,  on  peut  également  faire  dispa- 
raître les  quantités  x,  y,  z,  -j-,  ~,  -j--  Car  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

r  =  A-«  -t-    R(3  -t-Cy, 

F=AV-h  R'P'-f-C'y', 
r"=A"«"+B"(3"-i-C"/', 

et  qu'on  dénote  par  h',  h"  les  valeurs  de  h  qui  répondent  à  6  =  5',  6  =  0", 
on  aura,  par  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  6,  trois  équations  de  la  forme  sui- 
vante 

p'  —    aTRp    +  R2  =  /-2, 

p'2  —  aFR'p'  -t-  R'2=/iV, 
p"2  -  2  F  R"p"  +  R"2  =  h"r\ 

14.  Donc  enfin,  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  p,  p',  p" 
trouvées  ci-dessus,  on  aura  les  trois  équations  finales 

(  A  R  /  -  A'  R'g"  -+-  A"  R"g'  )2  —  2  T  R  (  A  R  /  -  A'  R'g"  -+-  A"  R"g'  )  Ô  / 

+  (R2— r2)ô2/2=:o, 

(  a,  r  /  -  a;  R'g-"  +  a ;'  R"g-'  :,2  -t-  2 r'  R'  (  a,  r  /  -  a;  R'g-"  +  a;  wg'  )  èg" 

-+-  (R'2—  h'r")ô2g"'  =  o, 

(A2R/  -  A;  R'g" h-  A'2'  R"g')2—  2FR'(A!RZ  —  A2R'g"  +  A;'R"g')  ôg' 
+  (R"2—  h"r-)ô-g'2—o. 

Or,  des  différentes  quantités  qui  composent  ces  trois  équations,  les 
unes,  telles  que 

o,  A,  A,,  A,,  A',  A',,   A;,  A",  A",  AJ,  T,  F,  F,  R,  R',  R", 

sont  censées  données  et  connues  par  les  observations  de  la  Comète  et  par 
la  Théorie  du  Soleil.  Les  autres,  savoir 

l,  g',  g",  h',  h", 

sont  des  fonctions  connues  des  quantités  connues  0',  6". et  des  trois  con- 

64. 
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stantes  inconnues  r,  -5-»  — -r- — ;  ainsi  les  équations  précédentes  peuvent 

servir  à  déterminer  ces  trois  inconnues  et  à  résoudre  par  conséquent  le 
Problème.  Examinons  successivement  ces  deux  espèces  de  quantités. 

15.  Je  remarque  d'abord  que  si  l'on  fait  le  carré  de  la  quantité  â  (12), 
on  peut  le  mettre  sous  cette  forme 

â2  =  [a2+  (32-(-y2)(a'2-4-  (3'2  -t-  y'2)  (a"2  H-  (3"2+  y"2) 

-1-  7.  (««'+  (3(3' +  y  y')  (a  a" -4-  (3(3"-(-  yy")  (aV-f-  |3' (3" -t- y' y"  ) 

—  (  a2  -+-  (32  H-   y2)  (a'a"+  (3'|3"-i-  y' y")2 

—  (a'2  -4-  (3'2  h-  y'2)  (aa"+  (3(3"  +  y  y")2 

—  (  a"2  -h  (3"2  -4-  y"2  )(««'+  (3  (3'  -t-  y  y'  )2. 

Or  on  a  (10) 

a2  +  (32  -4-  y2  =  1 , 

et  par  conséquent  aussi  (11) 

a'2+  (3'2  +  y'2  =  1,     a"2+ (3"2  + y"2=i. 

De  plus,  comme  «p,  |3(3,  yp  sont  les  trois  coordonnées  de  la  Comète 
par  rapport  au  centre  de  la  Terre  dans  l'observation  faite  au  bout  du 
temps  t,  et  que  de  même  a!p' ,  |3'p',  y'p'  sont  les  trois  coordonnées  de  la 
même  Comète  dans  l'observation  faite  au  bout  du  temps  t  -+-  6'  (numéros 
cités),  il  s'ensuit  que  la  distance  rectiligne  de  ces  deux  lieux  de  la  Co- 
mète sera  exprimée  par  la  racine  carrée  de  la  quantité 

fap  —  a'p')2-t-  '  (3p  —  (3'p')2-t-  (yp  —  y'p')2=rp2—  2pp'(aa'-+-  (3(3'  -4-  y  y'  )  -+-  p'2. 

Mais,  en  considérant  le  triangle  rectiligne  dont  la  base  est  cette  distance 
et  dont  les  côtés  sont  les  droites  p,  p'  menées  du  centre  de  la  Terre  aux 
deux  lieux  de  la  Comète,  si  l'on  nomme  u  l'angle  compris  entre  ces  deux 
côtés,  on  aura  par  le  Théorème  connu 

p2  —  2pp'  COSW  -4-  p'2 

pour  le  carré  de -la  base.  De  sorte  qu'en  comparant  cette  expression  à  la 
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précédente,  on  aura 

a.?.'  -h  (3(3'  -l-  yy' =  cosm. 

Et  l'on  prouvera  de  même  qu'en  nommant  w'  l'angle  compris  par  les 
droites  p',  p",  et  w"  l'angle  compris  par  les  droites  p  et  p",  on  aura 

aV-t-  (3'(3"-f-  //'=  COSm', 
aa"  -t-  (3  (3"  -+-  y  y"  =  cos  w" . 

Donc  la  valeur  de  52  deviendra  par  ces  substitutions 

Ô2=  I  +  2C0SW  cosco'  cosm" —  ?0S2&>  —  cos2w' —  cos2w". 

Cette  expression  peut  se  mettre  encore  sous  une  autre  forme  plus  com- 
mode pour  le  calcul  ;  car  il  est  facile  de  se  convaincre,  par  le  développe- 
ment des  termes,  qu'elle  est  la  même  chose  que  celle-ci 

—  [cos(cù  -+-"&>')  —  cosco"]  [cos (m  —  w')  —  cosm"]; 

en  sorte  qu'on  aura  par  les  transformations  connues 

.    .     w  -+-  rW  -+-  w"     .     &j  -+-  &)'  —  co"     .     co  —  rW  -+-  m"     .     0)  —  w'  —  co" 
ô2=—  4sin —         sin — — sin sin —  — > 


formule  très-commode  pour  le  calcul  logarithmique. 

16.  Or  il  est  visible  que  les  angles  w,  w',  w"  ne  sont  autre  chose  que 
les  trois  côtés  du  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  cercles  de  la 
sphère,  lesquels  joignent  les  trois  lieux  apparents  de  la  Comète  dans  les 
trois  observations.  Si  donc  on  considère  ce  triangle  sphérique  et  qu'on 
nomme  0,  Q,',  Ù"  les  angles  opposés  aux  côtés  w,  w',  w",  on  aura  par  le 
Théorème  connu 

cosw"=  cos  &j  cosw' -t-  sin  w  sin  w'  cos  il"; 

cette  valeur  étant  substituée  dans  la  première  expression  de  5-,  on  aura 

après  les  réductions 

o2  =  sin2  m  sin2 m'  sin20", 
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et  extrayant  la  racine  carrée, 

o  =  sinw  sin&>'  sinû". 

On  trouvera  de  la  même  manière 

à  =  sinw'  sinw"  sinO  =  sinw  sin co"  sinû'; 

ce  qui  fournit  différents  moyens  de  calculer  la  quantité  ô. 

Au  reste  il  est  facile  de  prouver  que  cette  quantité  n'est  autre  chose 
que  la  solidité  prise  six  fois  de  la  pyramide  triangulaire  qui  a  le  sommet 
au  centre  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  supposé  égal  à  i,  et  qui  insiste 
sur  le  triangle  sphérique  formé  par  les  arcs  &>,  &/,  a",  c'est-à-dire  qui  a 
pour  hase  le  triangle  rectiligne  formé  par  les  cordes  de  ces  arcs.  Car  si 
l'on  considère  une  des  faces  triangulaires  de  cette  pyramide,  celle,  par 

exemple,  qui  a  pour  hase  la  corde  de  l'arc  w,  on  aura  — -  pour  l'aire  de 

cette  face;  ensuite,  si  l'on  considère  la  face  qui  a  pour  hase  la  corde  de 
l'aie  w',  il  est  clair  que  l'angle  d'inclinaison  de  ces  deux  faces  sera  le 
même,  que  celui  que  forment  les  arcs  &>  et  w'  dans  le  triangle  sphérique, 
et  que  nous  avons  dénoté  par  û";  et  de  là  il  est  aisé  de  déduire  qu'en  re- 
gardant la  face  —  -  comme  la  hase  de  la  pyramide,  sa  hauteur  sera  ex- 
primée par  sin  w'  siniï".  De  sorte  que  la  solidité  de  la  pyramide  sera 

sinw  sinw' sinû"       ô 


17.  Examinons  maintenant  les  autres  quantités  dépendantes  des  ob- 
servations. On  voit  d'ahord  par  les  formules  du  n°  12  que  les  expressions 
de  A,  A,,  A2  sont  semhlables  à  celle  de  à,  et  qu'elles  résultent  de  celle-ci 
en  y  mettant  simplement  A,  B,  C  à  la  place  de  a,  jS,  y  pour  avoir  A,  à  la 
place  de  a,  j3',  y'  pour  avoir  A,,  et  à  la  place  de  a",  fi",  y"  pour  avoir  A,. 
Or,  puisque  AR,  BR,  CR  sont  les  trois  coordonnées  du  Soleil  correspon- 
dantes aux  coordonnées  cap,  ftp,  yp  de  la  Comète,  R  et  p  étant  les  dis- 
tances du  Soleil  et  de  la  Comète  à  la  Terre  (10),  il  s'ensuit  que  A,  B,  C 
sont  pour  le  Soleil  ce  que  a,  (3,  y  sont  pour  la  Comète. 
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D'où  l'on  peut  conclure  qu'on  aura  les  valeurs  de  A,  A,,  A2  par  les 

mêmes  formules  que  celle  de  5,  en  substituant  successivement  le  lieu 

du  Soleil  dans  la  première  observation  à  chacun  des  trois  lieux  observés 

de  la  Comète. 

Et,  comme  les  quantités  A',  A'(  ,  A'2  et  A",  A'{ ,  A2  résultent  de  celles 
de  A,  A,,  A2  en  y  changeant  A,  B,  C  en  A',  B',  C  et  en  A",  B",  C",  il 
s'ensuit  que  pour  avoir  ces  quantités  il  n'y  aura  qu'à  employer  les  lieux 
du  Soleil  correspondants  à  la  seconde  et  à  la  troisième  observation. 
Enfin,  puisqu'on  a  trouvé  plus  haut 

a  a'  -h  (3(3'  -+-  y/—  cosco, 

w  étant  la  distance  des  deux  premiers  lieux  de  la  Comète,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  aura  aussi 

aA-f-(3B-(-yC=  cosd/, 

en  dénotant  par  4  la  distance  apparente  des  lieux  de  la  Comète  et  du 
Soleil  dans  la  première  observation. 

De  là  on  conclura  donc  que,  si  d>,  -i/,  <b"  sont  les  arcs  qui  joignent  les 
lieux  correspondants  de  la  Comète  et  du  Soleil  dans  chacune  des  trois 
observations,  on  aura  (14) 

r  =  cos4s    r'  =  costy,    r"  =  cos4|". 

18.  Pour  mettre  les  quantités  précédentes  sous  une  forme  plus  simple, 
je  désignerai,  en  général,  par  (ABC)  la  valeur  de  six  fois  la  solidité  de  la 
pyramide  triangulaire  qui  insiste  sur  un  triangle  sphérique  quelconque 
ABC,  et  qui  a  le  sommet  au  centre  de  la  sphère.  Cette  valeur  est  déter- 
minée par  les  formules 

(ABC)  =  y/n-  2cosAB  cosACcosBC  —  cos2AB  —  cos2AC  —  cos2BC, 

-V 


.    AB  +  AC-f-BC    .    AB-+-AC  —  BC    .    AB  — AC  +  BC    .    AB—  AB  —  BC 

sin sin —  — sin sin —  , 


=  sinAB  sinAC  sinA, 
=  sinAB  sinBG  sinB, 
=  sinAC  sinBC  sinC, 
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desquelles  on  pourra,  dans  chaque  cas  particulier,  employer  celle  qu'on 
jugera  la  plus  commode. 

D'après  cette  notation,  si  l'on  désigne  par  C,  C,  C"  les  trois  points  de 
la  surface  de  la  sphère  où  la  Comète  a  été  observée  au  bout  des  temps  t, 
t-hô',  t-\-5",  et  par  S,  S',  S"  les  trois  lieux  correspondants  du  Soleil; 
qu'ensuite  on  joigne  ces  six  points  par  des  arcs  de  grand  cercle,  et  qu'on 
considère  les  différents  triangles  formés  par  ces  arcs  et  ayant  leurs  angles 
à  trois  de  ces  six  points  C,  C,  C",  S,  S',  S",  on  aura  les  valeurs  suivantes 

d  =(CG'C"), 

A=(SC'C"),     A,  =(CSC"'),     A:=(CC'S), 

A'=(S'cc"),   a;  =  (cs'C"),   a;  =  (ccs'), 
a"=(S"cc"),   A';=(cs"C"),   a;  =  (Ccs"). 

De  plus  on  aura 

r  =  cossc,   r'  =  cosS'C,   r"  =  cosS"C". 

19.  Ce  sont  là  les  seuls  éléments  qui  dépendent  des  observations  et 
qui  demandent  à  être  calculés  séparément  pour  chaque  système  de  trois 
observations  d'une  Comète.  On  voit  que  ces  éléments  dépendent  unique- 
ment de  la  position  respective  des  trois  lieux  apparents  de  la  Comète  et 
des  trois  lieux  correspondants  du  Soleil  sur  la  surface  de  la  sphère,  c'est- 
à-dire  de  l'hexagone  sphérique  formé  par  des  arcs  de  grand  cercle ,  qui 
joignent  ces  six  points  de  la  surface  de  la  sphère;  et  l'on  pourra,  dans 
une  première  approximation,  se  contenter  de  déterminer  les  angles,  les 
côtés  et  les  diagonales  de  cet  hexagone  par  le  moyen  d'un  bon  globe  cé- 
leste; mais,  quand  on  voudra  mettre  plus  d'exactitude  dans  le  calcul,  il 
sera  nécessaire  de  les  déterminer  par  les  règles  de  la  Trigonométrie. 

A  l'égard  des  trois  quantités  R,  R',  R",  qui  expriment  les  distances  du 
Soleil  à  la  Terre  dans  les  trois  observations,  on  les  aura  par  les  Tables  du 
Soleil  ou  par  les  Êphémèrides .  On  pourra  même,  à  cause  de  la  petitesse 
de  l'excentricité  du  Soleil,  faire 

R  =  R  =R"  =  i, 
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ce  qui  servira  à  simplifier  les  équations  du  n°  14,  sans  préjudieier  sen- 
siblement à  leur  exactitude. 

20.  Au  reste,  si  l'on  nomme  zs  l'angle  que  la  droite  p  ou  le  rayon  vi- 
suel de  la  Comète  fait  avec  le  plan  des  x  et  y,  et  a  l'angle  que  la  projec- 
tion de  cette  ligne  fait  avec  l'angle  des  ce,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

ol  =  cosro  coso-,     p  =  cosersino-,     y  =  sinra. 

De  même,  si  l'on  nomme  II  et  2  les  angles  que  le  rayon  R  de  l'orbite  du 
Soleil  fait  avec  le  même  plan  des  x  et .y,  et  que  la  projection  de  ce  rayon 
fait  avec  l'axe  des  x,  on  aura 

A  =  cosll  cosS,     B  =  cosll  sin2,     C  =  sinII. 

Donc,  si  l'on  marque  par  un  et  par  deux  traits  toutes  les  quantités  qui 
se  rapportent  à  la  seconde  et  à  la  troisième  observation,  et  qu'on  substitue 
ces  valeurs  dans  les  formules  du  n°  12,  on  aura 

S  =sin(ff'  —  a)  cosro  cosœ'  sinro" 

—  sin (a" —  o-)cosnj  cosro"sinn?' 
-t-  sin(o-"— a-')  cosct'  cosro"sinro, 

À  =  sin  (a'—  2)  cosll  cosro'  sinro" 

—  sin(o-"—  2)  cosll  cosro"  sinro' 
-t-  sin  (a-"—  7'  )  cos55'cos3j"sinII, 

A,=  sin(2  —  a-)  cosro  cosll  sinro" 

—  sin(o-"—  a)  cosro  cosnr"sinII 
-t-sin(o-"—  2)  cosll  cosnr"sins3, 

A,  =  sin  (  s-'  —  a  )  cos  ro  cos  gj'  sin  II 

—  sin  (  2  —  a  )  cos  ro  cos  II  sin  ro' 

-t-  sin  (  2  —  o-' )  costo'  cosll  sinro. 
IV.  65 
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Et  pour  avoir  les  valeurs  de  A',  A', ,  A'2  et  de  A",  A."  ,  A'!2 ,  il  n'y  aura 

qu'à  marquer  successivement  d'un  et  de  deux  traits  les  lettres  II  et  2. 
Enfin  on  aura (13) 

r  =  cosE[  cosro  cos(2  —  <r)-t-sinll  sinnj, 
T'  =  cosIT  cosro'  cos(2'  —  a1)  +  sinlT  sinro', 
F'=  cosn"  cosro"  cos(2"—  a")  -4-  sinn"  sinaj". 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  des  oc  et  y  soit  celui  de  l'écliptique,  et  que 
l'axe  des  x  soit  dirigé  vers  le  premier  point  d'Aries,  il  est  clair  que  rs, 
ts\  7s"  seront  les  latitudes  observées  de  la  Comète  au  bout  des  temps  t, 
t-\-S',  t-\-6",  et  que  7,  a',  a"  seront  les  longitudes  correspondantes;  ainsi 
ces  quantités  seront  données  par  les  observations.  De  plus  on  aura,  dans 
cette  hypothèse,  II  =  o,  II' =  o,  II"=  o,  et  2,  2',  2"  seront  les  trois  lon- 
gitudes du  Soleil  au  temps  des  trois  observations,  longitudes  qu'on  aura 
immédiatement  par  les  Éphémérides . 

Mais,  au  lieu  de  prendre  le 'plan  de  l'écliptique  pour  celui  des  x  et  y, 
on  peut  prendre  également  l'équateur  pour  ce  plan;  alors  il  est  visible 
que  zs,  et',  st"  seront  les  trois  déclinaisons  observées  de  la  Comète,  et  a, 
a',  v"  les  trois  ascensions  droites.  De  même  II,  II',  II"  seront  les  trois 
déclinaisons,  et  2,  2',  2"  les  trois  ascensions  droites  du  Soleil,  corres- 
pondantes à  celles  de  la  Comète.  Les  premières  sont  données  immédia- 
tement par  les  observations,  et  les  secondes  le  sont  par  les  Éphémérides. 

21.  Après  avoir  donné  la  manière  de  calculer  les  quantités  de  la  pre- 
mière espèce,  lesquelles  dépendent  des  observations  et  de  la  Théorie  du 
Soleil,  considérons  maintenant  celles  de  la  seconde  espèce,  lesquelles 
dépendent  de  l'orbite  de  la  Comète. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

i   dr i    d(  rdr) 

on  aura,  par  les  formules  des  nos  5  et  6,  en  y  marquant  la  lettre  ô  d'un 
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trait, 


£-* 


°  or'         4'  °'    \  5  r         i5r3 

/'             ,       ùi           an           B'"P          °"    11            A           9'5   /3P<7  P 

A'  =  I  -4-  2  0'»  +  6'2q  —  -=-£-  —  t —     i  —  n-  )  -j-  ^ —     -u  H £— 

^  *        3r3        4r3\3       '/       4/-3  \    5  i5 r3 

Et,  marquant  la  quantité  0  de  deux  traits,  on  aura  les  valeurs  de  /", 
g",  h". 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de 

l=f'g"-f"g', 
on  aura,  après  les  réductions, 

hr3  4''3 

(  0"  —  ©' )3  { 3 0'^  -t-  4 ©"©' H-  3Ô'2^|  -p 


tir3  3.5.8. r1 


Dans  ces  formules,  les  quantités  9'  et  6"  sont  connues,  puisqu'elles 
expriment  les  intervalles  de  temps,  c'est-à-dire  les  angles  que  le  Soleil 
a  parcourus  par  son  mouvement  moyen  entre  les  trois  observations  de 
la  Comète  (1  et  11),  angles  qui  doivent  être  évalués,  pour  l'homogé- 
néité, en  parties  du  rayon;  il  n'y  a  donc  d'inconnues  que  les  trois  quan- 
tités r,  p,  q,  lesquelles  déterminent  les  trois  principaux  éléments  de  la 
Comète,  de  manière  que,  nommant  a  le  demi-grand  axe,  b  le  demi-para- 
mètre, <p  l'angle  du  rayon  vecteur  r  avec  le  périhélie,  on  a  (9) 


,  >"        ,   ,  b- 


22.  Il  ne  s'agira  donc  plus  que  de  faire  ces  différentes  substitutions 
dans  les  trois  équations  finales  du  n°  14,  et  de  déterminer,  par  le  moyen 

65. 
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de  ces  équations,  les  trois  inconnues  r,  p,  q\  c'est  à  quoi  se  réduit  la  so- 
lution que  nous  avons  annoncée  du  Problème  des  Comètes. 

Il  est  visible  que  ces  équations  seront  d'autant  plus  compliquées  qu'on 
prendra  plus  de  termes  dans  les  séries  qui  expriment  les  valeurs  des 
quantités  /,  g',  h',  g",  h" ;  mais  comme  on  peut  rendre  ces  séries  aussi 
convergentes  que  l'on  veut  en  diminuant  les  valeurs  des  intervalles  0' 
et  6"  entre  les  observations,  on  a  un  moyen  de  les  simplifier  sans  préju- 
dice de  l'exactitude. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  s'arrête  aux  troisièmes  dimensions 
de  0'  et  S",  on  aura  alors 


S  g,, 3'  §  g,, 3' 

0'3o  0"3» 

h'  =  1  -h  2  0'p  h-  9"q  -  ^4,     h"  =  1  -+•  aô"fl+  B">q-  VV 
i  *         ir3  '  z         or' 

Par  ces  substitutions  on  aura  trois  équations,  dont  la  première  ne  con- 
tiendra que  l'inconnue  r,  et  dont  les  deux  autres  contiendront  de  plus 
les  inconnues  p  et  q,  mais  simplement  sous  la  forme  linéaire. 


23.  En  effet,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

M=AR(0"-0')  -A'R'0"  +  A"R"0', 
N  =  AR( 9"  -  0'  i3-  A'R'  0"3  +  A"R"0'3, 

et  qu'on  dénote  par  M,,  N,  et  par  M2,  N2  ce  que  deviennent  ces  expres- 
sions de  M,  N,  en  y  changeant  A,  A',  A"  en  A,,  A', ,  A"t  et  en  A,,  A'2 ,  A"2 , 
on  aura (12) 

N  N,  N, 

M  -  A  M,  -  p-  M2  -  P- 

br3  br3  „  br" 


p  =  -f— - — (e»_eM, .'  — â^t'    p 


^J 


br 
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substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations  suivantes  (13) 

p2  —  2rRp  +  R2=r% 

p'2  —  2r'R'p'  -f-  R'2  =  r'\         ivp 


3r3 


•r"R"p"+R"2  =  /'2H-2  9> 


0> 

3r3 


(p'2 

—  aPR'p' -l-  R'2—  r2)  0"2  —  (p"2  —  2F'R"p"  -f-  R"; 

;-r2)0'2 

2r26'0"(0"  —  0') 

(p'2 

—  2r'R'p'  -+-  R2  —  r2)  9"  —  (  p"2  —  2r"R"p"  -f-  R"2 

—  r2)  9' 

il  est  visible  que  la  première  équation  contiendra  seulement  l'inconnue  /-, 
laquelle  y  montera  au  huitième  degré;  et  cette  inconnue  étant  déterminée 
par  la  résolution  de  cette  équation,  on  aura  ensuite  p  et  q  par  les  deux 
autres  équations,  lesquelles,  en  y  négligeant  pour  plus  de  simplicité  les 

termes  du  troisième  ordre  -i~i  -=-|-»  donnent  sur-le-champ 
3r3      3/'3  l 


P  = 


•*  r29'9"(9'—9") 

24.  Pour  que  l'orbite  soit  parabolique,  il  faut  que  l'on  ait  a  =  x  ; 
donc  (21) 


En  faisant  cette  substitution  on  aura,  comme  l'on  voit,  une  seconde 
équation  en  r,  laquelle  montera  de  même  au  huitième  degré;  mais  si 
dans  le  numérateur  de  l'expression  de  q  on  met  à  la  place  de  r2  sa  valeur 
tirée  de  la  première  équation,  savoir 

r2=p2-  2TRp  +  R-, 

qu'ensuite  on  substitue  partout  les  valeurs  de  p ,  p',  p"  en  r,  on  trouvera 
que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  montera  plus  qu'au  sixième  degré. 

En  général,  comme  cette  seconde  équation  doit  avoir  lieu  en  même 
temps  que  la  première,  pour  que  l'orbite  soit  parabolique,  il  est  clair 
que  dans  ce  cas  les  deux  équations  doivent  avoir  un  diviseur  commun 
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qu'on  trouvera  par  les  méthodes  connues,  et  ce  diviseur  sera  lui-même 
ou  contiendra  du  moins  la  racine  cherchée.  On  sait  en  effet  depuis  long- 
temps que  le  Problème  de  la  détermination  des  orbites  paraboliques  est 
plus  que  déterminé  par  trois  observations  complètes,  c'est-à-dire  par 
trois  longitudes  et  trois  latitudes  observées;  car  on  a  de  cette  manière  six 
données,  tandis  que  les  éléments  à  déterminer  ne  sont  qu'au  nombre  de 
cinq. 

25.  Nous  venons  de  trouver  dans  le  n°  23  que  l'équation  en  r  est  du 
huitième  degré;  cela  est  vrai,  en  général,  mais  je  remarque  qu'une  des 
racines  de  cette  équation  est  nécessairement  égale  à  R,  de  sorte  qu'en 
faisant  disparaître  cette  racine  l'équation  dont  il  s'agit  s'abaissera  au 
septième  degré. 

Car,  puisque  la  force  qui  fait  décrire  à  la  Comète  son  orbite  autour  du 
Soleil  est  la  même  que  celle  qui  fait  décrire  à  la  Terre  la  sienne,  il  s'en- 
suit que  la  Comète  peut  aussi  décrire  la  même  orbite  que  la  Terre  et 
coïncider  par  conséquent  avec  elle.  Or  dans  ce  cas  il  est  visible  que  la 
direction  des  rayons  visuels  menés  du  centre  de  la  Terre  à  la  Comète  de- 
vient indéterminée,  en  sorte  que  les  lieux  apparents  de  la  Comète  peu- 
vent être  supposés  quelconques,  et  par  conséquent  toujours  conformes 
à  ceux  qui  ont  été  observés  et  qu'on  prend  pour  les  données  du  Pro- 
blème. Ainsi,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  données,  on  est  assuré 
d'avoir  une  solution  possible  en  supposant  la  coïncidence  de  la  Comète 
avec  la  Terre,  et  cette  solution,  doit  nécessairement  être  renfermée  dans 
la  solution  générale. 

Or  dans  cette  supposition  les  distances  p,  p' ,  p"  de  la  Comète  à  la  Terre 
deviennent  nulles;  donc,  faisant  r  =  R  dans  les  expressions  de  ces  dis- 
tances données  plus  haut  (23),  il  faudra  qu'elles  deviennent  nulles;  donc 


M 

N               „         N,               „        N, 
-6B7  =  0'     M'-6R3=°>     M~6Rl 

ce  qui  donne 

N         ,,         N,         AI         N. 
M  =  6Ri'     M=6R3'     M*=6RV 
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De  sorte  que,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  dont  il  s'agit, 


on  aura 


__  6  \R3       r>)  ,_        6  \R3       r3)         „_   6  \R3 

La  valeur  de  p  étant  maintenant  substituée  dans  l'équation 

p2-  aTRp-+-  R2=r2, 
on  aura  celle-ci 

laquelle,  étant  multipliée  par  RVC,  devient 

|(^-R3)2-I^(H_R,[(r-n,-(i^l3]â 


R6(R2 


équation  qu'on  voit  bien  être  divisible  par  R  —  /•,  et  qui  après  cette  divi- 
sion ne  montera  plus  qu'au  septième  degré  et  aura  par  conséquent  tou- 
jours au  moins  une  racine  réelle. 

26.  En  général,  il  suit  du  raisonnement  du  numéro  précédent  que  si 
dans  les  expressions  de  p,  p',  p"  du  n°  12  on  change  r  en  R,  et  de  même 
dr  en  rfR  et  d(rdr)  en  û?(Rg?R),  ces  expressions  doivent  devenir  nulles 
d'elles-mêmes.  De  sorte  que,  si  l'on  dénote  par  L,  G',  G"  ce  que  devien- 
nent alors  les  quantités  /,  g',  g",  on  aura  nécessairement  ces  trois  équa- 
tions 

A  RL  —  A'  R'  G"  -+-  A'R"G'  =  o, 

A,RL- A',R'G"+ A"R"G'  =  o, 

A2RL  -  A',  R'  G"  -I-  A!!  R"  G'  =  o. 
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filais  pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  la  vérité  de  cette  conclusion, 
nous  allons  la  démontrer  directement  par  le  calcul. 

27.  Pour  cela  on  remarquera  que,  puisque  la  Terre  se  meut  autour  du 
Soleil  par  la  même  force  qui  y  fait  mouvoir  les  Comètes,  il  s'ensuit  que 
les  formules  générales  des  nos  5  et  6  auront  lieu  aussi  pour  l'orbite  de  la 
Terre,  de  même  que  pour  l'orbite  apparente  du  Soleil. 

Si  donc  on  dénote  par  X,  Y,  Z  les  trois  coordonnées  rectangles  du  lieu 
du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre  considérée  comme  en  repos,  et  par  R  le 
rayon  vecteur  ou  la  distance  du  Soleil;  qu'on  désigne  de  même  par  F, 
G,  H  ce  que  deviennent  les  quantités/,  g,  h  en  y  changeant  r  en  R,  on 
aura  pareillement 

FX  +  G^,     FY-t-G^>     FZ  +  G^     et     HR= 

dt  dt  dt 

pour  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  et  R2  après  le  temps  t-hô. 
Donc,  suivant  les  suppositions  des  nos  11  et  12,  on  aura 

AR  =  X.     BR  =  Y,     CR  =  Z, 

A'R'  =  F'X  +  G'^,     B'R'  =  F'Y  +  G'~,     CR'  =  FZ  ■+■  G'~, 
dt  t  dt  dt 

A"R"=F"X-t-G"^,      R"R"=F"Y-f-G"^,     C"R"  =  F' Z  -+-  G"^- 
dt  dt  dt 

D'où,  éliminant  X,  —r-,  Y, . . .  et  faisant 
dt 

L  =  F'G"-F'G', 

on  aura 

ARL  — A'R'G'h-  A"R"G'=o, 

BRL  -  B'  R'G"  +  R"R"G'=  o, 

CRL  —  C  IV  G"  +  C"  R"  G  =  o  ; 

équations  qui  étant  ajoutées  ensemble,  après  avoir  été  multipliées  res- 
pectivement par  j3'y"—  /3"y',  y' a"—  y"a',  ot'fl"—  a"j3\  par  y/3"—  j3y" 
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donneront  (1)  celles-ci 

A  RL  —  A'  R'  G"  -t-  A"  R"  G'  =  o, 
A,  R  L  -  A',  R'  G'  +  A';  R"  G'  =  o, 

A2  RL  -  A'2  R'  G "  -+-  A^  R"  G'  =  o, 

qui  sonl  celles  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

28.  Par  le  moyen  de  ces  équations  on  peut  réduire  les  valeurs  de  p, 
p',  p"  du  n°  12  à  cette  forme 

_  AR(/-L)  —  A'R'(#"  —  G")  H-A"R"(#'— G') 
P  —  Ï7 — ' 


A,  R(/  —  L)  —  A',  R'(g"  —  G")  +  A;'fl*(g-'^  G'1 


„_  Aa R(  /  —  L)  —  A'2R' {g"  -  G")  -t-  A;R"(g-'  —  G') 


On  peut  ensuite  réduire  les  équations  du  n°  13  à  la  forme  suivante 

p2  -2.rRp  =  r2—  R2, 

p'2—  aFR'p'  =  h'r*  —  H'R!, 

p"2—  2r"R"p"=  h"r-  —  H"R2. 

Or,  si  l'on  fait 

]_dR  t_  d{RdR)  _ 

R  dt  '     R2       dp      ~g' 

on  aura  pour  L,  G',  H',  G",  H"  les  mêmes  expressions  que  pour  /,  g',  ti, 
g",  h"  (21),  en  y  changeant  seulement  r,  p,  q  en  R,  P,  Q;  et  il  est  visible 
que  dans  les  trois  équations  finales  les  inconnues  r,  p,  q  auront  pour  ra- 
cines les  quantités  R,  P,  Q,  puisqu'en  faisant 

r  =  R,     p  =  P,     q  —  Q, 

ce  qui  donne 

/=L,     g  =  G,     /ï=H, 

tous  les  termes  de  ces  équations  se  détruisent  d'eux-mêmes. 

IV.  66 


522    DE   LA   DETERMINATION   DES  ORBITES   DES  COMETES 

29.  On  pourrait  aussi  se  servir  des  équations  du  n°  27  pour  éliminer 
des  expressions  de  p,  p',  p"  les  quantités  A",  \'[  ,  A"2.  On  trouverait  de 
cette  manière 

.  _  AR(/G'  -  Lg')  -  A'  R'(g"G'  -  g-' G") 

9  ~  ^JIG' —' 

,_       A,  R(IG'  —  Lg')  —  A',  R'(g"G'  —  g-' G"  ) 
9  ~~  "  èlG' 


P  = 


A3R(/G'-Lg')-A;R'(ggG'-g'G"), 
SIG' 


et  ces  valeurs,  étant  employées  à  la  place  de  celles  du  numéro  précédent, 
donneront  aussi  des  équations  finales  dont  les  inconnues  r,  p,  q  auront 
pour  racines  R,  P,  Q. 

30.  Enfin,  si  l'on  reprend  les  formules  du  n°  27,  et  qu'on  substitue 

dans  les  valeurs  de  A'R',  B'R', ...  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  et  de  — î-j  -j-i 

dt      (h 

dl 

-;-)  on  aura 

dt 

,R'=(F'A  +  G^)R  +  .Af, 
B'R'=(E'R  +  G'f)R+G'R§, 
C'R'=Yf'Ch-G'^)r  +  G'C§, 

et,  changeant  seulement  F',  G'  en  F",  G",  on  aura  les  valeurs  de  A'R", 
B'R",  C'R". 

De  là  on  trouvera,  d'après  les  formules  du  n°  12  et  en  supposant  que 
les  différences  de  A,  A,,  A2  se  rapportent  seulement  aux  variations  de  A, 
B,  C,  on  trouvera,  dis-je, 

A'R'=  (f'R  +  G'^  A  +  G'R^, 
\  dt  )  dt 

A',R'=(f'R+G'^A,h-G'R^', 
\  dt  )  dt 

i.*=(r»+o<«)^«..'£, 

et,  changeant  F',  G'  en  F",  G",  on  aura  les  valeurs  de  A'R",  A"R",  a!,R". 
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Si  donc  on  fait  ces  substitutions  dans  les  expressions  de  p,  p',p"  du 
numéro  cité  et  qu'on  suppose,  pour  abréger, 

m  =  i  _  F'g-"  +  F"g',     n  =  G"  g'  -  G' g", 
on  aura,  en  mettant  P  à  la  place  de  ^  -j-, 

dA 


p=.R 


(m  -h  »P)  A  -+-  n- 


16 

R 

(m  -h  ni? 

dA, 

§ 

"6 

(m  -+-  ;iP)A, 

-h  n 

dA, 
dt 

P"=R 
De  plus,  en  faisant 

r,  =  Aa'+  B(3'  +  C/,     rJ  =  A«"-)-B(3"-i-C/', 

et  supposant  aussi  que  les  différentielles  de  F,  r,,  F,  ne  regardent  que 
la  variabilité  de  A,  B,  C,  on  aura  d'après  les  formules  du  n°  13 

r'R'= B  P(F'  -4-  G'  p  r,  +  G'  ~  1 ,    r"R"=  r  H  F"-+-  g'p  ir2  -+-  G"^~|  -, 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  trois  équations  du  n°  28,  on  aura, 
pour  équations  finales,  celles-ci 

l(m  -h  nV)  A  +  n^V  —  nTÏ(m  -h  nV)A  -hn^\l6  -h  (i  —  ~\  i>d'  =  o, 
[m-hnV)Al-hn  —rj     -+- 1    (F'  -+-  G'  P)  T,  +  & —rr      !»»  +  «P)  A,  +  re  -y- \g"6 

[im  +  «P)A2+n^2]2-2[(F''+G''P)r2+G''^][(W  +  MP)A2+«^Jg'ô 


+  |H"-^, 


66. 
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31.  Pour  faire  usage  de  ces  équations,  on  calculera  d'abord  les  quan- 
tités A,  A,,  A.,  par  les  formules  du  n°  18,  et  pour  avoir  les  différentielles 
de  ces  quantités,  il  n'y  aura  qu'à  faire  varier  le  lieu  du  Soleil,  lequel  est 
déterminé  par  les  quantités  A,  B,  C. 

Soit  donc  Ss  le  petit  arc  de  l'écliptique  que  le  Soleil  parcourt  pendant 
le  temps  dt\  il  est  facile  de  prouver  que  la  variation  de  l'arc  CS  sera 

—  Si  cosCSs, 

CSs  étant  l'angle  que  l'arc  C*  fait  avec  l'écliptique;  par  la  même  raison- 
les  variations  des  arcs  C'S,  C"S  seront 

—  SscosCSs,     — SscosCSs. 

Mais  on  a  par  la  Théorie 

dt  —  R!x  Ss, 

à  cause  que  t  est  le  mouvement  moyen  du  Soleil  et  que  la  distance 
moyenne  est  prise  pour  l'unité  (1  );  donc  on  aura 

c        dt  ' 

Si  donc  on  emploie  pour  la  valeur  de  A  la  première  expression  de 
( SC G"),  savoir  (18) 

v'i  -t-  2  cosSC'cosSC'cosC'C"—  cos2SC— cos2SC"  —  cos2C'C", 

et  qu'on  différentie  en  faisant  varier  en  même  temps  les  arcs  SC'.SC", 

on  aura 

dA       (cosSCcosC'C"  —  cosSC)  sinSC'cosC'Ss 


A 


dt  R2 

(cosSCcosC'C"  —  cosSC"  )  sinSC"cosC"S.s 


—Ri- 
mais en  considérant  le  triangle  SC'C",  on  a  par  les  formules  connues 

cosSC'  =  cosSCcosC'C"  +  sinSC"sinC'C''cosSC"C, 

et  de  même 

cosSC"=  cosSC  cosC'C"  +  sinSC  siuC'C"  rosSC'C"; 
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donc,  substituant  dans  l'équation  précédente  et  divisant  par  A,  on  aura 

dA  _      _sinSC'sinSC"sinC'C"[cosSC"C'cosC'S*  -+-  cosSC'C"cosC"S«] 
~dt  ~  ÂR* 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière 

dA,  _       sinSCsinSC"sinCC"[cosSC"C'cosCS.s+  cosSCC'cosCSs] 

Ht  ~  âTr1 

dA2 sinSCsinSC'sinCC'[cosSCC'cosC'S*  -t-  cosSC'CcosCSs] 

~dt   ~  ÂTR* 

On  pourrait  trouver  d'autres  expressions  de  ces  différentielles  en  em- 
ployant d'autres  formules  pour  les  valeurs  de  A,  A,,  A.,;  mais  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas. 

Nous  remarquerons  seulement  que,  si  l'on  voulait  faire  usage  des  for- 
mules du  n°  20,  il  suffirait  d'y  faire  varier  l'arc  I  de 

dans  le  cas  où  2  est  la  longitude  du  Soleil;  mais  lorsque  I  représente 
l'ascension  droite  du  Soleil  et  11  sa  déclinaison,  il  faudra  faire  varier  en 
même  temps  I  et  n,  en  faisant 

,.-.        cos-n dt  ,_       sinn  cos2dt 

dZ  =  jr; rss-J        «11=  s > 

R2cos2II  R= 

ïj  étant  l'obliquité  de  l'écliptique;  ce  qui  est  facile  à  démontrer  par  les 
analogies  différentielles  connues. 

et 

32.  A  l'égard  des  quantités  I\  r,,  I\,  il  est  facile  de  voir  que  ce  sont 
les  mêmes  que  les  quantités  V,  V,  F"  des  nos  17  et  suivants,  mais  en  sup- 
posant que  dans  les  dernières  V  et  Y"  le  lieu  du  Soleil  soit  le  même  que 
dans  la  première  T. 

Ainsi  l'on  aura  (18) 

r  =  cosSC,   r,=cosSc,   r2=cossc", 
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et  différentiant,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  le  numéro  précédent, 
on  aura  sur-le-champ 

r/T sinSC  cosCSs       clT, sinSC'cosC'Si       f/T2 sinSC'cosC'S* 

1ÏÏ  ~  R^  '     ~dt~  R1"  '     Ht~  R1 

Et  si  l'on  veut  employer  les  formules  du  n°  20,  il  n'y  aura  qu'à  faire 

n=n=n,    i '  =  i"  =  2, 

et  ensuite  différentiel'  comme  dans  le  numéro  précédent. 

33.  Enfin,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  manière  de  se  servir 
des  équations  du  n°  30,  nous  remarquerons  encore  que,  puisque  la 
moyenne  distance  du  Soleil  est  prise  pour  l'unité,  on  aura  dans  les  for- 
mules du  n°  9,  en  changeant  r  en  R, 

a  =  1 ,     b  =  1  —  E-, 

E  étant  l'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil  =  0,0168;  donc 

— de-  =r"'    r ~^ï-E-{*-~l)> 

par  conséquent (28) 

0_  '-R  E--(R-.)' 


34.  Les  équations  du  n°  30  ont  sur  celles  du  n°  14  l'avantage  de  ne 
demander  que  le  calcul  d'un  seul  lieu  du  Soleil  ;  de  sorte  qu'à  cet  égard 
elles  fournissent,  analytiquement  parlant,  une  solution  plus  simple  du 
Problème  proposé;  mais,  d'un  autre  côté,  elles  paraissent  moins  com- 
modes pour  la  pratique  que  ces  dernières. 

Quoi  qu'il  en  soit,  lorsqu'on  voudra  faire  usage  des  formules  de  ce  Mé- 
moire, il  sera  peut-être  à  propos  de  prendre  négativement  l'intervalle  0' 
entre  les  deux  premières  observations,  en  sorte  que  les  trois  observations 
répondent  aux  temps  t  —  5',  t,  t  -+-  B",  et  que  les  quantités  sans  traits  se 
rapportent  à  l'observation  du  milieu,  celles  avec  un  trait  à  la  première 
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observation,  et  celles  avec  deux  traits  à  la  troisième.  Par  ce  moyen  les 
intervalles  ô'  et  6"  pourront  être  pris  peu  différents  l'un  de  l'autre;  de 
sorte  que  les  séries  qui  expriment  les  quantités  g  ,  h'  en  puissances  de  ô'  et 
celles  qui  expriment  les  quantités  g",  h"  en  puissances  de  0"  seront  à  peu 
près  également  convergentes.  A  l'égard  de  la  série  qui  exprime  la  quan- 
tité /  (21  ),  elle  deviendra  un  peu  moins  convergente  dans  le  cas  de  6'  né- 
gatif; mais  elle  aura  l'avantage  que  son  troisième  terme  deviendra  nul 
ou  presque  nul,  lorsque  les  intervalles  entre  les  trois  observations  seront 
égaux  ou  presque  égaux,  à  cause  que  5' -+-  5"  sera  zéro  ou  à  peu  près. 

35.  Nous  avons  déjà  vu  dans  les  nos  23  et  suivants  qu'en  s' arrêtant  aux 
troisièmes  puissances  de  6'  et  ô",  la  première  équation  ne  contient  que 
l'inconnue  r,  et  que  les  deux  autres  contiennent  les  inconnues p  et  q  sous 
une  forme  linéaire.  Si  l'on  poussait  la  précision  jusqu'aux  quatrièmes 
dimensions  de  6'  et  6",  la  première  équation  contiendrait  de  plus  l'in- 
connue p  sous  la  forme  linéaire,  et  les  deux  autres  contiendraient/?,  q 
et/?2;  de  sorte  qu'en  éliminant  p  de  la  première,  on  aurait  une  équation 
en  rqui  monterait  à  un  degré  plus  haut  que  le  huitième,  et  ainsi  de  suite; 
mais  il  suffira  de  résoudre  cette  équation  par  approximation,  et,  en  gé- 
néral, ayant  trouvé  les  premières  valeurs  de  r,p,  q,  on  pourra  s'en  servir 
pour  en  trouver  d'autres  de  plus  en  plus  exactes,  sans  résoudre  des  équa- 
tions plus  hautes  que  le  premier  degré. 

Les  quantités  r,  p,  q  donneront  immédiatement  le  grand  axe,  le  para- 
mètre et  le  lieu  du  périhélie  par  les  formules  du  n°  21  ;  et  le  signe  dep, 
selon  qu'il  sera  positif  ou  négatif,  fera  connaître  si  la  Comète  a  déjà  passé 
le  périhélie,  ou  non. 

Il  ne  restera  donc  qu'à  déterminer  la  position  du  plan  de  l'orbite;  ce 
qu'on  pourra  faire  par  les  méthodes  trigonométriques  connues,  en  em- 
ployant les  valeurs  des  distances  p  et  p'  de  la  Comète  à  la  Terre  dans  deux 
observations.  Mais,  si  l'on  voulait  déterminer  analytiquement  l'inclinai- 
son et  le  lieu  du  nœud,  il  n'y  aurait  qu'à  faire  usage  des  formules  don- 
nées dans  le  n°  9,  lesquelles,  en  y  substituant  pour  x,  y,  z  et  -j-i  -¥--,  -j- 
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leurs  valeurs  déduites  des  six  premières  équations  du  n°  11,  se  réduisent 

à  celles-ci 

_  (fip-BR)(yV-C'R')-(yp-CR)(py-B'R') 
ran8robint"-(ap-AR)(P'p'-B'R')-(j3P-BR)(a'P'-A'R')' 

(ap  -  AR  )  (y'p'  —  C  R'  )  —  (yp  —  CR)  ( a'p'  -  A'R'  ) 
tangrocosi}/^ 


(«p— AR)((3'p'— B'R')  -  (Pp  — BR)(a'p'— A'R': 


dans  lesquelles  les  quantités  a,  ,3,  y,  a  ,  |3', . . .  sont  données  par  les  ob- 
servations ou  par  la  Théorie  du  Soleil  (20). 

Si  l'on  emploie  dans  ces  formules  les  longitudes  et  les  latitudes  géo- 
eentriques  de  la  Comète,  alors  rx  sera  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur 
l'écliptique,  et  <f  la  longitude  de  la  ligne  des  nœuds;  mais  si  l'on  y  em- 
ploie les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  observées  de  la  Comète, 
dans  ce  cas  la  quantité  tz  deviendra  égale  à  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la 
Comète  par  rapport  à  l'équateur,  et  d>  sera  l'ascension  droite  des  nœuds 
de  cette  orbite  avec  l'équateur. 

Au  reste,  pour  faciliter  autant  qu'il  est  possible  l'usage  de  cette  mé- 
thode à  ceux  qui  voudront  s'en  servir  dans  la  détermination  des  orbites 
des  Comètes,  je  vais  mettre  ici  sous  les  yeux  les  équations  de  ce  Pro- 
blème réduites  à  la  forme  la  plus  générale  et  la  plus  simple. 

Equations  pour  déterminer  les  éléments  de  l'orbite  d'une  Comète  ou  d'une 
Planète,  par  trois  observations  peu  distantes  entre  elles. 

36.  Supposons  que  la  Comète  dont  il  s'agit  de  déterminer  l'orbite  ait 
été  observée  trois  fois  dans  un  espace  de  temps  peu  considérable.  Soient 
C,  D,  E  [fig-  3)  les  trois  lieux  apparents  de  la  Comète  marqués  sur  la 
surface  de  la  sphère  dont  on  suppose  le  rayon  =  i,  et  soient  de  même  S, 
T,  V  les  trois  lieux  correspondants  du  Soleil;  en  sorte  que  dans  la  pre- 
mière observation  la  Comète  ait  paru  en  C  et  le  Soleil  en  S,  que  dans  la 
seconde  observation  la  Comète  ait  paru  en  D  et  le  Soleil  en  T,  et  que  dans 
la  troisième  la  Comète  ait  été  en  E  et  le  Soleil  en  V. 

Qu'on  joigne  ces  six  points  par  les  arcs  de  grande  cercles  CD,  CE, 
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CS,  . . ,  on  aura  différents  triangles  sphériques  CDE,  CDS,  CDT, . . .  dont 
on  pourra  déterminer  les  côtés  et  les  angles  par  le  calcul,  ou  même  mé- 
caniquement par  le  moyen  d'un  bon  globe  céleste. 


Fig.  3. 


Soit  maintenant  9  le  temps  écoulé  entre  la  première  et  la  troisième 
observation;  ce  temps  doit  être  représenté  par  le  mouvement* moyen  du 
Soleil,  c'est-à-dire  par  la  différence  entre  les  longitudes  moyennes  du 
Soleil  en  V  et  en  S;  réduite  en  parties  du  rayon,  c'est-à-dire  divisée  par 
l'arc  57°  1 7'  45";  de  sorte  que  si  le  temps  6  est  de  i  jours,  on  aura 


58,i 3 24 


Soit  de  plus  l'intervalle  entre  la  première  et  la  seconde  observation,  à 
l'intervalle  entre  la  seconde  et  la  troisième,  comme  1  à  n;  en  sorte  que 

soit  le  premier  de  ces  intervalles,  et  le  second. 

n  -h  1  l  n  -+- 1 

Enfin  soit  la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la  Terre  prise  pour  l'unité, 
et  soient  S,  8,  X  les  véritables  distances  du  Soleil  à  la  Terre  aux  temps 
des  trois  observations,  c'est-à-dire  lorsque  le  Soleil  était  respectivement 
en  S,  T,  V.  Ces  distances  sont  données  par  les  Ephémérides ,  et,  à  cause 
de  la  petitesse  de  l'excentricité  du  Soleil,  on  pourra  le  plus  souvent  sup- 
poser 6  =  5  =  X  =  1 . 

IV.  67 
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37.  Cela  posé,  soit 

62  (n  — i)63  (3/t2  — 4w-h3)6j  (g  \  64 

6r'  +  4<in-i)r«/,+        8(n  +  i)»r»       \5       ^  j  +  3.5.8. r3  + 

«202                                7l303                                     «404             /3fl           -      ,  I 

*  =  I  —  ^ r— -  -+-  7 :  P  -+-  rr, rr— :  \  ~F~  —  3  P    ^ F~ 'x 

6(re-t-i)2r3       4(7H-i)3r3r        8(ra  +  i)4  r3  \  5  r         i5r! 

M=I  9;  93  ^  6'  /3g       3=1       ' 

M  —  '       6(n-i-i)2r3       4(n-t-i)3r3^  +  8(«  -h  i)4/'3  \  5  p  +  i5r3 

Soit  ensuite 

-    /sinCS\  /      sinECSN       ,    -      .-.    /sinCTX  /      sinECT- 

a?=B6'iitoC3DJ  V~  "suffi.)  -;w+l)ô/isTnCD)  \~ IÏÏÏÏCD , 

/sinCV\  /       sin_ECV\ 

+      \,sTr7LTjJ  \,      sinECDJ' 

.    /sinDSX  /sinEDSX       ,  ,    /sinDT\  /sinEDT\ 

r=noS\^m)  \,iSÊDU)-(B  +  l)aiViîÏÏDcj  UîïïËDc) 
.     /sinDVX  /smEDV\ 
+  AMUnDC/  UinEDcJ' 

_    /sinDSX  /sinCDSX  ,    /sinDTX  /sinCDTX 

*  =  B.6'iitaDlj  iiîÏÏGDEJ-(w+,)ôHiînDÊJl^CDÊJ 
.     /sinDV\  /sinCDVX 
+      VsinDEJ  \sinCDEJ' 

Enfin  soit 

,_  ^        2r-6     '  r26'  03  _  _fr lg_ 

~  re-t- 1  ?       (re  +  i)2  "        3(n+i)3r"       /\.(n-\- iY  r\3       P 

&         /3M  p 


4( '  »  -+-  i)5  r  \    5  r5( 


â  —F 


inr2Q  n2r2Q2  «303  ;i404       Iq 

n-\-iP       («-J-  ii2  ^        3(n+ i)3r^  _  4^+777^3  "  ^ 

+       "'0'      f  g£2  +  _£_  _  p.'\  +     . 

4  (  n+  i)sr  \    5  i5r3       y   / 

38.  On  aura  ces  trois  équations 

x2  -t-  2(«+  i)<5i.r  cosDT  -+-  (n  +  i)2(ô2  —  r2)  £2  =  o, 
j2 —  2/ië.sjcosCS  H-  ra2(62  —  g2)  s1  =  o, 
22  —  iluz  cosEV  -+-  (X2  —  V2)  M2  =  o, 

par  lesquelles  il  faudra  déterminer  les  trois  inconnues  r,  p,  q. 


D'APRÈS  TROIS  ORSERVATIONS.  531 

De  ces  inconnues,  la  première  r  est  le  rayon  vecteur  de  la  Comète  ou 
sa  distance  au  Soleil  au  temps  de  la  seconde  observation,  et  les  deux 
autres/)  et  q  servent  à  déterminer  le  grand  axe  ia  de  l'orbite  de  la 
Comète  et  le  paramètre  ib  de  cette  orbite  au  moyen  des  formules 

-  = r-q,     b  =  r  +  r'(q  —  p)- 

a        /' 

Ces  quantités  étant  connues,  on  aura  sur-le-champ  la  position  du  pé- 
rihélie sur  l'orbite  par  l'équation 

>'3(q  —  p2) 


COS<J>  : 


\A- 


en  nommant  <p  l'angle  du  rayon  r  avec  la  ligne  du  périhélie. 

A  l'égard  des  quantités  s,  t,  u,  x,  y,  z,  a,  v,  elles  serviront  aussi  à 
déterminer  les  distances  de  la  Comète  à  la  Terre  et  au  Soleil;  et  l'on  aura 

. r-  pour  la  distance  de  la  Comète  à  la  Terre  dans  la  seconde  obser- 

(n-+-  i)tr 

vation,  —  pour  sa  distance  dans  la  première  observation,  et  -  pour  la 

distance  dans  la  troisième  observation,  abstraction  faite  des  signes  de  ces 
quantités;  enfin  a  sera  la  distance  de  la  Comète  au  Soleil  dans  la  pre- 
mière observation,  et  u  sa  distance  dans  la  troisième  observation.  Au 
moyen  de  ces  distances  on  pourra  déterminer  facilement  les  autres  élé- 
ments de  l'orbite. 

39.  Pour  ce  qui  est  de  la  résolution  des  trois  équations  ci-dessus,  elle 
n'aura  point  de  difficulté,  en  donnant  à  9  une  valeur  moindre,  ou  du 
moins  peu  différente  de  l'unité,  ce  qui  revient  à  supposer  que  l'intervalle 
de  temps  entre  la  première  et  la  troisième  observation  n'aille  guère  au 
delà  de  deux  mois;  dans  ce  cas  les  séries  qui  expriment  les  quantités  /, 
s,  u,  a2,  v2  seront  convergentes,  et  d'autant  plus  convergentes  que  6  sera 
une  fraction  plus  petite.  En  négligeant  les  termes  affectés  de  64  et  des 
puissances  supérieures  de  9,  les  trois  équations  dont  il  s'agit  ne  renfer- 
meront les  inconnues  p  et  q  que  sous  une  forme  linéaire;  de  sorte  qu'il 
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sera  très-facile  d'éliminer  ces  inconnues,  et  l'on  aura  une  équation  en  r 
seul,  laquelle  pourra  monter  à  la  vérité  à  un  degré  assez  haut,  mais  qu'on 
pourra  dans  une  première  approximation  réduire  au  huitième  degré,  en 
ne  retenant  d'abord  que  les  termes  affectés  de  92,  comme  on  l'a  vu  (22). 
En  général,  il  faudra  appliquer  de  nouveau  à  ces  équations  les  mêmes 
remarques  que  nous  avons  déjà  faites  dans  ce  numéro  et  dans  les  sui- 
vants. 

40.  Au  reste  je  ne  dois  pas  manquer  de  faire  observer  relativement 
aux  expressions  des  quantités  x,  y,  z  du  n°  37,  que  les  rapports  des  sinus 
des  angles  ECS,  ECT,  ECV  au  sinus  ECD  y  ont  le  signe  —,  parce  que 
dans  la  figure  les  trois  premiers  angles  se  trouvent  placés  d'un  côté  et 
l'angle  ECD  se  trouve  de  l'autre  côté  de  l'arc  adjacent  commun  CE;  au 
contraire,  les  rapports  des  sinus  de  EDS,  EDT,  EDV  au  sinus  de  EDC, 
ainsi  que  ceux  des  sinus  CDS,  CDT,  CDV  au  sinus  de  CDE,  sont  pris  posi- 
tivement, parce  que  les  quatre  premiers  angles  sont  tous  du  même  côté 
de  l'arc  ED,  et  que  les  quatre  derniers  sont  aussi  tous  du  même  côté  de 
l'arc  CD.  La  raison  en  est  que  ces  rapports  doivent  devenir  égaux  à 
l'unité,  lorsqu'on  fait  tomber  successivement  les  points  D,  C,  E  en  S,  T, 
V;  parce  qu'alors  les  quantités  A,  A,,  A2,  A',  A'( , . . .  deviennent  égales 
à  à  par  la  nature  des  expressions  de  ces  quantités  (17).  En  observant  ces 
conditions,  on  n'aura  jamais  à  craindre  de  se  tromper  dans  les  signes. 
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(Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1778.) 


Deux  grands  Géomètres,  feu  M.  Cotes  et  M.  Euler,  ont  entrepris  de 
ramener  la  Théorie  des  lunettes  à  des  formules  générales.  Le  premier  a 
donné  le  beau  Théorème  qu'on  lit  dans  le  Chapitre  V  du  second  Livre  de 
{'Optique  de  Smith,  et  qui  sert  à  déterminer  la  route  d'un  rayon  qui  tra- 
verse autant  de  lentilles  que  l'on  veut,  disposées  sur  le  même  axe.  M.  Cotes 
mourut  peu  de  temps  après  avoir  fait  cette  découverte,  en  sorte  qu'il  ne 
put  en  profiter  pour  perfectionner  la  Théorie  des  lunettes;  et  M.  Smith 
rapporte  que  Newton  dit  à  cette  occasion  :  «  Si  M.  Cotes  avait  vécu,  nous 
saurions  quelque  chose.  » 

M.  Euler  s'est  occupé  après  lui  du  même  objet  et  a  trouvé  des  formules 
très-belles  et  très-générales,  qu'on  peut  voir  dans  différents  Mémoires 
insérés  parmi  ceux  de  cette  Académie  pour  les  années  1757  et  1761,  et 
parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1765.  Ce 
grand  Géomètre  a  donné  ensuite  un  Traité  complet  sur  cette  matière, 
lequel  contient  les  mêmes  formules  exposées  avec  tout  le  détail  qu'on 
peut  désirer,  et  appliquées  à  un  grand  nombre  de  cas  relatifs  aux  téles- 
copes et  aux  microscopes. 

Comme  les  formules  de  ces  deux  Auteurs  sont  présentées  sous  des 
formes  différentes,  j'ai  été  curieux  de  les  rapprocher  et  de  les  comparer; 
et  cette  comparaison  a  donné  lieu  à  quelques  recherches  qui  m'ont  paru 
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pouvoir  encore  intéresser  les  Géomètres,  et  que,  par  cette  raison,  je  vais 
présenter  aujourd'hui  à  l'Académie. 

1.  J'appellerai  dans  la  suiteyoyer  d'une  lentille,  tout  court,  le  point 
de  l'axe  de  la  lentille  où  se  réunissent  les  rayons  qui  tombent  sur  la  len- 
tille parallèlement  à  l'axe  et  très-près  de  l'axe;  et  distance  focale  de  la 
lentille,  la  distance  de  son  foyer  au  centre  de  la  lentille. 

J'appellerai  de  plus  foyers  conjugués  d'une  lentille,  les  deux  points  de 
l'axe  dans  l'un  desquels  concourent  les  rayons  qui  partent  de  l'autre;  et 
distances  des  foyers  conjugués ,  les  distances  de  ces  points  au  centre  de 
la  lentille. 

Enfin  j'appellerai  foyers  conjugués  d'une  lunette,  ou  d'un  système  de 
plusieurs  lentilles  parallèles  entre  elles  et  placées  sur  un  même  axe  à  des 
distances  quelconques,  les  deux  points  de  l'axe  dans  l'un  desquels  vont 
se  réunir  les  rayons  qui  étant  partis  de  l'autre  point  traversent  toutes  les 
lentilles;  et  distances  des  foyers  conjugués,  les  distances  de  ces  points  à 
la  première  et  a  la  dernière  lentille. 

Au  reste  je  prendrai  toujours  les  distances  des  foyers  conjugués  affir- 
mativement, lorsque  ces  foyers  tombent  des  deux  côtés  opposés  des  len- 
tilles; par  conséquent,  lorsqu'une  des  distances  deviendra  négative,  ce 
sera  une  marque  que  les  deux  foyers  conjugués  tombent  du  même  côté 
des  lentilles. 

2.  Cela  posé,  soit  d'abord  une  lentille  quelconque  pour  laquelle  la 
distance  focale  soit/,  et  les  distances  des  foyers  conjugués  a  et  b;  on 
aura,  par  les  Théorèmes  connus,  l'équation 

i        i        i 

«  +  *  =  7" 

Et  cette  équation  a  lieu  aussi  lorsqu'au  lieu  d'une  lentille  on  a  un  miroir. 

3.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  plusieurs  lentilles  disposées  sur  le 
même  axe  à  des  distances  quelconques,  lesquelles  forment  une  lunette 
ou,  en  général,  un  instrument  dioptrique  quelconque,  et  considérons  la 
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route  d'un  rayon  qui  traverserait  toutes  ces  lentilles  à  peu  de  distance  de 
l'axe  et  dans  un  plan  passant  par  le  même  axe.  Il  est  clair  que  si  ce  rayon 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe  avant  d'entrer  dans  la  première  lentille,  il  doit 
couper  l'axe  dans  quelque  point,  et  l'on  pourra  alors  regarder  ce  point 
comme  celui  d'où  le  rayon  est  censé  partir;  ce  point  sera  par  conséquent 
le  premier  foyer  conjugué  de  la  première  lentille  et  de  toute  la  lunette. 
Ce  même  rayon  ensuite,  après  avoir  été  réfracté  par  la  première  lentille, 
coupera  de  nouveau  l'axe,  et  ira  tomber  sur  la  seconde  lentille,  comme 
s'il  partait  de  ce  second  point  d'intersection;  ainsi  ce  même  point  sera  à 
la  fois  le  second  foyer  conjugué  de  la  première  lentille  et  le  premier 
foyer  conjugué  de  la  seconde  lentille;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le 
rayon,  ayant  été  réfracté  par  toutes  les  lentilles,  sorte  de  la  lunette  et 
coupe  pour  la  dernière  fois  l'axe  dans  un  point  qui  sera  le  second  foyer 
conjugué  de  la  dernière  lentille  et  de  toute  la  lunette. 

4.  Soient  donc/',/",  /"',...  les  distances  focales  de  ces  différentes 
lentilles;  à,  b'  les  distances  des  deux  foyers  conjugués  de  la  première 
lentille;  a",  b"  celles  des  foyers  conjugués  de  la  seconde  lentille;  a'",  b'" 
les  distances  des  foyers  conjugués  de  la  troisième  lentille,  et  ainsi  des 
autres;  a'  sera  en  même  temps  la  distance  du  premier  foyer  conjugué  de 
la  lunette,  et  la  dernière  des  quantités  b',  b",  b'".,...  que  je  désignerai,  en 
général,  par  6"  sera  la  distance  du  second  foyer  conjugué  de  la  lunette; 
enfin  soient  h',  h",  h", ...  les  distances  entre  la  première  lentille  et  la 
seconde,  entre  la  seconde  et  la  troisième,  etc. 

Il  est  clair  qu'on  aura  d'abord,  par  l'hypothèse, 

(A)  h'=b'-\-a",     li"=zb"  +  a'",     /<"'=  6"'-t- «IV, .  •  •  • 

Ensuite,  par  le  n°  1 ,  on  aura  pour  chaque  lentille 

i        i         i         i         i i         i         i i 

a1        b'  ~  /''     a"        b"  ~~  /"'     a!"    '    b"'  ~  /'"' 

Par  le  moyen  de  ces  équations  on  pourra  donc  déterminer  les  distances 

de  tous  les  foyers  conjugués,  et  par  conséquent  la  roule  entière  du  rayon. 

IV.  68 
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Les  lentilles  et  leur  arrangement  étant  donnés,  les  distances  focales 
./  >  /"'  /">  •  •  •  et  les  distances  h',  h",  h"', . . .  seront  aussi  données;  il  n'y 
aura  donc  d'inconnues  que  les  quantités  a',  b',  a",  b" ,  a",  b'",...,  et  tout 
se  réduira  à  déterminer  successivement  ces  différentes  inconnues.  Cette 
détermination  n'a  à  proprement  parler  aucune  difficulté;  mais  en  s'y 
prenant  par  les  voies  ordinaires,  on  tombe  bientôt  dans  des  formules 
assez  compliquées  et  dans  lesquelles  il  est  difficile  d'apercevoir  la  loi  de 
la  progression;  il  est  donc  nécessaire  d'y  employer  des  méthodes  parti- 
culières, et  c'est  en  quoi  consiste  le  principal  mérite  des  Théories  de 
Cotes  et  de  M.  Euler.  Voici  ce  que  j'ai  trouvé  de  plus  simple  pour  cet 
objet. 

5.  Je  prends  une  suite  de  quantités  inconnues 

x,    x',    x" ,    x'" ,    X'",  .  .  .  , 

et  je  suppose 

a'=  —  î     b'  =  '—  i    .  a"  =  —r,  -,     &"'=:  —  -,     a!"  =  — ,     b'"  =  - —  ;  •  ■  •  ; 

X  X  X  XIV  Xiy  X"' 

je  substitue  ces  quantités  dans  les  équations  (Aj  et  (B)  du  numéro  pré- 
cédent, et,  chassant  les  dénominateurs,  j'obtiens  celles-ci 

(  C)  h'x"  =  x'  -\-  x'",     h"x1'1  =  x'"  -+-  xv,     h'"xwl  =  x"  -+-  x"11, .  .  . , 

(D)  x  -+-  x"  =  -p i      x" -\-  x'"  =  -j^t      x" -+-  x"' =  -jlil i  ■  ■  ■  ■ 

Ces  équations  sont,  comme  l'on  voit,  toutes  réduites  à  la  même  forme,  et 
si  pour  les  simplifier  davantage  on  fait 

1  I,  il  '  m         lu  ,v  l  LW 

-pj  =  m  ,     Il  —  m  ,     — ;  =  m  ,     h  '  =  miV,      -^  =  mv,      n'  =  mv',..., 

on  aura  celles-ci 

ix   —    m! x'    -+-  x'1  =  o, 
x'  —   m!' x"  -+-  x'"  =  o, 
,  x" —  ni!" x"'  -4-.rlv=o, 
I  x'"  —  m"x'y  ■+-  x"  =  o, 
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D'où  l'on  voit  que  les  inconnues  x,  x',  x" ',...  forment  une  série  récur- 
rente du  second  ordre;  de  sorte  que  la  question  est  réduite  à  trouver  le 
terme  général  d'une  série  de  ce  genre. 

6.  Si  les  coefficients  m',  m",  m'",...  étaient  tous  égaux,  on  aurait  tout 
d'un  coup  le  terme  général  dont  il  s'agit  par  les  méthodes  connues;  mais 
lorsque  ces  coefficients  sont  inégaux,  je  ne  connais  point  d'autre  moyen, 
pour  avoir  les  valeurs  des  différents  termes  de  la  série  récurrente,  que 
de  les  déterminer  successivement  l'un  après  l'autre. 

Pour  cela  on  remarquera  que,  quelque  nombre  d'équations  qu'on 
prenne  à  résoudre,  il  y  aura  toujours  deux  inconnues  de  plus  qu'il  n'y  a 
d'équations;  ainsi  les  deux  premiers  termes  x  et  x'  doivent  demeurer 
indéterminés,  et  comme  les  équations  (E)  sont  linéaires  et  ne  contien- 
nent aucun  terme  sans  x,  il  est  facile  de  prévoir  que  l'expression  d'une 
inconnue  quelconque  sera  composée  de  deux  parties,  l'une  toute  multi- 
pliée par  x,  et  l'autre  toute  multipliée  par  x',  en  sorte  qu'on  pourra 
chercher  séparément  chacune  de  ces  parties  en  faisant,  dans  les  équa- 
tions (E),  x  =  o  ou  x'  =  o. 

i°  On  aura  donc 


x    =  m  x  , 

x'"  =  ( —  i  -t-  m' m")  x' , 

x'"  =  (  —  m'  —  m'"  -+-  ni' m" m'"  )  x' , 

x"  =  (i  —  m!  m"  —  m'miv  —  m'"m'v  -+-  ni' m" m'" m" )  x' , 

arvr=  (ni'  H-  m'"  -+-  m" —  m' m"  m'"  —  mm"  m*  —  m'm'"  nV 

—  m'"in'ym*  -+-  m' m" m'" m'y  mv)  x' , 
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20  On  aura  de  même 

X     z=  X,    .. 

x'   =  o, 

x"  =  —  X, 

x'"  =  —  m"x, 

x"'—  (i  —  m"m"')  x, 

x"  z={m"  -\-  m'v  —  m" m'" m1"  )  x, 

xy'=  ( —  i  -+-  m"m'"-+-  m"rrC-\-  m,vmv —  m" m'" m" ni1  )  x, 

Et  pour  avoir  la  valeur  complète  d'un  x  quelconque,  il  n'y  aura  qu'à 
ajouter  ensemble  les  valeurs  de  la  même  quantité  dans  les  deux  cas. 

7.  Si  dans  les  expressions  précédentes  on  remet  pour  m',  m",  ni'", . . . 
leurs  valeurs  (5),  qu'on  ordonne  ensuite  les  termes  par  rapport  aux 
quantités/'-,  /",  /", . . . ,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 


p 

—     0> 

P' 

—    '; 

P" 

=  7' 

P'" 

pxv 

i    i     h' 

-j-jt  +  jjn 

Pv 

h'  -4-  h"        h"         h' h" 

"l_^7^~r  +  7'7'' 

pv, 

i'i           i            li'          h'  -f-  h"          h"             h' k" 

-  f,  H     f„  +  flll         fr           fT            rfll     l    f,rflll 

Pv, 

//'  -+-  /("  -+-  II'"       II"  -+-  II'"       II'"       II'  II"  -+-  II'"  ) 

(h' +  li")  II'"        h" h'"         h' h" h!" 

rr       rr  '  /'/"/'"' 
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Q  =i, 

Q'  =o, 

Q"  =-r, 

Q'"  =  -  A', 


Q»=i 


A'  4-  A"  ■ 


__  A'        A'  4-  h"        h' h" 


—  A'  —  h"  —  If  4- 


h'{h"  +  k") 
f" 


SV1 


A"  j  A'" 


h'  If  If 

77^' 


a:     =    P.r'    -4-  Qx, 
x'    =  P'.r'  -f-  Q'x, 

x"    =   P"a;'   -+-  Q"x, 

8.  Comme  a'  = —  (5),  si  l'on  change  a'  en  A  pour  mieux  conserver 

l'analogie,  en  sorte  que  h  représente  la  distance  du  premier  foyer  conju- 
gué de  la  lunette  à  la  première  lentille,  et  qu'on  substitue  dans  les  for- 
mules précédentes  hx  à  la  place  de  x  ,  on  aura 


xM  =  [liP^-hQW]x; 


et  faisant,  pour  abréger, 


A  pw  +  QW  =  R(|1), 


on  aura,  en  gênerai, 


xM^RMx. 
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Et,  développant  les  expressions  des  quantités  R,  R',  R ',...,  on  trouvera 

R     =  i, 
R'    =h, 


-h -h' 

hh' 

fi 

h  +  h' 
f" 

h  h' 

rr 

.       , ,       ,„       lu  h' -h  h"         ,h  +  h')h"       lih'h" 
_  h      h  +  h'      h  -+-  h' ■+-  h"       hlï       h{li'-\-h"  )     (h+h')h"       lili'li" 

~l~*~7+  f"         f"     ~~fT~  '  f'f"        f"f"   +f'f"f"' 


W==—h-h'—k"—h" 


h  (  li'  -f-  h" '-+-  h'"  )       ( h  -+-  h'  )  (  h" -+-  h" 


[li  -+-  /)'  -+-  h")  h'"      h  h' {h" -h  fi'")      fi(/i'-hli")/ï"      (b-\-h')h"h'"      hh'lï'h'" 

~T~  f'f"        ~~JT~     ~T7"~ +JTT' 


Il  est  facile  d'apercevoir  la  loi  de  ces  termes,  si  l'on  considère  séparé- 
ment les  termes  qui  occupent  les  places  paires,  et  ceux  qui  occupent  les 
places  impaires. 

9.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  les  points  où  le  rayon 
qui  passe  au  travers  de  toutes  les  lentilles  coupe  successivement  l'axe  de 
ces  lentilles;  considérons  maintenant  les  angles  sous  lesquels  ce  rayon 
coupe  l'axe,  ainsi  que  les  distances  de  l'axe  aux  différents  points  dans 
lesquels  le  rayon  traverse  les  lentilles,  distances  qu'on  nomme  commu- 
nément demi-diamètres  des  ouvertures  des  lentilles. 

Il  est  facile  de  concevoir,  même  sans  figures,  que  si  l'on  nomme  6', 
5",  6'",...  les  demi-diamètres  des  ouvertures  de  la  première  lentille,  de  la 
seconde,  de  la  troisième,  etc.,  et  qu'on  appelle  <p',  <p",  <p"\ ...  les  angles 
sous  lesquels  le  rayon  coupe  l'axe  aux  premiers  foyers  conjugués  de  la 
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première  lentille,  de  la  seconde,  de  la  troisième,  etc.;  il  est  aisé  de  con- 
cevoir, dis-je,  qu'on  aura 

0'  =  «'tangcp',     0"  =  «"tangcp",     0'"  =  a'"tang©'", . . .  ; 

et  comme  le  second  foyer  conjugué  de  la  première  lentille  coïncide  avec 
le  premier  foyer  conjugué  de  la  seconde  lentille,  et  ainsi  de  suite,  et  que 
le  rayon,  en  coupant  l'axe  dans  ces  foyers  conjugués  communs,  fait  avec 
lui  des  angles  égaux  de  part  et  d'autre,  il  s'ensuit  qu'on  aura  aussi 

0'  =  6'  tangcp",     0"  =  b"  tango'", .... 

Donc  on  aura 


b"  = 


tangcp'  tangcp"  tango"  tango/"  tango'" 

Si  l'on  compare  ces  expressions  avec  celles  du  n°  5,  on  verra  que  les 
quantités  0',  5",  5'",...  sont  proportionnelles  aux  quantités  x',  ce'",  xv ,...,, 
et  que  les  quantités  tangcp',  tangcp",  tangcp'",...  sont  en  même  temps  pro- 
portionnelles aux  quantités  x,  x",  xlv,...;  et  comme  les  équations  (E), 
qui  doivent  avoir  lieu  entre  ces  dernières  quantités,  ne  déterminent  pas 
leurs  valeurs  absolues,  mais  seulement  leurs  proportions  mutuelles,  il 
s'ensuit  qu'on  peut  supposer 

x  =  tango', 

et  alors  on  aura 

x'  =  B',      x"  =  tango", 

x'"=8",     x'"=z  tango'", 

x"=  6'",     x"s=  tangoIV, 


10.  Ainsi  les  quantités  x,  x',  x",...,  dont  les  valeurs  ont  été  détermi- 
nées ci-dessus,  ne  servent  pas  seulement  à  déterminer  les  distances  des 
foyers  a',  a",a'",...,b',b",  b'",...,  mais  elles  représentent  elles-mêmes  les 
tangentes  des,  angles  aux  foyers  et  les  demi-diamètres  des  ouvertures; 
les  quantités  x,  x",  xlv,...,  qui  occupent  les  places  paires,  sont  les  tan- 
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gentes  des  angles  aux  différents  foyers  conjugués,  et  les  quantités  x', 
x'",  xv,...  sont  les  demi-diamètres  des  ouvertures  des  lentilles.  D'où  l'on 
voit  que  les  quantités  dont  il  s'agit  donnent  en  même  temps  tous  les  élé- 
ments de  la  Théorie  des  lunettes,  puisqu'elles  déterminent  toutes  les  cir- 
constances de  la  route  d'un  rayon  qui  traverse  autant  de  lentilles  qu'on 
veut,  dont  on  connaît  les  distances  focales/',/",/'", ...  et  les  distances 
respectives  de  l'une  à  l'autre  h',  h",  h'", .... 

Il  faut  seulement  remarquer  que,  suivant  les  dénominations  et  les  hy- 
pothèses précédentes,  le  rayon  devant  traverser  l'axe  dans  tous  les  foyers, 
les  angles  aux  foyers  et  les  demi-diamètres  des  ouvertures  doivent  être  al- 
ternativement au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe,  c'est-à-dire  alternative- 
ment positifs  et  négatifs;  donc,  en  général,  on  aura  pour  les  tangentes 
des  angles  aux  foyers  les  quantités  x,  —  x",  xlv,  —  x"1, . . . ,  et  pour  les 
demi-diamètres  des  ouvertures  x',  —  x'",  xv,  —  xy", .... 

11.  Comme  il  est  indifférent  dans  quel  sens  on  suppose  que  le  rayon 
traverse  les  lentilles,  on  peut  imaginer  que  l'œil  soit  placé  au  point  de 
l'axe  que  nous  avons  nommé  le  premier  foyer  conjugué  de  la  lunette,  et 
qu'il  reçoive  le  rayon  qui  concourt  dans  ce  point  après  avoir  traversé 
toutes  les  lentilles.  Dans  cette  hypothèse  la  quantité  a!  ou  h  sera  la  dis- 
tance de  l'œil  au  premier  oculaire,  et  <p'  sera  l'angle  sous  lequel  le  rayon 
entre  dans  l'œil.  De  plus  on  peut  regarder  le  demi-diamètre  de  l'ouver- 
ture 6'"-  de  la  dernière  lentille  comme  un  ohjet  de  l'extrémité  duquel  part 
le  rayon  dont  il  s'agit.  Ainsi  cet  objet  sera  vu  à  travers  les  autres  len- 
tilles sous  un  angle  égal  à  <p';  mais  si  cet  objet  était  vu  avec  l'œil  nu,  il 

est  clair  qu'il  faudrait  qu'il  fût  placé  à  la  distance ?  de  l'œil  pour 

^  '  '  tango  r 

qu'il  fût  vu  sous  le  même  anele  a';  donc r  sera  la  distance  appa- 

i  o      t  tango  * r 

rente  de  l'objet  vu  à  travers  toutes  les  lentilles. 

Or  tangos'  est  égal  a  x  et  $"'•  est  égal  au  dernier  terme  de  la  série  x', 
—  x'",  xv,  —xv",...,  dont  le  quantième  doit  être  égal  au  nombre  des  len- 
tilles augmenté  de  l'unité,  à  cause  que  la  dernière  lentille  n'entre  plus 
ici  en  considération. 


DES   LUNETTES.  545 

Donc,  si  un  objet  est  vu  par  un  nombre  \i.  de  lentilles,  sa  distance  ap- 
parente sera  (8) 

—    =±RO-M>, 

x 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  jul  est  pair,  et  l'inférieur  pour  ce- 
lui où  rj.  est  impair. 

Le  Tbéorème  de  Cotes,  dont  on  a  parlé  au  commencement  de  ce  Mé- 
moire, donne  précisément  la  distance  apparente  d'un  objet  vu  à  travers 
un  nombre  quelconque  de  lentilles,  et  la  valeur  de  cette  distance,  suivant 
ce  Théorème,  s'accorde  parfaitement  avec  l'expression  précédente. 

12.  Reprenons  les  équations  (E),  ou  plutôt  les  équations  (C)  et  (D) 
du  n°  5,  et,  éliminant  premièrement  les  quantités  x',  x'",  xv,...,  on  aura 
celles-ci  entre  les  quantités  x,  x",  x", . . . 

—  x'  -\-f'x  -\-f'x"  =  o, 

/'  x  -H/'  +/"  —  h'  )x"  +/"  x'"  =  °. 
f"x"  +  (/"  +/'"—  A")*,V+/1V*V'  =  o, 
f'"x,y-\-  (/'"-H/1*—  /i'")xv,-hfv'x'",,=  o, 


Mais,  si  l'on  élimine  les  quantités  x",  xlv,  xv',...,  on  aura  ces  autres-ci 
entre  les  quantités  x,  x  ,  x'",  xy,... 


X     -+- 

U#   fj 

|*'+-F  =  o, 

x' 

F  + 

{f  +  ïï< 

-f)x  H"  F 

=  o, 

x'" 

F  + 

{w+w> 

=  o, 

x" 

F  + 

(f  +  f^ 

I    \                x'% 

=  °J 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  séparément  les  quantités  qui  oc- 
IV.  69 


1 
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cupent  les  places  paires  et  celles  qui  occupent  les  places  impaires  dans 
la  série  x,  x' ,  x",  x'", .... 

13.  Soit 

#"=  a!x,     xly  =  ol"x",     x~"  =  a'"x", .  .  . , 

et  par  conséquent 

xiy  =  at! a!'x,     xy'  =  a1  a." en!" x , ...  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  la  première  suite  d'équations,  on  aura  celles-ci 

—  x'  -+-  (i  -t-  <x')f'x  =  o, 

/'  +    /'  +/'  -  h'  >  «'  ■+■/*  «'  «"  =  °> 
/"+  (/"+/'"  -  A") «"+/'"  «"  <*'"  =  °. 


d'où  l'on  tire 

x'  =  (ï-t-  <x')  f'x, 

ensuite 

*/  _  «J±±  f> 


h'  — ; —  f  -+-  I  a"  -f-  i  )  f", 

oc'      J  J 

h"= /"  +  I  a'"  4-  i )/'", 


A"'=  ^-/'"+  («,v+  0/IT. 


et,  à  cause  de  a'=  —  (5),  si  l'on  change  a'  en  A,  comme  dans  le  n°  8,  la 

X    x      ' 

première  équation  deviendra 
Ensuite,  si  l'on  fait 

X'  =-f  TD1 ,       X'"  =f"  Gj"  ,       X"  =f"  5>'",  .  .  •  , 
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et  qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  seconde  série  d'équations  du 
numéro  précédent,  on  aura,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux 
lettres  h',  h", . . . , 

fus' -h  fis"  _ 


fm'+f'is"       f"m"+f" 
h'  h" 


h"  If 


et,  soustrayant  ces  équations  successivement  les  unes  des  autres, 

f™'  -t-/"ro"  _    ,       „ 

T, —  S5   —  X, 

II 

f"zn"-hf"w'" 


h" 


■  rs"  —  vs'  -t-  x, 


f"  m'"  +  f'v  vs1"  ,,.        „         . 

- -pf, =ts  —  vs  -+-  xs  —  x, 


Donc,  substituant  ici  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  de  h',  h",  h" 

on  en  tirera  les  valeurs  de  /",  f" 

On  aura  ainsi 


fil  ro'  —  (  5*'  —  «lin 7 


/'  as"  —  (  rs'  —  x  )  (  i  -t-  a."  ) 

j.,„  ts" '  —  (m"  —  m'  -h  x)  (  i  H -T?  I 

J_  — \        «  /  f 

f"  m" — [tb"  —  ro'-t-  x)  (i  -+-  a!") 

m         i      m             a             ,              \   I               l 
n„  CJ     —  (E5    —  XS     -\-XxS   —  X)       I  H - 

/ V  " 

/'"  m"  —  (m'" — ro"+ar'  —  x){i-i-<x" 


69. 
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c'est-à-dire,  en  réduisant, 

/" i  bt'  —  x(i-h  a!) 

%  f         a!  et"  —  {-m1  —  x)  (i  -t-  a") 

/'"    _    i  et'  —  (  et'  —  x  )  (  i  -+-  a."  ) 

f"        a''  es'"  —  (  Et"  —  es'  -t-  x  )  ( i  -t-  a'"  ) 

f'" i  ej'" — (m'" — Er"-t-  x)  (i  -t-  a'") 

/'"       a'"  gjiv  —  (  et"'  —  et"  -4-  et'  —  x  )  (  i  -t-  aIV  ) 


Donc,  à  cause  de  /'= -,■>  on  aura,  en  substituant  successivement 


les  valeurs  de/',/", . . . , 

/*       es'  —  x  (  i-f-  a'  ) 


i  +  a'  et'  —  a;  (  i  -l-  «M 

/(  es'  —  r  (  i  +  a'  ) 


a'(  i-f-  «'  i  es"  —  (et'  —  a:  )  (  i-f-  a") 


„,„ /;  ej'  —  a?  (  i  -t-  a'  ) 

«'«"(  i  -t-  a'  )  et'" —  (bt" —  et'  -f-  x )  (  i  -f-  a'") 

fiv h  es' — a?(i -)-«') 

a'a"a'"(i -t- a' )  es1" —  (es'" — es"-)- es' — x)('i  +  a,v)' 


Substituant  enfin  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  h',  h",...  et  rédui- 
sant, on  aura 

,, h  [ej'  —  x(i  -+-  a')]  [(i  +  a!  )ts"  —  «'(i  -I-  a")ro'] 

—  a'(H-«')      [et' —  a?(i  +  a')]  [et"—  (es' —  ar)  (i  -I-  oc."  )] 


h"       h 

[et'  —  x{i  -f-  a')]  [(H~  a")Bj'"—  a"(i  -f-  a"')Bj"] 

a!<x."{  i  +  as!)  [es" 

w          h 

—  (et'  —  #)(i  -t-  a"  )]  [es"'—  !et" —  Ej'-f-  x){\  -+-  a"')]' 
[et'  —  a;  (  i  -t-  a'  )  ]  [(  i  -+-  a'"  )  etiv  —  a'"(  i+  a'v  )  ej'"] 

a.'a."a!"(  i-f-oc')  [es' 

—  (es" — et' -4-  a?)  (i +  «'")]  [bsiv —  ^et'" — Es"-t-Es' —  x)  (i-t-  at'v)] 

Ainsi  les  dislances  focales/',/",...  et  les  intervalles  entre  les  len- 


DES  LUNETTES.  549 

tilles  h',  h",...  sont  exprimés  par  les  quantités  a,  a.",  ai",...,  zs',  zs", 
zs" , . . . ,  et  comme  on  a  suppose 

x'=f'm',    x"=x'x,    x'"-=f"7d",    X™  =  ot! a." x ,    x"=f'"i3'",    xs' =  a! y." ot!"x,.  .    , 

on  aura  aussi  les  quantités x',  x",  x'",...  exprimées  par  les  mêmes  quan- 
tités a',  a", . . . ,  zs",  zs" , .... 

14.  Les  quantités  zs',  zs",. ..  sont  égales  aux  demi-diamètres  des  ou- 
vertures des  lentilles  divisés  par  les  distances  focales  des  mêmes  len- 
tilles; ce  sont  par  conséquent  les  mêmes  quantités  que  M.  Euler  nomme 
raisons  des  ouvertures,  et  qui  dans  ses  formules  sont  désignées  aussi  par- 
ces  mêmes  lettres. 

A  l'éeard  des  quantités  c/.' ,  a", . . . ,  elles  sont  égales  à  — >  —^-j  •  •  •  ■>  et 

par  conséquent  à  ^7,  ttp  •  •  •  (5);  or  M.  Euler  désigne  par  les  lettres  ma- 
juscules A,  B,  C, .. .  les  quantités  —,-  -»»•■•;  ainsi  l'on  aura 


Enfin  M.  Euler  suppose  que  l'ouverture  de  la  première  lentille  est  nulle, 
pour  ne  considérer  que  la  route  du  rayon  qui  passe  par  le  centre  de  cette 
lentille;  ainsi,  suivant  lui,  zs'  doit  être  nul. 

Si  l'on  fait  ces  différentes  substitutions  dans  les  formules  trouvées  ci- 
dessus,  on  en  verra  naître  celles  de  M.  Euler,  dont  on  a  parlé  au  com- 
mencement de  ce  Mémoire. 

15.  Après  avoir  fait  voir  comment  le  Théorème  de  Cotes  et  les  for- 
mules de  M.  Euler  se  déduisent  directement  de  nos  formules  primitives, 
nous  allons  revenir  sur  celles-ci  et  les  considérer  plus  particulièrement. 

Et  d'abord,  puisque  nous  avons  déjà  vu  que  les  équations  récur- 
rentes  E    donnent,  en  général  (7), 

xM  =  VMx'  +  QMx, 


550  SUR   LA   THÉORIE 

il  est  bon  d'examiner  de  plus  près  la  loi  qu'observent  les  quantités  P,  P', 
P",...,Q,Q',Q",.... 

Par  la  formation  de  ces  quantités  il  est  visible  qu'il  y  a  entre  elles  les 
mêmes  rapports  qu'entre  les  quantités  correspondantes  x,  x',  x", . . . ,  de 
sorte  qu'on  aura  aussi,  en  général,  en  vertu  des  équations  (E), 

pp.+o  _  mC-)pw  _,_  p(i-i)  _  0> 
donc,  on  aura 

P<"'+')Q(M  _  Q(>-h)  ppO  =  QMpC-D  _  pWQ{l-0  j 

mais,  lorsque  ).  =  1 ,  on  a 

P'Q  —  Q'P  =  i; 

donc 

P"Q'  —  Q"P'=  —  i,    P"'Q"  —  Q"'  P"  =  i , . . .  ; 

donc,  en  général, 

p(X+i  )  Q(>0  _  Q_(*+i  )  p<*)  =  ±  I , 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  X  est  pair,  et  l'inférieur  pour  celui 
où  X  est  impair. 

16.  Or  on  voit  par  les  formules  du  n°  7  que  les  expressions  des  quan- 
tités Q,  Q',  Q",...  ne  contiennent  point  la  quantité/';  donc,  si  dans 
l'équation  précédente  on  fait  varier/',  les  quantités  Q(>)  et  Q}l+t)  doivent 
demeurer  constantes;  et  l'on  aura  en  divisant  par  df 

v      df  v        df         ' 

d'où  il  s'ensuit  que  les  quantités  Qw  sont  proportionnelles  aux  quantités 

dpm  , 

—Ter'-,  de  sorte  uu  on  aura,  en  gênerai, 
df  i  »       s 

£  étant  un  coefficient  constant.  Pour  le  déterminer,  on  fera,  par  exemple, 
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1  =  2,  auquel  cas  on  a  (7) 

Q'=-,    P-=^; 

donc 

dP"  _       j_ 

df  -   r-' 

par  conséquent  k=f'-. 

Donc  enfin  on  aura,  en  général, 

Ainsi,  dès  qu'on  connaîtra  les  quantités  P,  P  ,  P", . . . ,  on  en  pourra  dé- 
duire immédiatement  par  une  simple  différentiation  les  quantités  cor- 
respondantes Q ,  Q',  Q", ....  , 

17.  Maintenant,  si  l'on  considère  les  expressions  des  quantités  P,  P.... 
du  n°  7,  on  voit  d'abord  que  les  termes  P',  P'",...,  qui  occupent  les  places 
paires,  forment- une  série  dont  la  loi  est  assez  claire  et  dont  le  terme 
général  peut  être  représenté  de  cette  manière 

_,,..,  A'-l-A"-t-A'"-F...+  AM       h"  + /«'"+...  +  hw       fi'"-h...  +  hM 

f" 

h"[?ï"-h...-t-h^] 
f"f" 
..  +  A<»>] 

le  signe  supérieur  de  p(2v+1>  étant  pour  le  cas  où  v  est  un  nombre  pair, 
et  l'inférieur  pour  celui  où  v  est  un  nombre  impair. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  les  termes  intermédiaires  P",  PiV,...; 
or  la  formule  générale  donne,  en  mettant  h'',]  à  la  place  de  m(-v), 

P(2v+o_i_  prsv-o 

P(W,= — m 

On  peut  encore  simplifier  cette  expression  en  faisant  attention  que  les 


h'-h 

h"-\-h'"-p. 

...+A« 

A'  [h' 

f 

'  +  h'"-+-.. 

.-+-AM] 

h' h" 

[A'"  +  ... 

+  AW] 

A"-f-A'"-t-...-i-AW 

A'"-+- 

f" 

(A'-f-A")[A'"-t-...-t- 

AO]    | 

f'f" 

(A'+.A")  A'"[A,V-K 

..+AW] 
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valeurs  de  P'2V)  et  de  P<2v-'>  ne  dépendent  point  de  la  quantité  AM,  ainsi 
qu'on  le  voit  par  les  formules  du  n°7;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation 
précédente  étant  multipliée  par  à(v),  et  ensuite  différentiée  en  regardant 
A(v)  comme  la  seule  variable,  on  aura 

pwrfj(4dpp*). 

Donc 


dhM 

18.  Soit  maintenant  une  lunette  composée  d'un  nombre  quelconque  v 
de  lentilles;  un  rayon,  qui  coupant  l'axe  sous  l'angle  a;  entrera  dans  la 
première  lentille  à  la  distance  x'  de  l'axe,  coupera  successivement  l'axe 
sous  les  angles  x",  x" , ...,  x^,  et  traversera  les  autres  lentilles  aux  dis- 
tances —  x'",  xv, ±  ,r(2v_,)  de  l'axe;  le  signe  supérieur  étant  pour  le 

cas  où  v  est  impair,  et  l'inférieur  pour  celui  où  v  est  pair. 

L'angle  x  est  donc  changé  par  l'effet  des  lentilles  dans  l'angle  a?(2v),  et 
la  dislance  ou  ouverture  x'  est  changée  en  ±  x{V'~{);  du  premier  chan- 
gement dépend  l'amplification  ou  la  force  de  la  lunette,  laquelle  est  par 

conséquent  exprimée  par  ;  et  du  second  dépend  la  clarté  apparente 

qui  étant  en  raison  inverse  de  la  densité  des  rayons  sera  exprimée  par 
^r — 7^rr)>  pourvu  qu'on  suppose  x  =  o  dans  l'expression  de  ar(2v_1),  pour 
que  les  rayons  entrent  parallèles  à  l'axe  dans  la  lunette;  car  alors  il  est 
visible  que  tous  les  rayons,  qui  tombent  sur  l'ouverture  x',  doivent  sortir 
par  l'ouverture  a?(2v_1>;  par  conséquent  leurs  densités  en  entrant  et  en 
sortant  de  la  lunette  seront  en  raison  réciproque  de  ces  ouvertures. 

De  plus,  le  signe  de  la  quantité  — — ^^  indiquera  la  situation  appa- 
rente de  l'objet;  si  cette  quantité  est  positive,  l'objet  paraîtra  droit,  et  si 
elle  est  négative,  l'objet  paraîtra  renversé. 

19.  Comme  dans  les  lunettes  il  faut  que  les  rayons  qui  entrent  paral- 
lèles en  sortent  aussi  parallèles,  la  valeur  de  xi2v)  doit  demeurer  la  même 
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tant  que  x  demeure  le  même,  quelque  variation  que  x  subisse.  Or 

donc  il  faudra  que  P<2v)  =  o;  c'est  la  condition  fondamentale  de  toute 
lunette. 

On  aura  donc  simplement 

af(Iv)_Q(3,)a;; 

donc  l'amplification  sera  représentée  par  Q(2V). 
De  plus  on  a 

donc,  dans  le  cas  de  x  =  o,  on  aura  simplement 

a;(2-0  —  PC—Oa;'; 

par  conséquent  la  clarté  apparente  sera  représentée  par       p^v-o  • 
Je  remarque  maintenant  qu'on  a,  en  général  (15j,  l'équation 

P(w)Q(av-0  _  Q(»)  P(2»-i)  —  —  i; 

donc,  à  cause  de  P|2V1  =  o,  on  aura 


P(* 

Donc  la  clarté  apparente  est  proportionnelle  à  l'amplification;  d'où  il 
résulte  que,  si  tous  les  rayons  qui  entrent  dans  l'objectif  sont  transmis 
à  l'œil,  l'objet  paraîtra  à  travers  les  verres  aussi  brillant  qu'à  l'œil  nu, 
mais  jamais  plus  brillant,  de  quelque  largeur  que  soit  l'objectif. 

Enfin  on  jugera  de  la  situation  apparente  de  l'objet  par  le  signe  de  la 
quantité  ±Q(2V),  en  y  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  v  est  impair,  et 
l'inférieur  lorsque  v  est  pair. 

20.   Le  champ  apparent  est  évidemment  égal  à  l'angle  x,  pourvu  que 
l'œil  soit  placé  dans  le  second  foyer  conjugué  de  la  lunette  lequel  tombe 
IV.  70 
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dans  l'axe  à  la  distance 

~(2V-I) 

bw  =  — 

de  l'oculaire  (4  et  5).  Cette  distance  est  donc  exprimée  [à  cause  de 

P<2")  =  oj  par 

p(»-.)£.'   +Q(2«-0 


Q(») 

et  elle  détermine  le  lieu  de  l'œil  pour  cju'il  puisse  découvrir  par  la  lu- 
nette le  champ  apparenta?.  Il  faut  donc  que  cette  distance  soit  positive, 
pour  qu'elle  tombe  hors  de  la  lunette;  car  si  elle  devient  négative,  alors 
le  lieu  de  l'œil  tombant  dans  la  lunette  même,  il  sera  impossible  d'y 
placer  l'œil,  et  par  conséquent  aussi  d'embrasser  le  champ  x. 

Si  l'on  fait  x'  —  o,  alors  la  distance  de  l'œil  est  exprimée  simplement 

Q(sv-i) 

par  \.       ;  donc,  si  cette  quantité  est  positive,  l'œil  placé  à  cette  distance 

de  la  lunette  embrassera  le  champ  apparent*,  en  supposant  même  l'ou- 
verture de  l'objectif  réduite  à  un  point;  par  conséquent  dans  ce  cas  l'ou- 
verture de  l'objectif  n'influera  point  sur  la  grandeur  du  champ;  c'est  le 
cas  des  lunettes  à  verres  convexes. 

•  i  •      0(w_1)  •  i 

Mais  si  la  quantité  *    v)    est  négative,  alors  on  ne  pourra  supposer 

x'  =  o,  mais  il  faudra  prendre  x'  tel  que 

P(=v-.)^+Q(2v-„ 

QW  ->°   0U    =°- 

Dans  ce  cas  donc,  quelque  part  que  l'on  place  l'œil,  le  champ  appa- 
rent x  dépendra  de  l'ouverture  de  l'objectif  x'. 

P(2»-1) 

Si  la  quantité    n  y)    est  en  même  temps  négative,  alors  la  distance  de 

l'œil  serait  toujours  négative;  par  conséquent  on  ne  pourrait  découvrir 
par  la  lunette  aucun  champ  apparent,  parce  qu'aucun  des  rayons  qui 
entreraient  par  l'objectif  ne  ressortirait  par  l'oculaire. 
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Ainsi  c  est  aussi  une  condition  essentielle  des  lunettes  que  soit 

>  o,  lorsque    „(2v)  <  o.  Or  en  supposant  la  première  de  ces  quantités  A 

et  la  seconde  — B,  on  aura  A B  pour  la  distance  de  l'œil  à  la  lu- 

nette,  nécessaire  pour  embrasser  le  champ  apparent  or;  et  l'on  voit  que 
cette  distance  diminue  a  mesure  que  x  augmente;  de  sorte  que  pour  em- 
brasser le  plus  grand  champ  apparent,  il  faudra  faire  la  distance  dont  il 
s'agit  nulle,  et  par  conséquent  appliquer  l'œil  tout  contre  l'oculaire.  On 
aura  donc  dans  ce  cas 

A  —  -  B  =  o, 


d'où  l'on  tire 


ce  qui  montre  que  le  champ  apparent  est  proportionnel  à  l'ouverture  de 
l'objectif.  C'est  le  cas  des  lunettes  de  Galilée  à  deux  lentilles,  l'une  con- 
vexe, l'autre  concave. 


"<>■ 


SUR 

UNE  MANIÈRE  PARTICULIÈRE 

D'EXPRIMER  LE  TEMPS  DANS  LES  SECTIONS  CONIQUES, 

DÉCRITES    PAU    DES    FORCES    TENDANTES    AU    FOYER    ET    RÉCIPROQUEMENT    PROPORTIONNELLES 
AUX    CARRÉS    DES    DISTANCES. 


SUR 


UNE  MANIÈRE  PARTICULIÈRE 


D'EXPRIMER  LE  TEMPS  DANS  LES  SECTIONS  CONIQUES, 


DECRITES    PAR    DES    FORCES   TENDANTES   AU    FOYER    ET    RECIPROQUEMENT    PROPORTIONNELLES 
AUX    CARRÉS    DES    DISTANCES. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1778.) 


1.  Feu  M.  Lambert,  dans  son  excellent  Traité  sur  les  Propriétés  des 
Orbites  des  Comètes,  a  démontré  ce  beau  Théorème,  que  dans  les  ellipses 
décrites  par  des  forces  tendantes  vers  l'un  des  foyers,  et  agissantes  en 
raison  inverse  du  carré  des  distances,  le  temps  employé  à  parcourir  un 
arc  quelconque  ne  dépend  que  du  grand  axe,  de  la  corde  qui  sous-tend 
l'arc  parcouru,  et  de  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  joignent  les  deux 
extrémités  de  cet  arc;  en  sorte  que  ces  trois  éléments  étant  supposés  les 
mêmes,  le  temps  sera  aussi  le  même,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme 
de  l'ellipse. 

La  démonstration  qu'il  en  donne  est  purement  synthétique,  et  dépend 
d'une  transformation  ingénieuse  des  secteurs  elliptiques  de  laquelle  il 
résulte  que  si,  dans  différentes  ellipses  qui  aient  le  même  grand  axe,  on 
prend  des  secteurs  tels  que  les  cordes  et  les  sommes  des  deux  rayons 
vecteurs  soient  les  mêmes,  ces  secteurs  sont  proportionnels  aux  racines 
carrées  des  paramètres  respectifs;  d'où  il  s'ensuit  que  les  temps  em- 
ployés à  parcourir  les  arcs  de  ces  secteurs  doivent  être  les  mêmes,  puis- 
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qu'en  général  le  temps  est  comme  l'aire  du  secteur  divisée  par  la  racine 
carrée  du  paramètre. 

Ce  Théorème  offre,  comme  l'on  voit,  un  moyen  de  ramener  la  déter- 
mination du  temps  par  un  arc  d'une  ellipse  donnée  à  celle  du  temps  par 
un  arc  d'une  autre  ellipse  quelconque  qui  ait  le  même  grand  axe,  et 
même  au  temps  par  une  partie  de  ce  grand  axe,  en  supposant  que  l'el- 
lipse se  confonde  avec  l'axe  par  l'évanouissement  de  l'axe  conjugué,  et 
qu'un  corps  tombe  par  le  même  axe  en  partant  d'une  de  ses  extrémités, 
et  étant  continuellement  attiré  vers  l'autre  par  la  même  force  centrale 
par  laquelle  il  circulerait  dans  l'ellipse;  et  comme  dans  ce  dernier  cas 
l'arc  se  confond  avec  sa  corde,  qui  devient  égale  à  la  différence  des  deux 
rayons  vecteurs,  il  s'ensuit  que  si  l'on  nomme  a  le  grand  axe  de  l'ellipse 
proposée,  b  la  somme  des  deux  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  deux 
bouts  de  l'arc  parcouru,  c  la  corde  sous-tendue  par  cet  arc,  le  temps  em- 
ployé à  parcourir  ce  même  arc  sera  égal  au  temps  qu'un  corps,  qui  par- 
courrait l'axe  a  de  la  manière  que  nous  avons  dite,  mettrait  à  s'appro- 

b  -\-  c  .  , 

cher  de  l'extrémité  inférieure  de  cet  axe,  depuis  la  distance jusqu'à 

la  distance Or  en  considérant  la  chute  rectiligne  d'un  corps  poussé 

p 

vers  un  point  fixe  par  une  force  —■>  z  étant  la  distance  du  corps  à  ce 

point,  on  trouve  aisément  que  si  ce  corps  part  du  repos  à  la  distance  a, 
le  temps  employé  à  arriver  à  la  distance  z  sera  exprimé  par 


S/2F 


donc,  si  l'on  fait 


zdz 


b-c 


on  aura,  pour  le  temps  employé  à  décrire  l'arc  d'ellipse  qui  sous-tend  la 
corde  c,  la  différence  de  ces  deux  intégrales 

pdp  i        /*     qdq 


J'F '-W  "Vv^-S 
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expression  qui  est  surtout  remarquable  en  ce  qu'elle  ne  dépend  que  du 
grand  axe  de  l'ellipse  proposée  et  nullement  de  son  excentricité,  et  qui 
fournit  par  conséquent  un  moyen  facile  de  réduire  en  Table  la  détermi- 
nation du  temps  employé  à  parcourir  un  arc  d'une  orbite  elliptique  quel- 
conque; car  si  l'on  fait 

b->rC_  b  — c  

ia  ia 

en  sorte  que 

p  =  ar,     q  =  as, 

le  temps  répondant  à  la  corde  c  dans  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  a  sera 
exprimé  par 

y/aF  \J  y/r-r2      J  ^/s-s'-J 

or  lorsque  c  =  a,  auquel  cas  on  a  aussi  b  =  a,  r  devient  =  i  et  s  =  o, 
et  l'on  a  le  temps  depuis  une  apside  à  l'autre,  c'est-à-dire  le  temps  de  la 
demi-révolution;  donc,  si  l'on  construit  une  Table  qui,  pour  chaque  va- 
leur dé  y,  depuis  y  =  o  jusqu'àj^i,  donne  la  valeur  correspondante  de 


\Zr  —  r2 


divisée  par  le  double  de  la  valeur  qui  répond  &  y  =  i,  on  n'aura  qu'à 
prendre  dans  cette  Table  la  différence  des  nombres  qui  répondent  à 


b 

et    j=- 


ia 


et  multiplier  ensuite  cette  différence  par  le  temps  de  la  révolution  en- 
tière dans  l'ellipse  proposée,  pour  avoir  sur-le-champ  le  temps  répon- 
dant à  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  c. 

Dans  le  troisième  Volume  des  Tables  Astronomiques  de  l'Académie, 
page  25,  on  trouve  une  pareille  Table  sous  le  nom  de  Chute  elliptique  des 
Comètes,  dans  laquelle  la  première  colonne,  intitulée  Distances,  repré- 
sente les  valeurs  de  y  en  millièmes  parties,  et  la  seconde  colonne,  inti- 
tulée Temps,  donne  les  nombres  correspondants  en  parties  millionièmes. 
IV.  71 
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Ce  que  je  viens  de  dire  suffit  pour  faire  sentir  l'utilité  du  Théorème 
dont  il  s'agit;  mais  ce  Théorème  mérite  particulièrement  l'attention  des 
Géomètres  par  lui-même,  et  parce  qu'il  parait  difficile  d'y  parvenir  par 
le  calcul;  en  sorte  qu'on  pourrait  le  mettre  dans  le  petit  nombre  de  ceux 
pour  lesquels  l'Analyse  géométrique  semble  avoir  de  l'avantage  sur 
l'Analyse  algébrique.  Il  est  vrai  que  dans  mes  Recherches  sur  le  mou- 
vement d'un  corps  attiré  à  la  fois  vers  deux  centres  fixes  par  des  forces 
en  raison  inverse  des  carrés  des  distances  [voyez  le  tome  IV  des  Mémoires 
de  Turin  (*)],  j'ai  été  conduit  à  ce  même  Théorème,  en  supposant  que  la 
force  qui  agit  vers  l'un  des  centres  s'évanouisse,  et  que  ce  même  centre 
soit  placé  sur  la  circonférence  de  la  section  conique  que  le  corps  décrit 
alors;  mais  cette  méthode  est  indirecte  et  demande  des  calculs  assez 
compliqués;  elle  est  par  conséquent  peu  convenable  pour  démontrer  un 
Théorème  qui  se  distingue  surtout  par  sa  simplicité.  J'ai  donc  cru  qu'il 
serait  avantageux  aux  progrès  de  l'Analyse  d'avoir  une  voie  plus  simple 
et  plus  naturelle  pour  parvenir  à  ce  but,  et  je  me  flatte  que  celle  que  je 
vais  proposer  ne  laissera  rien  à  désirer  sur  ce  sujet  et  pourra  même  être 
utile  dans  plusieurs  autres  occasions. 

2.  Soient  a  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  proposée,  e  son  excentricité, 
<p  l'anomalie  excentrique  qui  répond  à  une  anomalie  vraie  quelconque  u, 
t  le  temps  employé  à  décrire  l'angle  u;  on  sait  que 

t  =  a2  (<p  -+-  esino  ), 
le  rapport  entre  9  et  u  étant  donné  par  l'équation 

(O  I  \A-e  " 

tang-=y^tang-, 

et  le  rayon  vecteur  r  étant  exprimé  ainsi  par  <p 

r  =  a(i  -+-  ecoscp). 
Ces  propositions  sont  démontrées  dans  tous  les  livres  d'Astronomie. 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  II,  p.  84. 
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Par  le  Théorème  de  M.  Lambert,  le  temps  par  un  arc  quelconque  de 
cette  ellipse  est  réduit  à  la  différence  des  temps  par  deux  arcs  d'une  autre 
ellipse  qui  ait  le  même  grand  axe  2«,  mais  dont  l'excentricité  e  soit  égale 
à  i,  ce  qui  réduit  l'ellipse  au  grand  axe  en  y  faisant  évanouir  l'axe  con- 


jugué dont  la  valeur  est  «y'i-c2,  et  par  conséquent  zéro  lorsque  e=  1. 
Soit  cf.  la  valeur  de  y  qui  répond  au  commencement  de  l'arc  pour  le- 
quel on  demande  le  temps,  on  aura 

a2  [cp  —  cc-h  e(sincp  —  sina)] 

pour  le  temps  par  l'arc  dont  le  commencement  répond  à  l'anomalie  excen- 
trique <z,  et  dont  la  fin  répond  à  l'anomalie  excentrique  cp';  Il  faut  donc 
réduire  cette  expression  à  la  différence  de  deux  expressions  de  la  forme 

«2(cp  -f-  sinç); 

donc,  si  l'on  dénote  par  x  et  y  les  deux  anomalies  excentriques  dans 
l'ellipse  où  e  =  i ,  on  aura 

a1  [cp  —  a.  ■+-  e(sin9  —  sina)]  =  a2  (x  ■+■  sin.r)  —  à1  {y  -4-  sinj). 

Donc,  comparant  ensemble  les  parties  algébriques  et  les  parties  trans- 
cendantes, on  aura  ces  deux  équations 

o  —  a  =  x  —  y, 

e(sino  —  sina)  =  sinx  —  sin  y; 

d'où  Fbn  tirera  x  et  y  en  cp,  ce  qui  n'a  point  de  difficulté. 
En  effet,  si  l'on  met  la  deuxième  sous  cette  forme 

PQ      I      y  gç  __  y 

e  (sin cp  —  sina)  =  2C0S —  sin —.-, 

2  2 

qu'ensuite  on  y  substitue  pour —  sa  valeur  ™ — -  tirée  de  la  première 

équation,  on  aura 

.                   .9  —  a.         x  -\-  y 
e  (  sin  <p  —  sin  a.  )  =  2  sin  - cos ; 
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mais 

cp  -4-  a    .    cp  —  a 
si  119  —  sin  a  =  2  cos1 sin ; 


donc,  divisant  de  part  et  d'autre  par  2sin2 — -,  on  aura 

x  -4-  y 
cos- 

d'où  l'on  lire 

.    x  -+-  r         I 
sin —  =  1  /  1  — 

de  là,  et  de  ce  que 


x  —  y 


)ii  tirera  sur-le-champ 

—  a.      I  „        „  tp  -f-  a  .co  —  a  cp  -4-  a 

—  i/  1  —  e2cosJ- —  — l-  esin  1 cos ? 

■?,      y  2  22 


sinr  =  cos 


V- 


V- 


V- 


Ainsi  l'on  connaîtra  par  ces  formules  les  arcs  cherchés  x  et  j  en  ©  et  a. 

3.  Je  remarque  maintenant  que  r  étant  le  rayon  vecteur  qui  répond 
à  l'anomalie  excentrique  cp  dans  l'ellipse  proposée,  si  l'on  nomme  pareil- 
lement p  le  rayon  vecteur  qui  répond  à  l'anomalie  excentrique  a  dans  la 
même  ellipse,  on  aura 

;•=  «(1  -+-  ecoscp),     p  =  rt(i  -4-  ecosa), 

d'où  l'on  tire 

cp  -f-  a.         cp —  a  coscp  -4-  cos  a        r -\- p 

e  cos 1 cos 1 =  e ■ == ■ 1 . 

22  2  ia 
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De  plus,  u  étant  l'anomalie  vraie  qui  répond  à  l'anomalie  excen- 
trique cp,  si  l'on  nomme  aussi  v  l'anomalie  vraie  qui  répond  à  l'anomalie 
excentrique  a,  on  aura 

u            l\  —  e           (a                 v            l\  —  e  a 

lang-=i/- tang-,      tang-=\/ tang-, 

et  il  est  clair  que  u  —  v  sera  l'angle  intercepté  entre  les  rayons  /■  et  p; 
de  sorte  que,  si  l'on  nomme  encore  5  la  corde  qui  joint  les  extrémités 
des  rayons  r  et  p,  on  aura,  par  la  Trigonométrie, 

<32  ^  r-  -+-  p2  —  2/'p  cos(w  —  v). 

Qu'on  substitue  dans  cette  expression  à  la  place  de  /-,  p  et  de  u,  p  leurs 
valeurs  en  y  et  a;  et  pour  cela  on  remarquera  que  les  expressions  ci-des- 
sus de  tang-  et  tang-  donnent 


et  de  même 


a  \/i — e2sintp                        e-f-cos» 
sinu=— -)      COSM  =  « 2-î 


aJi—  e2sina  < 

sin  v  = — — ;     cos^=« 


de  sorte  que,  comme 

cos(m  —  v)  =  cos;<  cose  -i-  sin  m  sine, 
on  trouvera 

rp  cosi  u  —  v)  =  a2[(e'-t-  cos<p)  (e  -l-  cosa)  -t-  (î  —  e2)  sin<p  sina] 

=  a2[cos(cp  —  ex.)  -t-  e(coscp  +  cosa)  -+-  e2(i  —  sin©  sina)] 
r-  -h  p2  =  «![(i  -+-  e  coscp)2-)-  (i  -t-  ecosa)2] 

=  a2  [2  -+-  2e(coscp  -+-  cosa)  -+-  e2(cos2©  -+-  cos2a)]; 

donc  enfin,  on  aura 

<32  =  a2 [2  —  2Cos(cp  —  a)  -+-  e2(cos29  -+-  cos2a  —  2  +  2  sin<p  sina)] 

=  a2  [2  —  2Cos(cp  —  a)  —  e2(sin<p  —  sina)2] 

,      /.      cp  —  a          ,    .   ,a  —  a         ,9-t- 
==  4«M  sin2  J e2  sin2 cos2  J — 
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et,  tirant  la  racine  carrée, 

9  —  x 


o  =  ia  sin 


v; 


Faisant  donc  ces  substitutions  dans  les  expressions  ci-dessus  de  cosa? 
et  cosj,  on  aura 


cosr 


r-(-p-(- 


ia 


et  de  la 


.                           r+p+o 
■a(i  ■+■  cosy)  = ! 

Or  x  et  y  étant  deux  anomalies  excentriques  dans  l'ellipse  où  e  =  i,  si 
l'on  nomme  p  elq  les  rayons  vecteurs  correspondants,  on  aura 

p  =  a(i-h  cosx),     q  =  a(i  -+-  cosr), 

donc 

r  -h  p  —  (5                  r  -\-  p -h  o 
p= 1 ,      q— -t , 

r  2  '  2 

et  le  temps  employé  à  parcourir  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  §  dans  l'el- 
lipse dont  l'excentricité  est  e  sera  égal  à  la  différence  des  temps  qui  ré- 
pondent aux  rayons  vecteurs/»  et  q  dans  l'ellipse  où  e  =  i;  mais  nous 
avons  déjà  vu  que  cette  ellipse  se  confond  avec  l'axe,  et  que  ses  deux 
foyers  tombent  aux  extrémités  de  l'axe  ia\  donc  le  temps  dont  il  s'agit 
sera  égal  au  temps  employé  à  parcourir  dans  cet  axe  la  partie  interceptée 
entre  les  abscisses  p  et  q;  ce  qui  est  le  Théorème  de  M.  Lambert. 

4.  Quoique  la  démonstration  précédente  soit  assez  simple,  il  semble 
qu'on  pourrait  la  simplifier  encore,  en  employant  immédiatement  le 
rayon  vecteur  à  la  place  de  l'anomalie  excentrique;  nous  allons  donc 
envisager  la  question  de  celte  manière,  et  sans  faire  usage  des  propriétés 
connues  de  l'anomalie  excentrique. 
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Pour  cela  nous  remarquerons  que  le  temps  employé  à  décrire  un  arc 
quelconque  d'une  section  conique,  par  un  corps  attiré  vers  l'un  des 
foyers  de  cette  section  en  vertu  d'une  force  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance,  est  toujours  proportionnel  à  l'aire  du  secteur  compris  par 
l'arc  dont  il  s'agit  et  les  deux  rayons  vecteurs  menés  du  foyer  aux  extré- 
mités de  cet  arc,  divisée  par  la  racine  carrée  du  paramètre  de  la  section 
conique;  c'est  ce  que  Newton  a  démontré  le  premier,  et.  une  foule  d'Au- 
teurs après  lui. 

Or,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur,  9  l'angle  de  ce  rayon  avec  le 
grand  axe,  p  le  demi-paramètre  de  l'orbite,  e  son  excentricité,  on  a  pur 
la  nature  de  l'ellipse 

r= 1 ; 

1  -f-  e  cos  cp 

donc,  comme  l'élément  du  secteur  décrit  par  le  rayon  r  est  exprimé  par 
-!  si  l'on  substitue  dans  cette  expression  la  valeur  de  dy  en  r  tirée 

de  l'équation  précédente,  et  qu'on  la  divise  par  —  »   on  aura  l'élément 
du  temps  employé  à  parcourir  l'arc  d<p  égal  à  la  quantité 

\Jp  dr 


V7' 


e-  —  1  H = — -  -i— 


Mais,  en  nommant  a  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse,  on  a 

p  =  a  (  1  —  e2); 
substituant  donc  —  à  la  place  de  1  —  e2,  et  multipliant  le  haut  et  le  bas 
de  la  fraction  par  — =,  on  aura,  pour  l'élément  dont  il  s'agit, 

r  dr 


VA 


—  p  H-  a  r 
Donc,  si  l'on  fait 
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et  qu'on  remette  i  —  e2  à  la  place  de  -  >  on  aura  cette  formule  différen- 
tielle 

a2  z  dz 


y/e2  —  i-\-  iz  —  z2 

dont  l'intégrale  prise,  par  exemple,  depuis  z  =  m  jusqu'à  z  —  n,  don- 
nera le  temps  employé  à  parcourir  l'angle  compris  entre  les  rayons  vec- 
teurs ma  et  na. 

5.   Soit 

S  =  I  —  u, 

la  formule  précédente  deviendra 

a2  {u  du  —  du) 

y/e'—  u2 

dont  l'intégrale  est  évidemment 


a'  l  arc  cos y/e-  —  u 


et  la  question  se  réduira  à  faire  en  sorte  que  la  différence  de  deux  inté- 
grales de  cette  espèce  pour  deux  différentes  valeurs  de  u  soit  égale  à  la 
différence  de  deux  autres  intégrales  semblables,  mais  dans  lesquelles  la 
constante  e  soit  =  i.  Ainsi  il  faudra  satisfaire  à  l'équation 


cos y/e2  —  u2  —  arc  cos  — h  y/e2 


=  arc  cos.r  —  y/i  — x-  —  arc  cosj-i-  y/i  —y'', 

laquelle,  en  comparant  la  partie  algébrique  avec  la  partie  algébrique  et 
la  transcendante  avec  la  transcendante,  se  partage  en  ces  deux-ci 


y/e2  —  u2  —  y/e2  —  s-=  y/i  —  x2  —  y  i  — y2, 

u  s 

arc  cos arc  cos  -  =  arc  cosx  —  arc  cosj; 
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dont  la  seconde  donne  par  les  Théorèmes  connus 


us  A- Je2 — u2  Je2 —  s2  , , 

— - — -2 — —  —  =.*r  +  v/i-^v/i—  r2; 
et  ces  deux  équations  serviront  à  déterminer  x  et  y  en  s  et  u. 
6.  Faisons,  pour  abréger, 


\Je2  —  u-  —  \Je2 —  s2  =  m, 


us-+-  Je2 —  u2  Je2 —  s2 
; — î =  n, 


et  les  équations  dont  il  s'agit  deviendront 


(i)  y/ 1  —  xï —  V^1 —  y2=m, 


(2)  xy  -+-  \Ji  —  x2  \j\ — y2  =  n. 

Or  l'équation  (1)  étant  carrée  et  ensuite  ajoutée  à  l'équation  (2)  mul- 
tipliée par  2,  on  aura 

2  —  x2  —  y2  -+-  2  xy  =  m2  +  2  n  ; 
d'où  l'on  tire  sur-le-champ 


x  —  y  =  \ji  —  in  —  m2 


Ensuite  l'équation  (1)  étant  multipliée  par  \]i  —  x-  -i-  \/i  —y2  et  divisée 

par  m  donne 

1/1  —  x2  -+-  1/1  —  y2  =  - — : 

v  m 

cette  équation  étant  carrée  et  ensuite  retranchée  de  l'équation  (2)  mul- 
tipliée par  2,  on  a 

(f2  —  x'f 
2  xy  —  2  -+-  x-  -+-  y'  =  1  n  —  — ? 


,         .    .,                          (x  -h  y)2(x  —  y)"- 
(x  -+- y)2  =  2  -+-  in  — ï-L± -L±., 


IV. 


72 


570  SUR   UNE  MANIÈRE   D'EXPRIMER  LE  TEMPS 

et,  substituant  pour  {x  —  y)2  sa  valeur  ci-dessus. 

,  ,,  .,  2  —  in  —  m2 

(x  -h  yy  =  2  -I-  in  —  (x  -h y)  ; > 

d'où  l'on  tire  immédiatement 

/i-t-  n 
J  y    i  —  n 

Ainsi ,  connaissant  la  somme  et  la  différence  de  x  et  y,  on  aura  chacune 
de  ces  deux  quantités. 

Donc  le  temps  employé  à  parcourir  l'arc  compris  entre  les  rayons  vec- 
teurs a(i  —  u),  a{i  —  s),  dans  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  se- 
rait a  et  l'excentricité  e,  sera  égal  au  temps  employé  à  parcourir  l'arc 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  a(i  —  x),  a{i  —y),  dans  une  autre 
ellipse  qui  aurait  le  même  grand  axe  et  où  l'excentricité  serait  i,  c'est- 
à-dire  égale  au  temps  employé  à  parcourir  dans  le  grand  axe  même  la  dif- 
férence de  ces  rayons. 

7.  Il  reste  encore  à  prouver  qu'en  nommant  aq  la  corde  qui  joint  les 
deux  rayons  vecteurs  a{\  —  u)  et  a(i  —  s),  on  aura 

a(i—u)-ha(i  —  s)  —  aq  a(i  —  u)  -t-  a(i  —  s)  H-  aq 

«(i  —  x)  =  — i —  — *-,     a{\—  y)=  — —  — '-■> 


u  +  s  —  a 

r— ■ 


«    s     m 


Pour  cela  je  remarque  d'abord  que  l'on  a  entre  -■>  ->  —  •>  n  les  mêmes 
J  u  1  e     e     e 

équations  qu'entre  x,  y,  m,  n,  ce  qui  est  visible  par  les  premières  for- 
mules du  numéro  précédent;  donc,  en  changeant  ces  dernières  quantités 
en  celles-là  dans  les  formules  finales  du  même  numéro,  on  aura  aussi 


u  —  s            I                    m'  u  -+-  s    _  m      / 1  -+-  n 

e            V                       e'  e            e    \    i  —  n 

i / 1  ■+  n 

u  —  5  =  ^/(2  —  m)e2  —  ni-,     n  -+-  s  =  m  1/ ; 
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mais  on  a 

, /i-hn 

x —  v=i/2  —  in — m2,      x-V-Y=m\/ : 

v  J  y    i  —  n 

donc 


J\u  —  s)2 -4-   i  —  e2)  m2 

x  ■+-  y  =  n  -+-  s,     x—r=— ■ — ; ! 

j  J  e 

Pour  introduire  maintenant  la  corde  aq,  je  remarque  que  si  l'on 
nomme  £  et  ri  les  coordonnées  rectangles  de  l'ellipse  prises  depuis  le 
foyer  et  dont  l'une  f  soit  dans  le  grand  axe,  on  aura 

£2-f-  t)2=  r2,     £  =  rcos<p; 

de  sorte  que,  par  l'équation  de  l'ellipse 

/»  =  r(i+  ecoscp), 

on  aura 

p  =  r-h  e'i; 

donc 


s=£-— '    -i 


v7' 


mettant  <z(i  —  e2)  à  la  place  de  jo  et  az  =  a{\  —  u)  à  la  place  de  r,  on 
aura 

■c       a  i  2\  a\Ji  —  e2    .— 

£=-(«  —  e2),     y)  := — ï Je2 — W; 

e  e         T 

nommant  de  même  S,',  yj'  les  coordonnées  qui  répondent,  au  rayon  vec- 
teur a(i  —  s),  on  aura 


«  „■         ,      aJi  —  e2   /— 

£'=-(*  —  e2),      /)'=  — î Je2 — *2; 

or  il  est  évident  que  la  corde  qui  joint  les  extrémités  des  deux  rayons  est 
donc,  ayant  déjà  nommé  cette  corde  aq,  on  aura 

r 

_  \l(u  —  s)2-+-  (i  — e2)(y/e2  —  u2—  \lë'  —  s2)' 
^  ~  e 
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et  par  conséquent 

Ayant  donc 

x  -h  y  =  u  -h  s,     x  —  y  =  q. 


u  -+-  s  -y-  q  u  -+-  s  —  q 

—n — *•   r= — - — -■ 


Cette  démonstration  du  Théorème  dont  il  s'agit  a,  ce  me  semble,  toute 
la  simplicité  qu'on  y  peut  désirer. 

8.   De  là  résulte  donc  ce  Théorème  analytique  assez  remarquable, 

rdr  pdp  z  dz  'Cdt, 


en  supposant 

r  =  «(i  —  u),     p=a(i  —  s),     z  =  a(i  —  x),     Ç  =  a(i — y), 

u  +  s  -+-  q                u  -h  s  —  q 
x—      — - 2-,     y= ï 

et 


»ç-P 


q—  -  \j\u  —  sY2->r-  (i  —  e2)(v/e2—  a2—  y/é^  —  s1)1, 
ce  qui  donne 


r                       ù                        r  -h  p  -h  aq                       r  -+-  p  —  ao 
^«  =:  i  —  -  ?     *=i  —  -  j      x=.i— 1     Y~l 


ia 


donc 

_  r-i-p-haq  _  r  +  p  -  aq 


et 

aq 


9.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  généraliser  ce  Théorème,  et. 
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considérant  pour  cela  la  formule  différentielle 

rdr 


v/H  +  Mr-t-Nr- 


cherchons  à  la  réduire  à  la  somme  ou  à  la  différence  d'autres  formules 
semblables  qui  contiennent  des  coefficients  arbitraires.  Pour  y  parvenir 
de  la  manière  la  plus  générale  et  la  plus  simple,  je  suppose 


v/H  -4-  M  r  -+-  N  r2  =  A  -+-  B  r  -+-  Cs, 

s  étant  une  nouvelle  variable,  et  A,  B,  C  des  coefficients  constants  quel- 
conques; il  est  clair  qu'en  étant  l'irrationnalité,  on  aura  une  équation 
du  second  degré  entre  r  et  s.  De  cette  manière  la  différentielle  proposée 
se  changera  d'abord  en  celle-ci 

/■  dr 
A  +  Bch-.Cs 

Maintenant  je  prends  deux  autres  variables  x  et  y  et  je  suppose 

/■  =  x  -+-  y,     s  =  xy, 

en  sorte  que  les  quantités  r  et  $  demeurent  les  mêmes  en  échangeant  x 
et  y  entre  elles;  on  aura  ainsi 

s  =  r  x  —  x'1  =  ry  —  y-. 
Or  l'équation  entre  r  et  s  étant  carrée  et  ensuite  différentiée  donne 

[M  -+-  aN  /•  —  2  B(  A  -+-  B  r  +  Cs)]  dr  —  2  C  l  A  -4-  B  /■  ■+■  Cs)  ds  —  o; 

mais 

ds  =  xdr~\-  (r  —  2 x  )  dx  =  x  dr  ■+■  ( y  —  x)dx; 

donc,  substituant, 

[M  +  2Nr  —  2(B-t-Cr)(A-t-Br-4-Cs)]  dr  —  7.C(y  —  x)  (A  -+-  B/'  -+-  Cs)  dx  =  o; 

donc,  à  cause  de 

r  ■==  x  -4-  y, 
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on  aura 

rdr  2C(j-s  —  x2)  dx 


A+Br+ù        M  +  îNc-  2(B-+- Cr)  (  A-h  Br  +  Cs) 

Changeant  x  en  y,  on  aura  donc  aussi 

rdr  2 C ( x'-  —  y- )  dy 

A  +  Br  +  Cs-  M-f-  2Nr-2(B+Cj)(A  +  Br-(-C7) 

par  conséquent 

dx  dy 


~  M-t-2Nr— 2(B  +  Ca;)(A  +  B;;  +  C*)       M  +  aNc- 2 (B  +  L\r) (A  +  B r  +  Çs) ' 
donc,  en  prenant  une  quantité  quelconque  h,  on  aura,  en  général. 


■dr 


A-f-Br-i-Cs       ^H  +  Mr+Nr' 

2C(x2-h  h)dx  2C(y2-h  h)dy 


M  +  2Nr— 2(B  +  C^)(A-+-Br-(-C4)       M-H2N/-— 2(B  +  Cj)(A+Br-(-Cs) 
Maintenant  j'ai,  à  cause  de  s  =  rx  —  x2, 


^/H  +  Mr  +  Nr!  =  A  +  (B  +  C*)r-C^, 

d'où  l'on  tirera  r  en  x. 

Pour  cela  je  carre  cette  équation  et  je  l'ordonne  par  rapport  à  r;  j'ai 

[N  —  (  B  -+-  Cx  Y]  r2  -+-  [M  —  2  (B  -+-  Cx  )  (  A  —  Cx2)]  r  -+-  H  —  (  A  —  Cx2)2  —  o  ; 

d'où  je  tire,  en  multipliant  par  4N—  4(B-t-  Cx)2.  complétant  le  carré 
et  extrayant  la  racine, 

2  [N  —  (B  -4-  Cx?]  r  -+-  M  —  2(B  -+-  C*)(A  —  Cx*)  =  JX, 
en  faisant,  pour  abréger, 

X=--[M  —  2(B-f-0)(A-Cx2)]2—  4[N  — (B  +  Gr)2][H  — (A.-Ctf2)2]; 
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or  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  se  réduit  à 

M  -t-  aNr—  a(B  -l-  Cx)(Br-h  Crx-h  A  —  Cr2), 

savoir  à 

M  +  2N/'-j(B  +  Cj)(A+  Br-f-Cs). 

Ainsi  l'on  a 

M-t-aNr  —  a(B  +  Cr)  (  A  +  Br -t-  Cs)  =  d\, 
et,  changeant  x  en  y,  on  aura  pareillement 

M-+-  aNr—  2(B  +Cj)(A  +  B/-+C*J  =  y/ Y, 

où  Y  sera  une  fonction  de  y  semblable  à  la  l'onction  X  de  x,  en  sorte  que 
l'on  aura 

Y  =  [M  —  a(B  +  Cj)  (  A  -  Cj2  )]2  - 4{N  —  {£ -+-  Cj  f)  [H  -  (  A  —  Cj2)2], 

et  l'on  remarquera  que  l'on  peut  prendre  dans  les  équations  précédentes 
les  radicaux  en  4-  ou  en  —  à  volonté. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  l'équation  ci-dessus,  et  prenant  le 
radical  y'X  en  —  et  le  radical  \/Y  en  -4-,  on  aura  enfin 

rdr  a C ( x1  -t-  h )  dx       i.C{y' ->t- h)  dy 


yH  +  Mr+Nr2  JX  s/\ 

h  étant  une  quantité  quelconque;  où  l'on  voit  qu'en  supposant  h  con- 
stante, la  différentielle  proposée  est  réduite  à  la  différence  de  deux  autres 
différentielles  analogues,  mais  beaucoup  plus  générales. 

10.  Si  l'on  développe  la  quantité  X,  et  qu'on  fasse,  pour  plus  de  sim- 
plicité, 

HN-ABM- AN-HB2 


C2 
MA  +  aHB 


b  =  - 

4H 


c 

MB  — aNA 
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on  aura 

X  =  4C2(a  -+-  bx  -h  ex-  +  Mx3  -+■  Na?4), 

cl  pareillement 

Y  =  4Cî!a-i-  bf  +  cy2  -hMy3-hNy'); 

donc,  substituant  dans  la  formule  du  numéro  précédent,  on  aura 
rdr  (x3  ■+-  li)dx  (y1  -t-  h)  dy 


V'H  +  Mf+Ni'!       ^la-hbx-i-cx2-hMx3-h'^xi       Ja-\-by  +  cy*-*-My!>-\-'Ny> 

et,  comme  les  quantités  a,  b,  c  renferment  les  trois  constantes  arbitraires 
A,  B,  C,  on  pourra  regarder  ces  quantités  elles-mêmes  comme  des  con- 
stantes arbitraires;  et  la  constante  h  sera  pareillement  arbitraire. 

11.  En  regardant  les  quantités  a,  b,  c  comme  données,  on  aura  par 
les  formules  ci-dessus 

A_       M6h-2H(c  +  4H)       B  _M(c  +  4H)  — 2N6 
C-  M!+4HN        '     C-  M2  +  4HN 

ensuite 


sJW- 


HN 

C  = 


s/ 


MAB       AT  A2       TT B2 

fl+Mcc+Në+Hô 


ainsi  l'on  connaîtra  les  trois  quantités  A,  B,  C  en  a,  b,  c,  M,  N,  H. 
Ensuite,  pour  la  détermination  de  x  et  y  en  7-,  on  aura  d'abord 


i/H  +  Mr  +  N  r'  —  A  —  Br 

s  =  ~ c 

mais 

x  -t-  y  =  r,     xy  =  s  ; 
donc 


r -1-  y/r2  —  4*  r  —  \Jr-  —  ^i 


Si  donc  on  fait 

y//'2  —  4*  —  ui 
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r  +  u  /•  —  u 


et  la  quantité  u  sera 


4A  +  4B/-+  C/-2  —  4  JE  +  Mr+'Nr! 


12.  Comme  les  constantes  a,  b,  c,  h  sont  arbitraires,  on  peut  les  sup- 
poser nulles;  on  aura  alors 

rdr  x  dx  y  dy 


v'H  +  Mr  +  Nr2'      y/Ma:  -I-  N x*       \jMy  -+-  Nj2 

Ainsi  la  différentielle  proposée  est  réduite  à  la  différence  de  deux  autres 
différentielles  semblables  dans  lesquelles  H  =  o;  ce  qui  revient  au  cas 
du  Théorème  de  M.  Lambert. 

Mais  on  peut  faire  cette  même  réduction  d'une  manière  plus  générale 
en  supposant 

h  =  -  k', 
«H-  bx  -+-  ex*  -+-  Mx3-h-  N.r4=  (x  —  k  )2[/-f-  M{x  ■+ k)  -+-  N(.r  +  k)-]; 

ce  qui  donne  (*) 

a  -+-  bx  +  cx*  =  l(x  —  ky-h  M(  —  £#2  —  £2.r  -l-  k3)  -+-  N(—  2Â-2.r2-i-  A4:, 

et  par  conséquent 

«  =  *+W-î  +  N^1,     b  =  —  ilk  —  Mk\     c=l  —  M/ir  — 2N*2; 

de  cette  manière,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

x  ■+-  k  =  x' ,     y-\-k  —  y', 
on  aura 

rdr  x'dx'  y'dy' 

y/H-t-  Mr-t-N/-2        y//4-  Ma:'-f-  Nx'!        y/' +  Mj' +  Nr'2 ' 

et  supposant  /=  o,  ce  qui  donne 

«  =  MA-3-t-N/r%     6=-o,     c  =  —  Mk  —  2NA-2, 

(*)  Dans  le  texte  primitif  les  formules  qui  suivent  sont  affectées  d'erreurs  légères  que  nous 
avons  cru  devoir  faire  disparaître.  (Note  de  l'Éditeur.) 

IV.  7  3 
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on  aura  les  mêmes  formules  que  ci-dessus,  mais  avec  cette  différence  que 
les  variables  ad  et  y'  contiendront  encore  la  constante  arbitraire  k. 

13.  Je  vais  faire  voir  maintenant  que  l'équation  entre  u  et  r  du  n°  11 
est  celle  d'une  ellipse  dans  laquelle  r  serait  le  rayon  vecteur  partant 
d'un  des  foyers,  et  où  u  serait  un  autre  rayon  vecteur  partant  d'un  autre 
point  fixe  quelconque  placé  dans  le  plan  de  l'ellipse  ou  non. 

En  nommant,  comme  plus  haut,  p  le  paramètre,  e  l'excentricité,  r  le 
rayon  vecteur,  %  et  yj  les  coordonnées  rectangles,  on  a,  comme  on  sait, 
cette  équation  à  l'ellipse 

f  +  «^  =  |); 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  r2  =  £2  +  ri2, 


y_p  —  r  _  \j—  p2-\-2pr  —  {i 


ç  = 


Soient  maintenant  a,  ]3,  y  les  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la 
position  du  centre  des  rayons  vecteurs  u,  on  aura  évidemment 

m2  =  (  £  —  a)2-+-  (n  —  (3)2-t-  y2,     savoir     u\=  r1—  aai-  —  a(3-fl  -+-  d1; 

en  faisant,  pour  abréger, 

è  =  y/a2-i-  (32  +  y2, 

et  substituant  pour  |  et  yj  leurs  valeurs  en  r, 

ixp    ,    .,       2(3 


-^  y/—  p'-hipr  —  (i  —  e2)/-2- 

Cette  expression  de  m2  en  r  est,  comme  on  voit,  tout  à  fait  semblable 
à  celle  du  n°  11,  et,  comparant  les  termes  homologues,  on  aura 

aa_4R  _w£  fr—§A  —  ft2/>a  _  4H  ^£_2Ï  —  (3*(i  — e2)_4N- 
e  —  C  '  e    +  C  '        e1       ~  C2  '     es  —  C»  '  e2  ~  C  ' 

et  ces  cinq  équations  serviront  à  déterminer  les  cinq  quantités/»,  e,  a, 
|3,  y,  dont  les  deux  premières  déterminent  l'ellipse,  et  dont  les  trois  der- 
nières déterminent  la  position  du  centre  des  rayons  u  par  rapport  au 
plan  de  l'ellipse  et  au  foyer  des  rayons  r. 
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Dans  ce  cas  le  radical  \JE  -\-  Mr-+-  Nr2  devient 

C3    , 

y 

ou,  nommant  le  demi-erand  axe  ts,  et  mettant  —  à  la  place  de  i  —  e-, 
CS  fp     l~  7* 

ie      y        r  w 

de  sorte  que  la  différentielle 

rdr 


v'fl  +  Mr+Nr1 

deviendra 

ie  rdr 


CSJp 


\J-p  +  zr 


c'est-à-dire  proportionnelle  à  l'élément  du  temps  dans  la   même  el- 
lipse (4). 

Donc  on  peut  représenter  ce  temps  par  la  différence  de  deux  expres- 
sions de  la  forme 

(z2  -\-  h)dz 


2Z* 


les  quantités  a,  b,  c,  h  étant  des  constantes  arbitraires,  et  la  variable  s 
étant  dans  l'une  des  deux  expressions  la  somme,  et  dans  l'autre  la  diffé- 
rence de  deux  rayons  vecteurs  de  l'ellipse,  dont  l'un  parte  à  l'ordinaire 
du  foyer,  et  dont  l'autre  parte  d'un  autre  point  fixe  quelconque  dépen- 
dant des  constantes  a,  b,  c. 

14.  Si  l'on  suppose  que  le  centre  des  rayons  u  tombe  sur  la  circonfé- 
rence même  de  l'ellipse,  alors  on  aura  y  =  o  et  entre  a,  /3  la  même  équa- 
tion qu'entre  £,  et .  yj  ;  ainsi  il  faudra  substituer à  la  place  de  a,  et 


v/; 


^    '  >    à  la  place  de  |3  dans  les  formules  du  n°  13;  mais  comme 
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■ces  substitutions  mènent  à  des  formules  un  peu  compliquées,  voici  une 
manière  plus  simple  et  plus  directe  d'analyser  le  cas  dont  il  s'agit. 

Je  remarque  qu'en  faisant  r=  à  (à  étant  =  \jcâ  -t-  ]32  +  y2  par  le  n°  13, 
et  par  conséquent  égale  à  la  distance  du  centre  des  rayons  u  au  foyer  des 
rayons  r)  on  doit  avoir  m=  o,  et  par  conséquent  x  =  y  (11)- 

Je  reprends  maintenant  les  deux  formules  du  n°  9, 

M  +  2Nr-2(B  +  Cx)(A  +  Br4-Cs)  =  -v/X, 
M  +  aNr  —  2  (R  -t-  Cy)  (A  -t-  Br  -f-  Cs)  =  y/Y; 

dans  la  première  desquelles  je  donne  le  signe  —  au  radical  y/X,  confor- 
mément à  ce  que  j'ai  dit  dans  le  même  numéro.  Soustrayant  la  première 
de  la  seconde,  j'ai  celle-ci 

—  aC(  'y  —  x)  (A  -+-  Br  4-  Cs)  =  yjY  -t-  v/X; 

et  il  faudra  qu'en  faisant  /*=  §  on  ait  x  —y;  par  conséquent,  à  cause  de 
r  =  x  +  y, 

O  à 

x=-,       <y=- 

2  '  2 

sont  deux  valeurs  de  a?  et  de  y  qui  doivent  satisfaire  à  l'équation  précé- 
dente. Or  par  ces  suppositions  le  premier  membre  devient  nul,  et  le  se- 
cond devient  4Cy^  en  supposant 


donc  on  doit  avoir  A  =  o;  par  conséquent  -  doit  être  une  racine  des 

équations  semblables  X  =  o,  Y  =  o.  Mais  cela  ne  suffit  pas  encore  pour 
satisfaire  à  l'équation  ci-dessus;  il  faut  encore  qu'en  supposant  x  et  y 

très-peu  différent  de  —,  l'équation  puisse  subsister  et  donne  une  relation 

possible  entre  x  et  y;  donc  il  faudra  qu'en  faisant 

à  ô 

x  =  — i-  p-,    y  —  — i-  y> 
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et  regardant  /jl  et  v  comme  très-petites,  on  ait  une  équation  possible 
entre  jjl  et  v. 

Or,  faisant  ces  substitutions  et  rejetant  les  termes  du  second  ordre,  on 

a,  en  supposant  A  =  — »> 

cl  - 
i 

A-t-Bâ-f-  -j-\\v  —  fj. )  =  y/A  ■+-  A' v  +  y/A  -l-  A> ; 
mais  A  =  o,  donc  l'équation  devient 

_  (A  +  B*  +  "')  (v  -  p)  =  y/Â7^  +  ^), 
laquelle,  étant  divisée  par  y/v  +  vp-,  donne 


-  I  A  -+■  Bô  +  C  j  \  [s/v  -  v/fx)  =  sfbJ; 

donc  la  quantité  \JA'  doit  être  infiniment  petite  de  l'ordre  \Jv,  donc  A' 
doit  être  =  o. 

De  là  il  est  aisé  de  conclure,  par  la  théorie  connue,  que  -  doit  être  une 
racine  double  de  l'équation  X  =  o,  ainsi  que  de  l'équation  Y  =  o. 

De  sorte  que  les  quantités  X  et  Y  seront  de  la  forme 

X  =  (  x )  (/-+-  mx  -+-  nx1), 


Y  =  [y )  (/-+-  m  y  -+-  ny2), 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  forme 

\  =  ^o(x-  *V  \l+m(x+è-\  +n(x  +  ^\\ 

Y  =  4c,(r-i),['+»(r  +  5)+»(r  +  5),]î 

et  comparant  cette  forme  avec  la  forme  générale  des  quantités  X  et  Y  du 
n°  10,  on  trouvera 

ra  =  N,     m  =  M,     /=c  +  N-+M-) 
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de  sorte  que  la  constante  /demeurera  arbitraire,  à  cause  qu'elle  contient 

l'arbitraire  c. 

On  aura  donc  précisément  le  cas  du  n°  12  en  prenant  k  =  -;  de  sorte 
qu'en  supposant  de  plus  /=  o,  on  aura 

rdr  x'  dx'  y '  dy' 

(/H  +  Mr  +  Nr1  _  jMx'-hNx'2       ^Mr'+Nj': ' 

savoir  (13) 

rdr  x' dx'  y' dy' 


où  (11) 

ô        r  +  è -h  u                         S        r+ô  —  i 
x  =  x  h —  = î     y  —  y  h —  = 


Or  il  est  visible  que  /■  et  §  sont  deux  rayons  vecteurs,  et  que  u  est  alors 
la  corde  qui  joint  ces  rayons;  donc,  puisque  x'=y',  lorsque  u  =  o,  au- 
quel cas  /•=  â,  il  s'ensuit  que  la  différence  des  intégrales  de 

x' dx'  y'  dr' 


V2x'-^     \Ar'- 


exprimera  justement  le  temps  employé  à  parcourir  l'angle  compris  entre 
les  deux  rayons  vecteurs  5  et  r,  c'est-à-dire  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  m; 
ce  qui  est  le  Théorème  de  M.  Lambert. 


SUR 


DIFFÉRENTES  QUESTIONS  D'ANALYSE 


KKLATIVES    A    LA 
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Ull.VIIVES    A    LA 


THÉORIE  DES  INTÉGRALES  PARTICULIÈRES. 


(  'Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1779.) 


La  Théorie  des  intégrales  particulières  est  une  branche  aussi  impor- 
tante que  féconde  du  Calcul  intégral;  et  je  crois  être  le  premier  qui  ait 
donné  les  vrais  principes  de  cette  Théorie.  On  entend  par  intégrales  par- 
ticulières ces  intégrales  qui  satisfont  à  des  équations  différentielles  sans 
être  pour  cela  des  cas  particuliers  de  leurs  intégrales  complètes,  et  qui 
échappent  par  conséquent  aux  règles  générales  du  Calcul  intégral.  De 
très-grands  Géomètres  avaient  depuis  longtemps  remarqué  cette  singu- 
larité et  cette  espèce  de  défaut  de  l'Analyse  ordinaire,  et  avaient  cherché 
des  moyens  d'y  suppléer;  on  était  même  déjà  parvenu  à  trouver  des  règles 
plus  ou  moins  générales,  non-seulement  pour  reconnaître  à  priori  si  une 
intégrale  donnée  d'une  équation  différentielle  en  est  une  intégrale  parti- 
culière, ou  seulement  un  cas  de  son  intégrale  complète,  mais  aussi  pour 
découvrir  toutes  les  intégrales  particulières  dont  une  équation  différen- 
tielle est  susceptible;  mais  personne,  que  je  sache,  n'avait  encore  expli- 
qué la  nature  et  l'origine  de  ces  sortes  d'intégrales,  ni  fait  voir  que,  loin 
IV.  74 
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de  former  une  exception  à  la  Théorie  générale  du  Calcul  intégral,  elles 
sont  une  conséquence  immédiate  et  naturelle  des  premiers  principes  de 
ce  Calcul.  C'est  ce  que  je  crois  avoir  démontré  et  développé  avec  tout  le 
détail  nécessaire  dans  mon  Ouvrage  sur  les  intégrales  particulières,  im- 
primé parmi  les  Mémoires  de  l'année  1774  (*)• 

Je  vais  maintenant  appliquer  la  Théorie  des  intégrales  particulières  à 
la  solution  de  différentes  questions  d'Analyse  qui  n'avaient  pas  encore 
été  traitées,  ou  du  moins  qui  ne  l'avaient  pas  été  sous  le  point  de  vue 
sous  lequel  on  les  considère  dans  ce  Mémoire.  Cette  application  donnera 
en  même  temps  le  dénoûment  de  quelques  paradoxes  qui  se  présentent 
naturellement  dans  la  solution  de  ces  mêmes  questions,  et  servira  de 
plus  en  plus  à  montrer  l'utilité  et  la  nécessité  de  la  Théorie  dont  il  s'agit 
dans  le  Calcul  intégral. 

Article  Ier.  —  Sur  les  développées. 

1.  On  sait  que  la  développée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  centres  de 
tous  les  cercles  osculateurs  de  cette  courbe;  on  sait  aussi  que  le  cercle 
oscillateur  est  celui  qui  coupe  la  courbe  proposée  dans  trois  points  infi- 
niment proches.  Or  soient  x  l'abscisse,  y  l'ordonnée  rectangle,  etp,  q,  r 
des  constantes;  on  a  pour  l'équation  générale  au  cercle 

{x  —  p)2-h  [y  —  qY=  r\ 

dans  laquelle  r  est  le  rayon,  elp,  q  sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  qui  dé- 
terminent la  position  du  centre. 

Soit  maintenant  une  courbe  quelconque  rapportée  aux  mêmes  coor- 
données x,  y,  et  qui  ait  pour  cercle  oscillateur  celui  dont  nous  venons 
de  donner  l'équation;  comme  ce  cercle  doit  couper  la  courbe  dont  il 
s'agit  dans  trois  points  infiniment  pioches,  il  faudra  que  non-seulement 

l'équation 

(x  —pY-+-  (y  —  q  i2=  r\ 

(*)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  5. 
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mais  encore  que  les  différences  premières  et  secondes  de  cette  équation 
aient  lieu  par  rapport  à  la  même  courbe,  c'est-à-dire  en  supposant  que 
les  valeurs  de  x,  y  et  de  leurs  différences  soient  les  mêmes  pour  le  cercle 
et  pour  la  courbe.  Alors  r  deviendra  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la 
courbe  proposée  au  point  qui  répond  aux  coordonnées  x,  y;  et  p,  q 
seront  les  coordonnées  qui  déterminent  le  lieu  du  centre  de  cercle;  ce 
seront  par  conséquent  les  coordonnées  de  la  développée  de  la  même 
courbe. 

On  aura  donc  ces  trois  équations 

(x  —  pf+  (y—  qf=  r\ 

x  —  p  +  {r-q)fa=o, 

au  moyen  desquelles  on  déterminera/?,  q,  r  en  x,  y,  et  ses  différences; 
et  l'on  trouvera  successivement 


(m 


'c?rV  (dy 

ydxl  \  dx  )    dr 

q=y-\ r^ '—,     p=x—     — ^ j-,       .-  , 

^       •'  d-y  r  a- y         dx  d'y 

dx'  dx-  dx2 

Ces  valeurs  sont  les  mêmes  que  celles  que  l'on  trouve  par  d'autres 
voies;  mais  la  méthode  précédente  est  plus  appropriée  au  but  de  ces 
recherches. 

2.  On  voit  par  les  expressions  précédentes  de  p  et  q  que  le  Problème 
de  trouver  la  développée  d'une  courbe  se  résout  par  le  seul  Calcul  diffé- 
rentiel, et  demande  une  double  différentiation  de  l'équation  de  la  courbe 
proposée;  d'où  il  s'ensuit  que  lorsque  cette  courbe  est  algébrique,  sa 
développée  ne  saurait  manquer  de  l'être  aussi;  c'est  ce  qui  est  connu 
depuis  longtemps. 

Réciproquement  donc  il  pavait  naturel  d'en  conclure  que  lorsque  la 
développée  est  donnée  et  qu'on  demande  la  courbe  qui  résulterait  de  son 

74- 
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développement,  c'est-à-dire  dont  elle  serait  la  développée,  le  Problème 
doit  dépendre  du  Calcul  intégral  et  exiger  une  double  intégration.  En 
effet,  la  méthode  la  plus  naturelle  de  résoudre  ce  dernier  Problème  est 
de  substituer  dans  l'équation  de  la  développée  entre  p  et  q  les  valeurs 
précédentes  de  ces  quantités;  ce  qui  donnera,  si  l'équation  entre/»  et  q 
est  algébrique,  une  équation  différentielle  du  second  ordre  entre  x  et  y, 
et  qui  sera  celle  de  la  courbe  cherchée;  en  sorte  qu'il  faudra  une  double 
intégration  pour  avoir  l'équation  finie  de  cette  courbe.  Mais  voici  une 
difficulté  à  laquelle  il  ne  me  parait  pas  que  personne  ait  encore  pensé. 

3.  Comme  chaque  intégration  peut  introduire  une  constante  arbi- 
traire, il  s'ensuit  que  l'équation  finie  entre  x  et  y  doit  renfermer  deux 
constantes  arbitraires;  cependant  il  est  facile  de  voir  par  la  Théorie  des 
développées  que  la  courbe  engendrée  par  le  développement  d'une  courbe 
donnée  ne  peut  renfermer  qu'une  seule  constante  arbitraire,  laquelle 
dépend  du  point  où  le  développement  commence.  Car  il  est  visible  qu'on 
ne  peut  faire  passer  la  développante  (ou  courbe  formée  par  le  dévelop- 
pement de  celle  qu'on  nomme  la  développée)  que  par  un  seul  point  ar- 
bitraire. En  effet,  un  point  étant  donné  par  lequel  la  développante  doive 
passer,  on  tirera  par  ce  point  une  tangente  à  la  développée,  et,  regar- 
dant cette  tangente  comme  une  partie  de  la  courbe  déjà  développée,  on 
continuera  le  développement  suivant  la  loi  connue;  moyennant  quoi  la 
développante  sera  entièrement  déterminée. 

Il  s'ensuit  de  ce  raisonnement  que  lorsque  l'équation  de  la  développée 
est  algébrique,  celle  de  la  développante  doit  être  différentielle  du  pre- 
mier ordre  seulement,  au  lieu  que  la  méthode  précédente  la  donne  du 
second  ordre.  C'est  aussi  ce  que  l'on  trouve  directement  en  considérant 
le  Problème  sous  un  autre  point  de  vue  que  voici. 

4.  Comme  les  quantités  p,  q,  r  sont  variables  d'un  point  à  l'autre  de 
la  développée,  on  peut  aussi  les  considérer  comme  telles  dans  les  équa- 
tions du  n°  1.  Or  la  seconde  et  la  troisième  de  ces  équations  n'étant  que 
les  différentielles  respectives  de  la  première  et  de  la  seconde,  en  n'y  re- 
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gardant  que  x  et  y  comme  variables,  il  est  visible  que  la  supposition  de 
la  variabilité  dep,  q,  r donnera  ces  deux  autres  équations  différentielles 

—  (x  —  p)  dp  —  (y  —  q)  dq  =  rdr, 

-dp-d£dq  =  o, 

lesquelles  devront  avoir  lieu  en  même  temps  que  celles  du  numéro  cité. 

5.  On  aura  donc  de  cette  manière  ces  quatre  équations 

{x  —  pf->r{y—  q)i=ri, 

dy 
x-p  +  (y-q)£  =  o, 

(x  —  p)dp  -+-  {y  —  q)  dq  -t-  rdr =  o, 

dp  -+■  -~  dq  =  o, 
r       dx    * 

au  moyen  desquelles,  en  éliminant  x,  y,  -^-,  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  entre  p,  q,  r;  ensuite  on  aura  x,  y  expri- 
mées algébriquement  en  p,  q,  ?•  et  leurs  différences  premières.  Ainsi, 
q  étant  donnée  en  p  par  l'équation  de  la  développée,  il  ne  faudra  qu'une 
seule  intégration  pour  trouver  /•  et  de  là  x  et  y. 

A  l'égard  de  la  troisième  équation  du  n°  1,  elle  devient  inutile  puis- 
qu'elle est  renfermée  dans  la  seconde  et  dans  la  quatrième  des  précé- 
dentes; en  effet,  en  différentiant  la  seconde  et  en  effaçant,  en  vertu  de  la 
quatrième,  les  termes  qui  contiendront  dp  et  dq,  on  aura  l'équation  dont 
il  s'agit. 

6.  Éliminant  d'abord  la  quantité  J-  de  la  seconde  et  de  la  quatrième 
des  équations  précédentes,  on  aura  celle-ci 

(y  —  q)dp  —  (x  —  p)dq  =  o, 

laquelle  étant  combinée  avec  la  troisième  servira  à  déterminer  x  et  y, 
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de  manière  que  l'on  aura 

/'  dr  dp                              r  dr  dq 
x  =  P r~, h  '      T  =  Q j—, rr  • 

'        dp2  -+-  dq2        J        *       dp-  -+-  dq2 

Substituant  maintenant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  on  aura 

r2 dr1  {dp2 -h  dq2) 2 

(dp'  +  dq'f      ~r  ' 

savoir 

dr2  =  dp2  -+-  dq2, 

et,  tirant  la  racine  carrée, 


dr  =  ±  ddp'-i-  dq2. 

Cette  dernière  formule  fait  voir  que  le  rayon  oscillateur  r  varie  par 
des  différences  égales  à  celles  de  l'arc  de  la  développée  dont  l'élément 
est  \dp-  -+-  dq2.  Désignant  donc  cet  élément  par  ds,  on  aura 

dr—±ds, 

et,  intégrant, 

r=h±  s, 

k  étant  une  constante  arbitraire  qui  dépend  du  point  où  est  supposé 
commencer  le  développement.  Cela  s'accorde  avec  la  Théorie  connue  des 
développées,  et  l'on  voit  en  même  temps  que  le  signe  supérieur  répond 
au  cas  où  le  fil  qui  par  son  extrémité  décrit  la  développante  se  déve- 
loppe en  effet  de  la  courbe  qu'on  nomme  la  développée,  et  que  le  signe 
inférieur  répond  au  cas  contraire  dans  lequel  le  fil  est  supposé  s'enve- 
lopper à  la  même  courbe. 

7.  L'analyse  précédente  donne,  comme  on  voit,  les  mêmes  résultats 
qui  se  déduisent  de  la  considération  synthétique  du  développement  des 
courbes;  mais  ne  pourrait-on  pas  y  parvenir  aussi  par  la  première 
méthode,  qui  est  d'ailleurs  la  plus  directe  et  la  plus  naturelle?  Voici 
comment. 

L'équation  de  la  développée  étant  donnée  entre  ses  coordonnées  rec- 
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tangles/7  et  q,  on  aura  q  égale  à  une  fonction  donnée  de  p,  que  je  déno- 
terai, en  général,  par/(p);  donc,  puisque 

on  aura,  en  différentiant, 

dq=f'{p)dp. 

Or  je  remarque  que  les  valeurs  de  p  et  q  du  n°  1  sont  telles,  que 

comme  on  le  voit  par  la  quatrième  équation  du  nu  5;  et  l'on  peut  aussi 
s'en  assurer  directement  par  la  différentiation  actuelle  de  ces  valeurs: 
car  on  aura 

7         "  a2  y  T  dx        dx  d2y 

dx2  dx'- 

donc 

dq  dy  +  dp  dx  =  o. 

Donc,  substituant  dans  l'équation  différentielle 

dq=f'(p)dp 

à  la  place  de  dq  sa  valeur j~r~ 2  on  aura 


l^+f'iP)]dp  =  o, 


équation  qui  se  décompose  d'elle-même  en  ces  deux-ci 

.  dx        „„     , 

dj>  =  o,      ^+f(p)  =  o. 

8.  Considérons  ces  deux  équations  séparément;  et  d'abord  l'équation 

dp  =  o 
étant  intégrée  donnera 

p  =  une  constante  arbitraire; 
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ainsi  q—/{p)  sera  aussi  une  constante.  Or,  chassant  des  expressions 

.  ■-(£)■ 

de  p  et  q  du  n°  1  la  quantité  — -k — —  i  on  a 

dx2 

dy 

donc,  multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  aura 

(  x  —  p  f  +  ( y  —  q  f  =  /■% 

r  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

C'est,  comme  on  voit,  la  même  équation  d'où  nous  sommes  partis 
d'abord  (1);  en  sorte  que  cette  solution  ne  donne  autre  chose  qu'un 
cercle  quelconque  ayant  le  centre  placé  sur  la  circonférence  de  la  courbe 
donnée.  Il  est  clair  en  effet  que  le  cercle  résout  la  question,  considérée 
sous  le  point  de  vue  où  nous  l'avons  d'abord  envisagée;  et  il  est  visible 
aussi  que  l'on  peut  faire  passer  le  cercle  dont  il  s'agit  par  deux  points 
arbitraires;  car  en  joignant  ces  deux  points  par  une  droite  et  élevant  sur 
le  point  du  milieu  de  cette  droite  une  perpendiculaire,  il  suffira  que  le 
centre  du  cercle  soit  dans  le  point  où  cette  perpendiculaire  coupera  la 
développée  donnée.  D'où  l'on  doit  conclure  que  cette  solution  a  toute  la 
généralité  que  la  question  peut  comporter  (2). 

9.  Venons  maintenant  à  l'autre  équation 
dx       „n 

cette  équation  étant  combinée  avec  l'équation 

(*— /»)  +  (r-s)^=o, 

laquelle  résulte  de  l'élimination  de  la  seconde  différence  d2y  des  expres- 
sions de  p  et  q,  donnera,  à  cause  de  q  —./(p),  celle-ci 

{* — p)f'(p)  =r  ^-f(p); 
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d'où,  éliminant  p  au  moyen  de  l'équation 

djC      ,     fil      s 

on  aura  une  équation  du  premier  ordre  entre  x  et  y,  et  qui  étant  intégrée 
ne  contiendra  par  conséquent  qu'une  constante  arbitraire. 

Au  lieu  d'éliminer/?,  il  sera  plus  simple  d'éliminer  y;  pour  cela  il  n'y 
aura  qu'à  diïïerentier  l'équation 

r=f(p)  +  t*  -p)f\p)> 

ce  qui  donnera 

dy  =  dxf'{p)  +  {x-p)f"{P)dp, 

et,  substituant  pour  dy  sa  valeur  —  -F. —  ?  il  viendra  l'équation 

v         J  f\p)  H 

['  +/'2(/?)]  dx=-{x  -p)f{p)f"{p)dp, 

dont  l'intégration  est  facile  par  les  méthodes  connues.  Cette  solution 
revient  à  celle  que  l'on  a  déjà  trouvée  (5). 

Pour  s'en  convaincre  on  n'a  qu'à  supposer,  ce  qui  est  permis, 

(  x  —  p)\+  {y  —  qf  =  r\ 

r  étant  ici  une  variable  indéterminée,  et  combiner  cette  équation  avec 
les  deux  équations 

(x-p)  +  (y-q)-£=o, 

dx        ...  dx       dq 

-, — \-f'(p)  =  o,     ou  bien     -= — ^-^=0; 

dy      J    r  dy        dp 

car,  en  différentiant  l'équation  dont  il  s'agit,  on  aura,  à  cause  de 

(x  —  p )  dx  -+-  ( y  —  q)  dy  =  o, 

celle-ci 

—  (x  —  p)  dp  —  ( y  —  q)  dq  =  r dr. 

IV.  -î5 
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En  sorte  qu'on  aura  les  mêmes  quatre  équations  du  n°  5,  et  par  consé- 
quent aussi  les  mêmes  résultats. 

10.  Quoique  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ne  laisse  rien  à 
désirer  relativement  à  la  solution  du  Problème  proposé,  il  faut  avouer 
néanmoins  que  cette  méthode,  considérée  analytiquement  et  indépen- 
damment de  toute  considération  géométrique,  n'est  pas  aussi  directe 
qu'on  pourrait  le  désirer;  car  elle  demande  qu'on  commence  par  cliff'é- 
rentier  l'équation  qu'il  s'agit  d'intégrer,  ce  qui  est  peu  naturel  et  peu 
conforme  à  la  marche  ordinaire  du  Calcul  intégral.  En  effet,  supposons 
qu'il  soit  proposé  d'intégrer  l'équation  du  second  ordre 


d2y  d2r         dx  I 

dx2  dx2  Jj 


qui  n'est  autre  ehose,  comme  on  voit,  que  l'équation  de  la  développée 

sans  qu'on  sache  comment  on  est  parvenu  à  cette  équation,  il  ne  serait 
pas  facile  de  prévoir  que  l'intégration  d'une  telle  équation  peut  être  faci- 
litée beaucoup  par  une  différentiation  préliminaire.  Voyons  donc  com- 
ment on  pourrait  parvenir  au  but  en  ne  faisant  usage  que  des  artifices 
ordinaires  du  Calcul  intégral.  Un  des  artifices  les  plus  ordinaires  de  ce 
Calcul  est  celui  des  substitutions,  et  il  est  clair  que  la  substitution  qui 
parait  la  plus  naturelle  dans  l'équation  proposée  est  celle  de  supposer  la 
quantité  affectée  du  signe  <j>,  lequel  dénote  une  fonction  arbitraire  égale 
à  une  nouvelle  variable/?,  ce  qui  donnera  ces  deux  équations 

dry  n4&V 

dx)    dy  \dx 


d2y         dx       "'      "  d2f 

dx2  dx2 

au  moyen  desquelles  on  pourra  éliminer  par  exemple  la  variable  y,  et 
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obtenir  une  équation  entre  x  et  p  qui  aura  l'avantage  que  le  signe  <j> 
n'affectera  plus  que  la  seule  variable  finie  p. 

11.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

dy  _ 
dx 

les  deux  équations  précédentes  deviendront 

[\  +  z')zdx  {i-^z2)dx  ,    , 

*-    —j^-    =p,    r+—â-z — =*(p); 

la  première  donne 

( i  -t-  z')dx x  —  p 

dz  z      ' 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde  donne  celle-ci 

laquelle  étant  différentiée,  pour  en  chasser  la  variable  finie  y,  donne 

.     ,         x  —  p   ,        dx  —  dp        , ,  '      , 
z  dx — «-  dz  h — -  =  y'[p  )  dp  ; 

équation  d'où  l'on  chassera  z  au  moyen  de  la  précédente 

x  —  p ( i  H-  z2)  dx 

z  dz 

Substituons-v  d'abord  la  valeur  de  dz  tirée  de  cette  dernière,  savoir 


dz 


[i  -t-  z2)zdx 


x  —  p 

elle  deviendra 

,         i  -+-  z'  ,        dx  —  dp        .,    .  , 
z  dx ■  dx  -\ '—  =  9  (/>)  dp, 


savoir 


~  —  <f\p)dp; 


?5- 
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laquelle  donne  immédiatement 

OU      dp  =  O,      OU =  tp'(/>). 

L'équation 

dp  =  o 

donne 

p  =  une  constante  arbitraire, 

et  s  restera  indéterminée.  On  reprendra  donc  dans  ce  cas  l'équation 

et  l'on  y  substituera  pour  z  sa  valeur  primitive  -j-'->  on  aura  une  équation 
entre  oc  et  y  dont  l'intégrale  sera 

(*— #)2-t-[r— (?(p)]i=r2. 

C'est  la  même  équation  au  cercle  trouvée  (8). 
L'autre  équation 

-i  =  ¥(p) 

donne 

i 

moyennant  quoi  on  chassera  3  de  l'équation 

f  i  4-  z*)  z  dx 


dz 


—  P 


et  l'on  aura  une  équation  du  premier  ordre  entre  x  etp.  Au  lieu  de  chas- 
ser z,  il  est  plus  simple  de  chasser  p;  car,  ayant 

?(*)  =  -? 
on  aurait)  égal  à  une  fonction  donnée  de  z  que  nous  dénoterons  par  Z; 
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alors  on  aura  cette  équation  entre  zq\.x 

dx  =  - -f-  dz, 

(l  -1-  z2)z 

laquelle  est  intégrable  par  les  méthodes  connues;  pour  l'intégrer  il  n'y  a 
qu'à  la  multiplier  par  — >  et  l'on  aura  cette  intégrale 

a;  i/i  +  z!  C     Zdz 


Ç     Zû 

~Jz^/T 


On  aura  ainsi  x  en  z;  ensuite  on  chassera  z  au  moyen  de  l'équation 

X  —   P  l       s 

y-\ —£■  =  ©(/>), 

en  y  substituant  pour  p  sa  valeur  Z.  Cette  dernière  solution  répond, 
comme  on  voit,  à  celle  du  n°  9. 

12.  On  peut  encore  intégrer  la  même  équation  par  une  autre  méthode 
que  voici. 

Ayant  égalé  la  quantité  sous  le  signe  tp  à  une  nouvelle  variable  p,  .ce 
qui  donne 


ou  bien,  en  faisant   , 
dx 


dx  )    dy 
d2y-        dx      "' 
dx2 
dr 


(i-+-z')zdx 
X dz =* 

comme  dans  lé  n°  11,  j'intègre  cette  dernière  équation  en  y  regardant  p 
comme  une  constante.  Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  la  multiplier  par  —  - 

Z^l  +  Z* 

et  intégrant  on  aura 
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d'où  l'on  tire 

dy x  — p 


z  = 


dx  yV2 —  (X  — pf 

multipliant  par  dx  et  intégrant  de  nouveau,  on  aura 


y/r2—  [x—  p)'1, 


r  et  q  étant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Cette  expression  de  y  serait  la  véritable  si  la  quantité/?  était  effective- 
ment constante,  comme  nous  l'avons  supposée;  mais,  quelle  que  soit  la 
quantité/»,  comme  elle  est  indéterminée,  on  peut  toujours  supposer  que 
l'expression  précédente  de  y  ait  lieu,  en  y  regardant/?  comme  une  nou- 
velle variable;  on  y  peut  déplus  regarder  aussi  les  quantités  <?  et  /-comme 
variables,  et,  comme  elles  sont  indéterminées,  on  pourra  établir  entre 
elles  telles  relations  qu'on  voudra;  on  pourra  donc  aussi  faire  en  sorte 

que  les  valeurs  de  -f-  et  de  —^  soient  les  mêmes  que  si  les  trois  quan- 
tités/?, q,  nie  variaient  point;  et  cela  en  égalant  à  zéro  séparément  la 
partie  de  chacune  de  ces  valeurs  qui  résultera  des  variations  de  p,  q,  r;  ce 
qui  donnera  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre/?,  q,  r, 

xel  dp,  dq,  dr.  On  substituera  maintenant  les  valeurs  de  y,  -j-  et  ~J^  ou 

dz 
dey,  s,  -r-  exprimées  en  p,  q,  r,  x  dans  l'équation  proposée 


dx 

ti-i-z2)dx 

r+  —dz— 


r  (i-t-  z')zdxl 

r dz—\ 


et  l'on  aura  une  équation  finie  entre  />,  q,  retx,  au  moyen  de  laquelle 
on  pourra  chasser  une  des  variables  des  deux  équations  différentielles 
trouvées  auparavant.  En  voici  le  calcul. 

13.  Puisque 


T=  q  —  \Jr2—{x  —  pf, 

on  aura  d'abord,  en  faisant  varier/?,  q,  ret  en  égalant  la  variation  de  y 

à  zéro, 

rdr-h  (x  —  p ) dp 
dq r=£  =  o  ; 

v'r2—  (x—  p)2 
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alors  la  valeur  de  t-ouz  sera 

CIX 


yjr*—{x—p) 


comme  dans  le  cas  où  p,  q,  r  sont  constantes. 

Faisant  varier  de  nouveau/?,  r  dans  cette  expression  de  z,  et  égalant 
à  zéro  la  variation  résultante  de  s,  on  aura  l'équation 

r-dp  -+-  (x  —  p)rdr 

[r'—ix—pyy 

et  la  valeur  de  -r-  sera 
ax 


[r*-{x-pfY      ■ 

comme  dans  le  cas  de  p  et  r  constantes. 

Qu'on  substitue  maintenant  les  valeurs  précédentes  dey,  z,  y-  dans 
l'équation  proposée;  il  est  d'abord  visible  que  la  partie 

(t-i-  z2)zdx 

x dV~ 

redeviendra  égale  &  p,  comme  on  peut  aussi  s'en  assurer  par  les  substitu- 
tions; quant  à  l'autre  partie 

(  i  -+-  z'1  )  dx 

r+  — ar— • 

elle  deviendra  par  les  mêmes  substitutions  égale  à  q. 

De  sorte  que  l'on  aura  cette  équation  entre  les  seules  variables  p  et  q; 
savoir  q  =  y(p),  laquelle  servira  à  déterminer  q  enp.  Et  il  n'y  aura  plus 
qu'a  déterminer/)  et  renx,  au  moyen  des  deux  équations 

,         rdr  -+-  (x  —  pt  dp 
dq r      r  =  o, 

\Jr'  —  (  x  —  p  ? 

rdp  -+-  (  x  —  p)dr  =  o. 
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Si  l'on  substitue  dans  la  première  la  valeur  de  x  —  p  tirée  de  la  se- 
conde, elle  deviendra 


dq  —  sjdr2  —  dp*  =  o  ; 

d'où 

di  =  Jdp  -t-  dq2, 

el,  à  cause  de  dq  =  y\p)dp. 


dr—  dpsji  +  [<p'(^)]2; 

d'où  l'on  tirera  par  l'intégration  r  en  p.  Cette  même  valeur  de  dr  étant 
substituée  dans  la  seconde  équation  ci-dessus,  elle  deviendra 

[r-+-  {x—p)Ji+  [(?'(p)]*]dp  =  o, 

laquelle  donne,  ou  dp  =  o,  et  par  conséquent/)  égal  à  une  constante  ar- 
bitraire, auquel  cas  on  aura  immédiatement  l'équation  finie 


y-  =  q  —  y/r2  —  (x  —  p)2" 

où  y  =  f(p),  et  r  sera  une  autre  constante  arbitraire  (12).  Ou  bien  l'équa- 
tion précédente  donnera 


r-\-[x—p)\Ji  +  [cp'(/>)]2  =  o, 

d'où  l'on  tirera  p  en  x,  ou  x  en  p  à  cause  que  r  est  déjà  déterminé  en  p 
par  l'équation 

dr=  y/i  -+-  [y'(p)]2dp. 

On  aura  ainsi 

r 

x=p — , 

V1  -+•[¥'(/>)? 
et,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  j  ci-dessus,  on  aura 
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Il  est  visible  que  cette  dernière  solution  revient  au  même  que  celle  du 
n°  6;  aussi  est-elle  déduite  de  principes  analogues.  A  l'égard  de  l'autre 
solution  qui  donne  un  cercle  quelconque,  on  l'aurait  trouvée  également 
par  les  formules  du  numéro  cité,  si  l'on  y  avait  substitué  a'{p)dp  à  la 
place  de  dq;  car  l'équation 


i         df   , 


aurait  donné  sur-le-champ, 


dy 

dx 


qui  est  la  seule  dont  nous  ayons  fait  usage  dans  ce  numéro. 

Article  II.  ■ —   Sur  les  roulettes. 

\ .  J'appelle,  en  général,  roulette  toute  courbe  décrite  par  le  roulement 
ou  révolution  d'une  courbe  quelconque  donnée  autour  de  la  circonfé- 
rence d'une  autre  courbe  donnée,  comme  la  roulette  ou  cycloïde  ordinaire 
est  formée  par  la  révolution  d'un  cercle  sur  une  ligne  droite,  et  les  épi- 
cycloïdes  le  sont  par  la  révolution  d'un  cercle  sur  la  circonférence  d'un 
autre  cercle. 

Il  est  évident,  par  la  génération  de  ces  roulettes  :  i°  que  les  arcs  révo- 
lus en  même  temps,  soit  de  la  courbe  mobile,  soit  de  la  courbe  immobile, 
doivent  toujours  être  égaux;  i°  que,  si  du  point  décrivant  de  la  courbe 
mobile  on  mène  au  point  d'attouchement  des  deux  courbes  une  droite 
que  nous  appellerons  le  rayon,  ce  rayon  sera  nécessairement  perpendi- 
culaire à  la  roulette;  en  sorte  que,  si  l'on  décrit  un  cercle  avec  ce  même 
rayon,  ce  cercle  coïncidera  avec  l'arc  de  la  roulette  en  deux  points  infini- 
ment proches. 

2.  Cela  posé,  soient/?,  q  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  la  courbe  immobile, 
s  l'arc  correspondant  de  cette  courbe,  lequel  doit  être  égal  à  l'arc  révolu 
IV.  76 
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en  même  temps  de  la  courbe  mobile,  rie  rayon  de  la  courbe  mobile,  qui 
répond  à  cet  arc,  x  et  y  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  la  roulette  qui  en  ré- 
sulte. En  prenant  ces  mêmes  coordonnées  x  et  y  pour  celles  du  cercle 
décrit  du  rayon  r,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  pour  l'équation  de 

cercle 

(x—pY+  (y—  q)-=  r-. 

Or  ce  cercle  devant  coïncider  avec  la  roulette  dans  deux  points  infiniment 
proches,  il  faudra  que  tant  l'équation  précédente  que  sa  différentielle 
première  ait  lieu  par  rapport  à  la  courbe  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire. en  re- 
gardant les  coordonnées  x  et  y  comme  appartenant  à  cette  courbe. 
On  aura  de  cette  manière,  pour  la  roulette,  les  deux  équations 


Maintenant  la  courbe  immobile  étant  donnée,  on  aura,  par  l'équation 

de  cette  courbe,  l'ordonnée  q  et  l'arc  .v  donnés  par  l'abscisse/?.  De  plus, 

par  la  nature  de  la  courbe  mobile,  le  rayon  rsera  aussi  donné  par  l'arc 

révolu  de  la  même  courbe,  lequel  devant  être  égal  à  s,  on  aura  donc  aussi  r 

donné  en  p. 

Soit  donc 

q  =  y(p),     r=f{p), 

f  et/ dénotant  des  fonctions  données;  on  substituera  ces  valeurs  dans 
les  deux  équations  précédentes,  et  éliminant/),  on  aura  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  entre  x  et  y,  qui  sera  celle  de  la  roulette 
cherchée. 

3.  Cette  équation  étant  intégrée  admettra  donc  une  constante  arbi- 
traire; en  sorte  qu'il  sera  possible  de  faire  passer  la  roulette  par  un  point 
donné.  Cependant,  si  l'on  considère  la  génération  de  cette  courbe,  il  n'est 
pas  difficile  de  se  convaincre  que  tout  y  est  déterminé,  dès  que  les  deux 
courbes,  la  mobile  et  l'immobile,  sont  données,  et  que  le  point  décrivant 
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est  aussi  donné  dans  le  plan  de  la  courbe  mobile,  ainsi  que  notre  analyse 
le  suppose.  D'où  il  s'ensuit  que  l'équation  de  la  roulette  ne  saurait  ren- 
fermer aucune  constante  arbitraire,  et  que  la  courbe  elle-même  ne  sau- 
rait être  décrite  de  manière  qu'elle  passe  par  un  point  donné  à  volonté. 
Il  se  présente  donc  ici  une  difficulté  analogue  à  celle  que  nous  avons 
rencontrée  dans  le  Problème  des  développées,  et  qu'on  pourra  par  con- 
séquent résoudre  d'une  manière  semblable.  En  effet,  si  l'on  considère 
d'abord  les  quantités/?,  q,  r  comme  variables,  ainsi  qu'elles  le  sont  en 
effet,  il  est  clair  que  la  différentielle  de  l'équation 

(x  —  p)2+  [y—  q)-=  r2, 

prise  en  faisant  varier  seulement  ces  mêmes  quantités/?,  q,  r,  devra  avoir 
lieu  aussi,  puisque  la  différentielle  de  cette  même  équation,  en  faisant 
variera?  et  j,  a  déjà  lieu  d'elle-même  en  vertu  de  la  seconde  équation 

*-p  +  (r-q)%  =  °- 

Ainsi  l'on  aura  l'équation 

—  (x  —  p)dp  —  (y  —  q)dq  =  rdr, 

laquelle,  en  mettant  pour  dq  et  dr  leurs  valeurs  f'(p) dp  elf'(p)dp,  de- 
vient 

[x  —  p  -h  (y  —  q)  <f'{p)  ■+-  rf\p)]dp  =  o. 

Cette  équation  se  décompose,  comme  on  voit,  en  ces  deux-ci 

dp  =  o     et    x  —  p-h{y—  q)f'(p)  +  rf'(p)  =  o. 

La  première  dp  =  o  étant  intégrée  donne 

p  =  une  constante  arbitraire. 

Ainsi  q  =  cp(p)  et  r=f(p)  seront  aussi  constantes;  et  l'on  aura  sur-le- 
champ  pour  la  roulette  l'équation  finie 

[X  —  pY+  (y  —  qf=r\ 

76. 
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qui  n'exprime,  comme  on  voit,  qu'un  cercle  décrit  du  rayon  régal  à  la 
distance  du  point  décrivant  au  point  d'attouchement  des  deux  courbes. 
Cette  solution  satisfait,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  au  Problème  envi- 
sagé analytiquement,  et,  de  ce  qu'elle  renferme  une  constante  arbitraire, 
il  s'ensuit  qu'elle  a  toute  l'étendue  que  demande  l'équation  différentielle 
trouvée  plus  haut;  mais  il  est  visible  en  même  temps  qu'elle  ne  satisfait 
pas  à  la  question  envisagée  mécaniquement  et  sous  le  point  de  vue  où 
on  l'a  proposée. 

Ce  dernier  objet  se  trouve  rempli  par  l'autre  équation,  savoir 

x  —  p  ■+-  (y  —  q)  w'(p)  -+-  rf'(p)  =  o, 

laquelle,  en  éliminant/?  au  moyen  de  l'équation  finie 

(  x  —  p  Y  -+-  ( y  —  q  )2  =  r- 

\q  et  r  étant  égaux  à  <p(p)  etf(p)],  donnera  une  équation  finie  en  x  et  y 
dans  laquelle  il  n'y  aura  aucune  constante  arbitraire,  et  qui  sera  la  véri- 
table équation  de  la  roulette  décrite  par  la  révolution  d'une  courbe  don- 
née sur  une  autre  courbe  donnée. 

4.  En  combinant  les  deux  équations 

[x  —  pf+  [y  —  q)2—r2,     —  (x  —  p)dp  —  {y  —  q)  dq  =  rdr, 

on  en  tire  les  valeurs  de  x  et  y,  lesquelles,  en  mettant  ds'1  à  la  place  de 
sa  valeur  dp'^  +  dq-,  se  trouveront  exprimées  ainsi 


rdr  dp  -+-  rdq  J  ds1  —  dr7 
=  P 17T- 


y  =  q 


rdrdq  —  rdp  <Jds-  —  dr2 
ds2 


Pour  faire  usage  de  ces  formules,  il  sera  plus  simple  d'exprimer  les 
coordonnées/?  et  q  de  la  courbe  immobile,  ainsi  que  le  rayon  /•  de  la 
courbe  mobile,  par  l'arc  s  qui  est  commun  aux  deux  courbes.  On  trouvera 
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de  cette  manière  les  valeurs  de  x  et  y  exprimées  en  s,  d'où,  éliminant  s, 
on  aura  l'équation  de  la  roulette. 

5.  Pour  donner  quelques  exemples  de  l'application  des  formules  pré- 
cédentes, considérons  d'abord  le  cas  de  la  roulette  ou  cycloïde  ordinaire. 
Ici  la  courbe  immobile  n'est  autre  chose  que  l'axe  même  des  abscisses/?, 

en  sorte  qu'on  aura 

q  =  o,    p  =  s. 

Ensuite  la  courbe  mobile  est  un  cercle  dont  nous  ferons  le  rayon  égal 
à  a;  or,  en  prenant  le  point  décrivant  sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  il 
est  visible  que  r  sera  la  corde  de  l'arc  s,  en  sorte  qu'on  aura 


ia  sin — s      d'où      f/r  =  cos —  ds; 
i  a  ia 


substituant  ces  valeurs,  il  viendra 


y  =  2  a  sin2 —  = 

Si  le  point  décrivant  n'était  pas  sur  la  circonférence  du  cercle,  mais  à 
la  dislance  b  du  centre,  alors  il  est  facile  de  prouver  qu'on  aurait 


r"=  i  /  (  b  —  a  cos-  j  -+-«'sin2-, 

ou  bien 

r  =  t  /  b2  —  lab  cos  — \-  a2, 

d'où 


r  dr  =  b  sin  -  ds,      r- ds'  —  r' dr'2=  ia  —  b  cos  -  )  ds1  ; 
de  sorte  qu'après  les  substitutions  on  aura 

L       ■        S  1  S 

x  =  s  —  bs\n-->     j-=a  —  ftcos-- 
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Enfin,  si  dans  ce  dernier  cas  on  voulait  que  la  courbe  immobile  fût 
aussi  un  cercle  dont  le  rayon  =  h,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aurait  pour 
lors 

p  =  hli  —  coSyU     q  =  hsinji 

en  supposant  que  l'axe  des  abscisses  passe  par  le  centre  du  cercle  immo- 
bile. De  là  on  trouvera,  après  les  réductions, 

x  =  h  —  (  //  -t-  a)  cos  j  -t-  b  cos    Un —  )  s  U 


r  =  (A  +  «)8inJ-*.sifi[(i  +  ^.*]5 


d'où  l'on  voit  que  la  roulette  sera  géométrique  toutes  les  fois  que  h  sera 
à  a  comme  nombre  à  nombre. 

6.  Si  la  courbe  immobile  étant  quelconque,  la  courbe  mobile  devenait 
une  ligne  droite,  et  que  le  point  décrivant  fût  pris  dans  cette  même 
droite,  il  est  visible  qu'on  aurait  alors  r—  s,  ou  plus  généralement 
r  —  k^-s,  k  étant  une  constante  quelconque.  Les  formules  de  la  rou- 
lette (4;  deviendront  alors 

r  dp  r  dq 

lesquelles  sont,  comme  l'on  voit,  identiques  avec  celles  que  nous  avons 
trouvées  dans  le  n°  6  de  l'Article  I  pour  la  développante  de  la  courbe 
dont/»  et  q  sont  les  coordonnées.  Il  est  facile  de  concevoir  en  effet  que 
dans  ce  cas  la  roulette  ne  saurait  être  autre  cbose  que  la  développante  de 
la  courbe  immobile;  c'est  ce  que  d'autres  Géomètres  ont  déjà  remarqué. 

Article  III.  —  Des  différents  ordres  de  contact  des  courbes,  et 
de  la  manière  de  trouver  des  courbes  qui  aient  avec  une  infinité 
de  courbes  données  des  contacts  d  un  ordre  donné. 

1.  On  sait  que,  dans  le  point  d'attoucbement  de  deux  courbes,  il  y  a 
une  réunion  de  deux  points  d'intersection  des  mêmes  courbes;  on  sait 
de  plus  que,  dans  le  point  où  deux  courbes  se  touchent  en  sorte  qu'elles 
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aient  la  même  courbure,  il  y  a  une  réunion  de  trois  points  d'intersection; 
et  si  outre  cela  la  variation  de  la  courbure  est  encore  la  même,  alors  il 
y  aura  une  réunion  de  quatre  points  d'intersection;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  appellerons,  en  général,  contact  du  premier  ordre  tout  attouche- 
ment de  deux  courbes  où  il  y  a  réunion  de  deux  intersections,  contact  du 
second  ordre  tout  attouchement  dans  lequel  il  y  aura  réunion  de  trois 
points  d'intersection,  contact  du  troisième  ordre  celui  où  quatre  points 
d'intersection  seront  réunis;  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  l'attouchement  ordinaire  sera  un  contact  du  premier 
ordre,  l'oscillation  sera  un  contact  du  second  ordre,  etc. 

2.  Cela  posé,  soit  proposée  une  courbe  dont  l'équation  soit 

V  =  o, 

V  étant  une  fonction  donnée  des  coordonnées  x,  y  et  de  deux  constantes 
arbitraires/?  et  q;  et  qu'on  demande  les  valeurs  de  ces  arbitraires  pour 
que  la  courbe  proposée  ait  un  contact  du  premier  ordre  avec  une  autre 
courbe  quelconque.  Il  faudra  que,  dans  ce  contact,  non-seulement  les 
valeurs  de  x  ety,  mais  aussi  celles  de  dx  et  dy  soient  les  mêmes  pour  les 
deux  courbes;  donc  non-seulement  l'équation  V—  o,  mais  encore  sa  dif- 
férentielle rfV  =  o,  devra  avoir  lieu  par  rapport  à  la  nouvelle  courbe. 
Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  tirer  de  ces  deux  équations 

V  =  o,    d\  =  o 

les  valeurs  de p  et  q,  lesquelles  se  trouveront  exprimées  en  x,  y  et  -j-- 

Si  V  est  une  fonction  de  x,  y  et  de  trois  constantes  arbitraires  p,  q,  r, 
on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  p,  q,  r  en  sorte  que  la  courbe  pro- 
posée ait  un  contact  du  second  ordre  avec  une  autre  courbe  quelconque; 
car  la  nature  de  ce  contact  exigeant  que  non-seulement  x  ety,  mais  aussi 

d v        d^ y 

-4-  et  -j-^j  soient  les  mêmes  pour  les  deux  courbes,  il  n'y  aura  qu'à  sup- 
poser que  les  trois  équations 

V=o,     dV  =  o,     d2\  =  o 
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aient  lieu  en  même  temps  relativement  à  ces  deux  courbes,  et  l'on  tirera 

de  ces  équations  les  valeurs  de  p,  q,  r,  lesquelles  seront  exprimées  en  x, 

dy     .  d2y       .    .     .   , 
y,  -y-  et  j-v,  et  ainsi  de  suite. 
dx       dx2 

Nous  nommerons,  en  général,  courbe  touchante  la  courbe  proposée  par 
rapport  à  laquelle  les  quantités/»,  q,  r,...  sont  constantes;  et  nous  nom- 
merons ensuite  courbe  touchée  l'autre  courbe  par  rapport  à  laquelle  ces 
mêmes  quantités  sont  variables,  étant  des  fonctions  de  ses  coordonnées 

x,  y  et  de  leurs  différentielles  -f-,  -—--, — 
J  dx    dx1 

Enfin  nous  nommerons  ces  mêmes  quantités  p,  q,  r, . . .  éléments  du 
contact;  de  sorte  qu'un  contact  du  premier  ordre  n'aura  que  deux  élé- 
ments, un  contact  du  second  ordre  n'en  aura  que  trois,  etc. 

3.  Supposons  que  la  courbe  touchante  soit  un  cercle  quelconque,  dont 
l'équation  soit 

[x  —  p?  +  (y  —  qY  —  r1, 

p  et  q  étant  les  coordonnées  qui  déterminent  le  lieu  du  centre  et  /•  le 
rayon.  Si  l'on  veut  que  ce  cercle  ait  un  contact  du  second  ordre  avec  une 
courbe  quelconque,  c'est-à-dire  qu'il  en  devienne  le  cercle  osculateur,  il 
faudra  déterminer  les  trois  éléments  p,  q,  r  du  contact  au  moyen  des 
trois  équations  d 

V=o,     «?V  =  o,     û?2V  =  o, 


en  faisant 


X  =  J,  x  —  p  )2  -h  ( y  —  qY  —  r2 ; 


et  l'on  retrouvera  les  mêmes  expressions  de  ces  quantités  que  l'on  a  déjà 
trouvées  dans  l'Article  Ier  (1). 

Si  l'on  fait  tomber  le  centre  du  cercle  dans  l'axe  des  abscisses,  on  aura 
q  =  o,  et  l'équation 

( x — ■  p)2  -+- y2=  r2 

ne  renfermera  plus  que  deux  constantes/?  et  r.  Ce  cercle  ne  pourra  donc 
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plus  avoir  qu'un  contact  du  premier  ordre  avec  une  autre  courbe  quel- 
conque; et  il  est  clair  que  dans  ce  point  de  contact  le  rayon  r  deviendra 
la  normale  à  la  courbe  touchée,  et  que  la  quantité  p  sera  la  partie  de 
l'axe  interceptée  entre  l'origine  des  abscisses  et  le  concours  de  la  nor- 
male, partie  qu'on  nomme  quelquefois  la  resecte. 

On  déterminera  donc  ces  deux  éléments  p  et  r  au  moyen  des  deux 
équations  V  =  o  et  d\  =  o,  lesquelles  donneront 


Y  dy  y  Jdx2  -+-  dy~ 

p  =  x  -+-  z-^rz- ,      r  =  ^-i = J—  ■ 

'  ax  ax 

On  peut  supposer  aussi  que  le  centre  du  cercle  tombe  sur  la  circonfé- 
rence d'une  courbe  donnée;  alors  r,  deviendra  la  partie  de  la  normale  in- 
terceptée par  cette  courbe.  Dans  ce  cas  on  aura  une  équation  entre  p  et  q 
qui  sera  celle  de  la  courbe  donnée,  et  au  moyen  de  cette  équation  et  des 
deux  équations  V  =  o  et  a?V  =  o  on  déterminera  p,  q,  r.  On  en  a  un 
exemple  dans  le  n°  2  de  l'Article  II. 

L'équation  générale  de  l'ellipse  rapportée  au  foyer  est 

u  -\-  px  -+-  qy=  r, 


dans  laquelle  u  est  le  rayon  vecteur  égal  à  \jx-  -+-  j2 ,  r  est  le  demi-para- 
mètre du  grand  axe,  s/p*  -+-  q2  est  l'excentricité,  et  -  est  la  tangente  de 

l'angle  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  fait  avec  l'axe  des  abscisses  x  dont 
l'origine  est  dans  le  foyer,  et  qui  sont  supposées  positives  en  allant  vers 
l'apside  le  plus  proche. 

Si  donc  on  veut  que  cette  ellipse  ait  un  contact  du  second  ordre  avec- 
une  courbe  quelconque,  c'est-à-dire  qu'elle  devienne  osculatrice  de  cette 
courbe,  il  n'y  aura  qu'à  déterminer  les  éléments  p,  q,  r  au  moyen  des 
mêmes  équations 

V=o,     dW—o,     d2Y—o, 

mais  en  faisant 

V  =  u  -+-  px  ■+■  qy  —  r. 
IV.  77 
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On  trouvera  ainsi 

,  du  .  du 

dx  du  dx  dy 

.  dr  * ■     "  dx        7dr  dx 

d  -f-  d  -£- 

dx  dx 

,  du 
du  dx  /    dy  \ 

dx        .dy  \    dx      ^ / 
dx 

Si  la  position  du  foyer  de  l'ellipse  osculatrice  n'était  pas  donnée,  nom- 
mant m,  n  l'abscisse  et  l'ordonnée  qui  répondent  à  ce  foyer,  on  aura 
alors  pour  l'équation  générale  de  l'ellipse 

u  -+-  p{  x  —  m  )  -+-  q  (  y  —  n)  ==  r, 

dans  laquelle 

u  =  y/(x  —  mf  ■+■  {y —  n)-, 

la  signification  des  autres  quantités  p,  q,  r  demeurant  la  même  qu'aupa- 
ravant. 

Comme  cette  équation  renferme  cinq  constantes  arbitraires,  il  s'ensuit 
que  l'ellipse  dont  il  s'agit  pourra  avoir  un  contact  du  quatrième  ordre 
avec  une  autre  courbe  quelconque,  et  pour  cela  on  déterminera  les  cinq 
éléments  de  ce  contact  p,  q,  r,  m,  n  au  moyen  des  cinq  équations 

V  =  o,     d\=o,     </!V  =  o,     d3V=o,     d*V=o, 

en  faisant 

V  =  u  -+-  p  x  —  m  )  ■+■  q  (  y  —  n  )  —  /-. 

4.  Imaginons  maintenant  qu'il  y  ait  une  relation  donnée  entre  les  élé- 
ments du  contact/?,  q,  r',...,  et  qu'on  demande  la  courbe  touchée  dans 
laquelle  cette  relation  aura  lieu.  Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  substituer  dans 
l'équation  donnée  entre  p,  q,  r,...  les  valeurs  de  ces  quantités  exprimées 

en*,  y,  %>■■•  (2). 

On  aura  ainsi,  si  le  contact  est  du  premier  ordre,  une  équation  diffé-. 
rentielle  du  premier  ordre  entre  les  coordonnées  x  et  y  de  la  courbe 
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cherchée;  si  le  contact  est  du  second  ordre,  on  aura  une  équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  entre  les  mêmes  coordonnées;  et  ainsi  de  suite. 
Il  ne  s'agira  donc  plus  que  d'intégrer  ces  différentes  équations,  et  pour 
cela  je  remarquerai  d'abord  qu'on  peut  supposer  que  les  quantités  p,  q, 
/',...  soient  constantes;  car,  comme  l'équation  donnée  entre  ces  quantités 
est  supposée  ne  renfermer  que  ces  mêmes  quantités  sans  les  variables  x, 
y,  il  est  visible  que  cette  équation  pourra  toujours  subsister  dans  l'hypo- 
thèse que  les  quantités  dont  il  s'agit  soient  constantes;  et  l'effet  de  cette 
équation  consistera  alors  à  déterminer  une  de  ces  constantes  par  toutes 
les  autres,  lesquelles  demeureront  par  conséquent  arbitraires.  Ainsi  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  sera  égal  à  celui  des  éléments  du  con- 
tact moins  un,  et  par  conséquent  égal  à  l'exposant  de  l'ordre  de  ce  con- 
tact (2);  donc  ce  nombre  sera  aussi  égal  à  celui  de  l'exposant  de  l'ordre 
de  l'équation  différentielle  qu'il  s'agit  d'intégrer  (3). 

Cela  posé,  puisque  les  expressions  des  quantités  p,  q,  r, . . .  en  x,  y, 

-]-■>■■■    ont  été  déduites  de  l'équation  V  =  o  et  de  ses  différentielles 

dY=o,  ûPV=o,...,  en  y  regardant  ces  quantités  comme  constantes  (2), 
il  est  visible  que  la  même  équation  finie  V=o  satisfera,  dans  l'hypothèse 
présente,  à  l'équation  différentielle  proposée;  et  comme  parmi  les  con- 
stantes p,  q,  r, . . . ,  que  l'équation  V  =  6  renferme,  il  en  reste  toujours 
autant  d'arbitraires  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre  de  l'é- 
quation différentielle  dont  il  s'agit,  il  s'ensuit  que  cette  équation  V  =  o 
sera  l'intégrale  finie  et  complète  de  la  même  équation  différentielle.  Or 
l'équation  V  =  o  est  celle  de  la  courbe  touchante;  donc  l'intégrale  com- 
plète de  l'équation  différentielle  proposée  ne  donnera  jamais  autre  chose 
que  la  même  courbe  touchante  que  l'on  connaissait  déjà,  et  ne  donnera 
nullement  la  courbe  touchée  qu'il  s'agit  de  trouver.  Cependant  il  est  fa- 
cile de  se  convaincre  que  l'équation  différentielle  en  question  appartient 
également  à  la  courbe  touchée;  donc,  puisque  cette  courbe  n'est  pas  ren- 
fermée dans  l'intégrale  complète  de  la  même  équation,  il  faudra  néces- 
sairement qu'elle  le  soit  dans  une  intégrale  particulière.  C'est  ce  que 
nous  allons  examiner. 

77- 
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5.  Nous  commencerons  par  rappeler  ici  les  principes  de  la  Théorie 

des  intégrales  particulières  que  nous  avons  exposée  en  détail  dans  notre 

Mémoire  sur  cette  matière  [Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des 

Sciences  de  Berlin  pour  1774  (*)];  et  nous  les  présenterons  même  d'une 

manière  plus  simple  et  plus  générale  à  quelques  égards  que  nous  ne 

l'avons  fait  dans  ce  Mémoire. 

Soit 

Z  =  o 

une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque  n  entre  deux  ou  plu- 
sieurs variables;  et  soit 

V  =  o 

une  équation  différentielle  d'un  ordre  inférieur  m  entre  les  mêmes  varia- 
bles, laquelle  soit  une  intégrale  complète  de  l'équation  Z  =  o.  Par  la 
Théorie  connue  du  Calcul  intégral  on  sait  que  l'équation  V  =  o  doit  ren- 
fermer autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  diffé- 
rence n  —  m  des  exposants  des  ordres  des  deux  équations,  en  sorte  que 
si  m  =  o,  de  manière  que  l'intégrale  complète  V=o  soit  finie,  le  nombre 
des  constantes  arbitraires  doit  égaler  le  nombre  n  de  l'ordre  de  l'équation 
différentielle  Z  =  o.  On  sait  de  plus  que  l'équation  différentielle  Z  =  o 
ne  peut  être  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  toutes  ces 
constantes  arbitraires  au  moyen  de  l'équation  V=o  et  de  ses  différences 
d\r=o,  d*V—o, ...  jusqu'à  d"~'"V  =  o  inclusivement:  en  effet,  ces 
équations  étant  au  nombre  de  n  —  m  ■+•  1,  et  les  constantes  arbitraires 
n'étant  qu'au  nombre  de  n  —  m,  on  aura  par  l'élimination  de  ces 'con- 
stantes une  équation  finale  de  l'ordre  de  n  —  m,  laquelle  devra  être  iden- 
tique, ou  du  moins  équivalente  à  l'équation  Z  =  o. 

Or,  comme  l'élimination  dont  il  s'agit  est  indépendante  de  la  valeur 
particulière  des  constantes  arbitraires,  il  est  clair  qu'on  aura  toujours  le 
même  résultat,  soit  que  ces  quantités  arbitraires  soient  constantes  ou 
non,  pourvu  que  l'on  ait  les  mêmes  équations 

V=o,     dV  =  o,     rf2V  =  o,...,     d"-"\—o. 
(*)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  5. 


A    LA   THÉORIE  DES  INTÉGRALES  PARTICULIÈRES.       613 

D'où  il  s'ensuit  que  l'équation  V=o  satisfera  toujours  à Téqualion 
Z  =  o  d'un  ordre  supérieur,  même  en  supposant  que  les  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  la  fonction  V  deviennent  variables,  pourvu  que 
les  différences  de  cette  fonction  d\,  d-\ ,...,  jusqu'à  d"-mlV  restent  les 
mêmes  que  dans  le  cas  où  ces  arbitraires  seraient  constantes.  Or  c'est  ce 
qui  aura  lieu  si  l'on  fait  disparaître  dans  chacune  de  ces  différences  la 
partie  qui  viendrait  de  la  variation  des  arbitraires  supposées  variables. 

Désignons,  en  général,  par  la  caractéristique  §  la  différence  prise  en 
faisant  varier  uniquement  les  constantes  arbitraires  de  la  fonction  V,  et 
conservons  la  caractéristique  d  pour  représenter  les  différences  ordi- 
naires, relatives  aux  variables  de  la  même  fonction  V.  Il  est  clair  que, 
dans  l'hypothèse  où  les  constantes  arbitraires  deviendront  variables,  la 
différence  totale  de  l'équation  V  =  o  sera 

dV-hàV=o; 

donc,  pour  que  l'on  ait 

dV  =  o, 

il  faudra  que  l'on  ait  en  même  temps 

av  =  o. 

Par  la  même  raison  la  différence  totale  de  l'équation  d\  =  o  sera 

d'^Y-+SdV  —  o; 

donc,  pour  que  l'on  ait 

d*V=o, 

il  faudra  que  Ton  ait  en  même  temps 

oa?V=o. 

On  continuera  ce  raisonnement  pour  les  différences  des  ordres  suivants, 
et  l'on  trouvera  de  la  même  manière 

or/-V  =  o,     od3Y=zo,.  .  . 

jusqu'à 

dd'-"-'V—o 

inclusivement. 


614     SUR  DIFFÉRENTES  QUESTIONS  D'ANALYSE  RELATIVES 

Or  par  la  Théorie  connue  des  variations  on  sait  que  dd\  est  la  même 
chose  que  diïY,  que  5«PV.est  la  même  chose  que  d2è\;  et  ainsi  des 
autres. 

Donc  les  équations  de  condition  pour  que  l'équation  V=  o  satisfasse 
à  l'équation  Z  =  o  d'un  ordre  supérieur  de  n  —  m  unités,  en  y  supposant 
variables  les  n  —  m  constantes  arbitraires,  seront 

3V  =  o,     dèV—o,     rf3ÔV=o,...,     d"-'->d\  =  o, 

dont  le  nombre  est,  comme  on  voit,  égal  à  n  —  m,  et  par  conséquent  égal 

à  celui  de  ces  mêmes  quantités. 

Il  n'y  aura  donc  qu'à  déterminer  les  valeurs  de  ces  quantités  au  moyen 

des  équations  de  condition  dont  il  s'agit,  et  à  les  substituer  ensuite  dans 

l'équation  V  =  o;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer 

les  mêmes  quantités,  au  moyen  de  cette  équation  V=o  et  des  équations 

de  condition 

ÔV  =  o,     d§V  =  o,...,     d*-"->èV=o; 

l'équation  résultante  satisfera  également  à  l'équation  différentielle  pro- 
posée Z  =  o,  et,  comme  elle  sera  toujours  d'un  ordre  moins  élevé  d'une 
unité  que  cette  dernière  équation,  elle  en  sera  l'intégrale  particulière. 

6.  Pour  éclaircir  davantage  cette  Théorie,  soient  x,  y,  :,...  les  diffé- 
rentes variables  qui  avec  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  m  entrent  dans 
l'intégrale  complète  V=o,  et  soient/*,  q,  /,...  les  constantes  arbitraires 
au  nombre  de  n  —  m  que  cette  intégrale  renferme.  En  différentiant  la 
fonction  Vdans  la  supposition  que  les  quantités/»,  q,  r, ...  varient  seules, 

on  aura 

ÔV=  P  dp  -h  Q  dg  -+-  R  dr-+- ...  ; 

ensuite,  faisant  varier  seulement  les  quantités  x,  y,  s, on  aura 

dÔV  =dP  dp  -h  dQ  dg  +  dR  dr  -*-..., 
d2ôy=d2Pdp-hâ,iQdq  4-  d*Rdr  +  . ... 
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Ainsi  les  n —  m  équations  de  condition  seront 

Vdp  -+-  Qdq  ■+-  Rdr-h  . .  .  =  o, 

f/P  dp  -h  dQ  dq  -+-  dl\  dr  ■+- . . .  =  o, 

d-P  dp  -t-  d2Q  dq  -+-  d2R  d r  -t- . . .  =  o-, 

jusqu'à 

dn~m-  <Pdp-+-  d"~m-'  Q  dq  -+-  d"-"-'  R  dr  ■+...=  o  ; 

où  l'on  remarquera  que  les  quantités  P,  Q,  R,...,  et  leurs  différences 
jusqu'à  l'ordre  n  —  m—  r,  ne  renferment  que  les  quantités  finies/»,  q, 
r,...  et  les  variables  x,  y,  z,...  avec  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre 
m  -+-  n  —  m  —  i ,  ou  n  —  i .  Or  comme  ces  différentes  équations  ne  ren- 
ferment aucun  terme  qui  ne  soit  multiplié  par  dp,  ou  dq,  ou,  etc.,  il  est 

visible  qu'en  éliminant  ces  différences  dp,  dq,  dr dont  le  nombre  est 

le  même  que  celui  des  équations,  on  aura  une  équation  finale  qui  sera 
divisible  par  la  dernière  de  ces  inconnues,  et  qui  ne  renfermera  plus  que 
les  quantités  finies/?,  q,  r,...  et  les  variables  ce,  y,  z,...  avec  leurs  diffé- 
rences jusqu'à  l'ordre  n  —  i . 

Que  l'on  combine  donc  cette  équation  avec  l'équation  V  =  o  et  avec 
ses  différentielles  d\  —  o,  </2V  =  o,...  jusqu'à  dn~m~i  V  =  o,  lesquelles 
ne  renferment  aussi  que  les  mêmes  quantités  finies/?,  q,  r,...  et  les  va- 
riables x,  y,  z,...  avec  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  n —  i;  on  aura 
de  cette  manière  n  —  m-\-  i  équations,  au  moyen  desquelles  on  pourra 
éliminer  les  n  —  m  inconnues/?,  q,  r,...;  et  l'on  obtiendra  une  équation 
finale  entre  les  variables  x,  y,  s  et  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  n  —  i, 
laquelle  sera  par  conséquent  d'un  ordre  moins  élevé  d'une  unité  que 
l'équation  Z  =  o,  qu'on  suppose  de  l'ordre  n.  Ce  sera  donc  l'intégrale 
particulière  de  l'équation  proposée  Z  =  o. 

7.  Qu'on  applique  maintenant  cette  méthode  au  Problème  du  n°  4,  et 
qu'on  cherche  l'intégrale  particulière  de  l'équation  proposée,  au  moyen 
de  son  intégrale  complète  V  =  o,  en  y  faisant  varier  les  constantes  arbi- 
traires/?, q,  r,...,  on  verra  aisément  que  cette  intégrale  particulière  re- 
présentera précisément  la  courbe  touchée,  puisqu'il  est  évident  que  dans 
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cette  courbe  les  éléments  du  contact  p,  q,  r,..'.  doivent  être  en  effet  va- 
riables; et  c'est  la  raison  qui  empêche  que  cette  courbe,  quoique  conte- 
nue dans  la  même  équation  différentielle,  ne  puisse  être  renfermée  dans 
l'intégrale  complète  de  cette  équation  dans  laquelle  les  quantités  p,  q, 
r,...  sont  constantes. 

Les  Problèmes  que  nous  avons  résolus  dans  les  Articles  I  et  II  peuvent 
servir  d'exemples  au  Problème  général  que  nous  traitons  ici,  et  pour  peu 
qu'on  examine  la  manière  dont  nous  avons  intégré  les  équations  diffé- 
rentielles des  courbes  développantes  et  des  roulettes  en  regardant  comme 

variables  les  éléments  du  contact/?,  q,  r on  s'apercevra  aisément  que 

nous  n'avons  fait  autre  chose  que  chercher  l'intégrale  particulière  de 
cette  équation  suivant  les  principes  établis  plus  haut. 

8.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  il  s'ensuit,  en  général,  que 
l'intégrale  particulière  d'une  équation  différentielle  quelconque  entre 
deux  variables  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la  courbe  touchée  par 
toutes  les  courbes  qui  peuvent  être  représentées  par  les  différentes  inté- 
grales complètes  de  la  même  équation  différentielle,  en  faisant  varier 
dans  ces  intégrales  les  constantes  arbitraires  qu'elles  renferment;  de  ma- 
nière que  le  contact  sera  toujours  du  même  ordre  que  celui  de  l'équation 
différentielle  proposée. 

9.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  courbes  touchantes  étaient 
connues  et  qu'on  cherchait  les  courbes  touchées;  mais,  si  ces  dernières 
étaient  données  et  qu'on  cherchât  les  premières,  le  Problème  serait  l'in- 
verse du  précédent  et  serait  même  en  quelque  sorte  indéterminé.  Pour 
en  donner  une  solution  aussi  générale  qu'il  est  possible,  soit  T  =  o  l'é- 
quation de  la  courbe  touchée  que  nous  supposerons  d'abord  finie,  en 
sorte  que  T  soit  une  fonction  des  deux  coordonnées  x  et  y.  On  prendra 
pour  les  courbes  touchantes  une  équation  quelconque  V  =  o,  entre  les 
mêmes  coordonnées  x  et  j,  et  dans  laquelle  il  entre  deux  constantes  ar- 
bitraires/? et  q,  si  le  contact  ne  doit  être  que  du  premier  ordre,  ou  trois 
constantes  arbitraires/?,  q,  r,  si  le  contact  doit  être  du  second  ordre;  et 
ainsi  de  suite. 
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Dans  le  premier  cas  on  combinera  les  deux  équations 
T  =  o,    V  =  o 

avec  leurs  différentielles 

c/T  =  o,     dV  =  o, 

et  chassant  x,  y  et  -j-i  il  viendra  une  équation  entre  p  et  q,  qui  servira 

à  déterminer  l'une  de  ces  constantes  par  l'autre. 

Dans  le  second  cas  on  combinera  les  mêmes  équations 

T  =  o,     V  =  o 

avec  leurs  différentielles  premières 

</T  =  o,    dV—o, . 
et  avec  leurs  différentielles  secondes 

d'T  =  o,    d*V  =  o, 

en  éliminant  par  leur  moyen  les  quantités  x,  y,  -j--,  -j^'-  il  en  résultera 

deux  équations  entre  les  trois  constantes/),  q,  r,  au  moyen  desquelles  on 
déterminera  deux  de  ces  constantes  par  la  troisième;  et  ainsi  de  suite. 

Il  restera  donc  toujours  une  constante  arbitraire  dans  l'équation  V=o 
de  la  courbe  touchante;  et,  en  donnant  à  cette  constante  arbitraire  toutes 
les  valeurs  possibles,  on  aura  la  suite  de  toutes  les  courbes  qui  touche- 
ront la  courbe  donnée  dont  l'équation  est  T-=  o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  T=  o  de  la  courbe  touchée  soit 
différentielle  du  premier  ordre;  on  ne  pourra  considérer  alors  que  les 
contacts  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs.  On  prendra  donc  pour 
la  courbe  touchante  une  équation  finie  quelconque  V=  o,  dans  laquelle 
il  y  ait  trois  constantes  indéterminées  p,  q,  r  pour  les  contacts  du  second 
ordre,  quatre  constantes  arbitraires  pour  les  contacts  du  troisième  ordre; 
et  ainsi  de  suite. 

Dans  le  premier  cas  on  combinera  les  deux  équations 

T  =  o,     dT  =  o 
IV.  78 
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avec  ces  trois 

V=o,     rfV=o,     d2Y=o, 

en  éliminant  par  leur  moyen  les  quatre  quantités  x,  y,  -^—>  -y-\  il  restera 

une  équation  entre  p,  q,  r  par  laquelle  on  déterminera,  par  exemple, 
r  en  p  et  q. 

Dans  le  second  cas  on  combinera  les  trois  équations 

T  =  o,     d'Y  =  o,     f/2T  =  o, 

avec  ces  quatre-ci 

V=o,     dW=o,     «?!V=o,     a"V=o, 

en  éliminant  les  cinq  quantités  x,y,  -f->  -J^i  -j^;  il  viendra  deux  équa- 
tions entre  les  quatre  constantes  arbitraires,  par  lesquelleson  déterminera 
deux  de  ces  constantes  en  fonction  des  deux  autres;  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  il  restera  toujours  deux  constantes  arbitraires  dans 
l'équation  de  la  courbe  touchante  V  =  o,  et,  en  donnant  toutes  les  va- 
leurs possibles  à  ces  constantes,  on  aura  toute  la  famille  des  courbes  qui 
toucheront  la  courbe  donnée  par  l'équation  T=  o. 

On  traitera  d'une  manière  analogue  les  cas  où  l'équation  de  la  courbe 
touchée  sera  différentielle  du  second  ordre  ou  des  ordres  suivants. 

10.  On  peut  par  les  mêmes  principes  résoudre  cette  question  analy- 
tique :  Trouver  toutes  les  équations  différentielles  qui  ont  pour  intégrale 
particulière  une  équation  donnée.  Il  est  visible  en  effet,  par  ce  que  nous 
avons  démontré  plus  haut,  que  cette  question  revient  à  celle-ci  :  Trouver 
l'équation  différentielle  de  toutes  les  courbes  touchantes  lorsque  la  courbe 
touchée  est  donnée. 

Or  nous  avons  donné  la  manière  de  trouver  l'équation  finie  qui  ren- 
ferme toutes  les  courbes  touchantes,  à  l'aide  d'une  ou  de  plusieurs  con- 
stantes arbitraires;  il  n'y  aura  donc  autre  chose  à  faire  qu'à  éliminer  ces 
constantes  au  moyen  de  la  différentiation,  et  l'équation  différentielle  qui 
en  résultera  satisfera  a  la  question. 
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Article   IV.  —   Sur  les  surfaces  composées  de  lignes 
d'une  nature  donnée  (*). 

1 .  Soit  proposé  de  trouver  l'équation  des  surfaces  composées  de  lignes 
droites;  il  n'y  aura  qu'à  chercher  celle  des  surfaces  formées  par  l'inter- 
section d'une  infinité  de  plans  dont  la  position  varie  suivant  une  loi  quel- 
conque. 

Or  l'équation  générale  d'un  plan  est 

z  =.aoc  ■+-  by  -+-  c, 

a,  b,  c  étant  des  constantes  dépendantes  de  la  position  du  plan.  Qu'on 
suppose  donc  b  et  c  des  fonctions  quelconques  de  a  et  qu'on  fasse  ensuite 
varier  a  seul  dans  cette  équation,  on  aura 

db       dc__ 
'  da       da 

et,  éliminant  a  au  moyen  de  ces  deux  équations,  la  résultante  sera  l'é- 
quation cherchée. 

2.  Cette  équation  sera  donc  la  même  que  nous  avons  trouvée  dans  le 
n°  49  du  Mémoire  Sur  les  intégrales  particulières  des  équations  différen- 
tielles ("*),  pour  l'intégrale  de  l'équation  aux  différences  partielles 

_      dz  dz  I  dz      dz 

dx       '    dy      •*  \c/.r'    dy 

ainsi  cette  dernière  équation  appartiendra  aussi  aux  surfaces  dont  il  s'agit, 
en  supposant  que  /dénote  une  fonction  quelconque.  Or  cette  équation 
admet  de  plus  une  intégrale  particulière  qu'on  peut  trouver  par  la  diffé- 

(  *  )  Il  n'est  question,  dans  cet  Article,  que  de  la  génération  des  surfaces  par  des  lignes  d'une 
nature  donnée,  assujetties  à  la  condition  d'être  tangentes  à  une  même  courbe.  C'est  en  se  pla- 
çant ainsi  exclusivement  au  point  de  vue  des  surfaces  enveloppes,  que  Lagrange  regarde  comme 
nécessaire,  dans  le  n°  3,  la  rencontre  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  d'une  surface 
réglée.  (Note  de  l'Éditeur.) 

(  **  )  OE livres  de  Lagrange ,  t.  IV,  p.  7.5. 

,8. 
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rentiation,  suivant  la  méthode  générale  du  n°  46  du  Mémoire  cité;  mais 
cette  intégrale  particulière  ne  donnera  point  les  surfaces  demandées,  et 
ne  représentera  que  les  surfaces  formées  par  l'intersection  de  celles-ci, 
comme  on  peut  le  conclure  de  la  Théorie  que  nous  avons  donnée  de  ces 
sortes  d'intégrales. 

3.  On  peut  parvenir  encore  d'une  manière  plus  directe  à  la  solution 
du  Problème  proposé,  par  la  simple  considération  des  lignes  dont  la  sur- 
face cherchée  doit  être  composée.  On  sait  qu'une  ligne  droite  est  repré- 
sentée, en  général,  par  deux  équations  de  cette  forme 

z  =  a-hbx,     y=c-\-ex, 

a,  b,  c,  e  étant  des  constantes  arbitraires  qui  dépendent  de  la  position 
de  la  ligne  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées  x,  y,  z.  Faisant  donc 
varier  infiniment  peu  ces  constantes,  on  aura  les  équations  d'une  autre 
ligne  droite  infiniment  proche  de  celle-là,  et  pour  que  ces  deux  droites 
soient  sur  une  même  surface,  il  est  clair  qu'elles  doivent  nécessairement 
se  couper  dans  un  point  quelconque,  à  moins  qu'elles  ne  soient  paral- 
lèles, auquel  cas  le  point  d'intersection  est  censé  éloigné  à  l'infini. 
D'où  il  s'ensuit  que,  pour  que  les  équations 

z  =  a  -t-  bx,     y  =  c  +  ex 

puissent  appartenir  aussi  à  la  surface  cherchée,  il  faudra  que  les  quan- 
tités a,  b,  c,  e  soient  telles  que  les  différentielles  de  ces  équations,  en 
faisant  varier  seulement  ces  quantités,  puissent  avoir  lieu  en  même  temps 
que  les  équations  dont  il  s'agit.  Or  ces  différentielles  sont 

da  -+-  x  db  =  o,     de  -t-  x  de  =  o  ; 

d'où,  en  chassant  x,  on  aura  l'équation  de  condition 

db        de 
da        de 

Par  cette  équation  on  déterminera,  par  exemple,  e  en  a,  en  supposant  b 
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et  c  des  fonctions  quelconques  de  a;  ensuite  il  n'y  aura  plus  qu'à  chas- 
ser a  des  deux  équations 

z  =  a  ■+■  bx,     r=c-\-ex, 

et  la  résultante  sera  l'équation  de  la  surface  cherchée,  laquelle  contien- 
dra deux  fonctions  arbitraires  comme  celle  du  n°  1 . 


da 


de 

—  a, 

db 
de 

=  «; 

c  = 

da. 

e  = 

dy 

da 

4.  Si  l'on  fait 


on  aura  aussi 


si  l'on  suppose  de  plus 


j3  et  y  étant  des  fonctions  quelconques  de  a,  on  aura 

da  =  a  d  -~ ,      db  =  a  d  -~  > 
(la  (la 

et,  intégrant, 

d?       .        ,  rfy 

a  =  a-7i p,      b  =  a-~- — y. 

Ainsi  l'on  aura  la  surface  cherchée  en  éliminant  a.  des  deux  équations 


ou  bien 


>£-?)*'      ^fa  +  Ta*' 


n  da  d& 

a  —  yx  +  acr,     x  —  -=—  y  -\ — -1- 

dy         dy 


Or  ces  dernières  équations  sont  de  la  même  forme  que  celles  qu'on  a 
trouvées  dans  le  n°  1;  ainsi  les  deux  solutions  sont  d'accord. 

Le  résultat  de  la  seconde  solution  est  conforme  à  celui  que  M.  Euler  a 
trouvé  par  des  considérations  géométriques  dans  le  tome  XVI  des  Nou- 
veaux Commentaires  de  Pétersbourg,  page  32,  ce  qui  peut  servir  à  con- 
firmer la  bonté  de  notre  méthode. 
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5.  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  deux  équations 

da  4-  x  db  =  o,     de  -t-  x  de  =  o, 

d'où  l'on  a  déduit  la  condition  -j-  =  -j-,  donnent  de  plus  une  valeur  de 

da       de  r 

da 

cette  valeur  servira  à  déterminer  le  lieu  de  tous  les  points  d'intersection 
des  lignes  droites  sur  la  surface;  et  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  combiner 

l'équation 

da 
X  =  ~db 
avec  une  des  deux  équations 

z  =  a-{-bx,     y=c-\-ex, 

en  éliminant  a;  la  résultante  sera  celle  de  la  projection  de  la  courbe  qui 
sera  le  lieu  de  tous  les  points  dont  il  s'agit. 

6.  Il  est  facile  maintenant  de  généraliser  cette  Théorie,  et  de  l'appli- 
quer à  la  recherche  des  surfaces  composées  de  lignes  quelconques  d'une 
nature  donnée. 

Soient 

P  =  o,     Q  =  o 

les  deux  équations  qui  expriment  la  nature  des  lignes  dont  la  surface  cher- 
chée doit  être  composée,  P  et  Q  étant  des  fonctions  données  des  coor- 
données x, y,  z  et  des  constantes  a,  b,  c,...  qui  déterminent  la  position 
et  l'espèce  des  lignes  dont  il  s'agit.  On  fera  varier  ces  constantes  dans  les 

deux  équations 

P  =  o,     Q  =  o, 

ce  qui  donnera  ces  deux-ci 

dV    ,        c/P   ,,       dP    , 

—r-  da  -\ jt  db  H r-  de  -t-  .  .  .  =  o, 

da  db  de 

f/Q    .         dQ    „       dQ    . 

-r^  da  H rr  db  H r1  de  -K  .  .  =  o. 

da  db  ■  de 

On  éliminera  au  moyen  de  ces  quatre  équations  les  trois  coordonnées  x, 
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y,  z;  il  restera  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  a,  b, 
c,...,  laquelle  sera  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  ces 
quantités.  S'il  n'y  a  que  deux  quantités  a  et  b,  cette  équation  servira  à 
déterminer  a  en  b.  S'il  y  a  trois  quantités  a,  b,  c,  on  supposera 

c  =  co(b), 

et  l'on  déterminera  de  même  a  en  b.  S'il  y  a  quatre  quantités  a,  b,  c,  e, 

on  fera 

e  =  cp  i  6  ,     e  =  <\i[b), 

et  l'on  déterminera  a  en  è;  et  ainsi  de  suite.  On  substituera  maintenant 
ces  expressions  de  a,  c,  e,...  en  b  clans  les  deux  équations  P  =  o,  Q  =  o, 
et,  éliminant  l'indéterminée  b,  on  aura  une  équation  en  ce,  y,  z  qui  sera 
celle  de  la  surface  cherchée,  et  dans  laquelle  les  fonctions  désignées  par 
les  caractéristiques  y,  d/,...  demeureront  arbitraires. 

Si  l'on  fait  les  mêmes  substitutions  dans  les  deux  équations. 

dP   ,        dP  ,,  dQ    ,        dQ    ,. 

-r-  da  H — tt  do  -+-...=  o,      — ~  da  -\ — fr-  do  ■+- .  .  .  =  o, 

da  do  da  do 

et  qu'on  élimine  ensuite  b,  on  aura  une  autre  équation  en  x,  y,  z,  la- 
quelle étant  combinée  avec  la  précédente  servira  à  déterminer  le  lieu  de 
tous  les  points  d'intersection  des  lignes  représentées  par  les  équations 
données  P  =  o,  Q  =  o. 

7.  Au  reste  parmi  les  différentes  constantes  qui  peuvent  entrer  dans 
les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  il  est  clair  qu'il  ne  faudra  prendre  pour  va- 
riables que  celles  qui  par  leur  variation  doivent  donner  les  différentes 
lignes  dont  on  veut  que  la  surface  soit  composée. 

Ainsi,  par  exemple,  si  la  surface  ne  devait  être  composée  que  des 
mêmes  lignes  mais  situées  différemment,  il  ne  faudrait  prendre  pour  va- 
riables que  les  constantes  qui  déterminent  la  position  de  la  ligne,  et  n'a- 
voir aucun  égard  à  celles  qui  déterminent  la  forme  et  l'espèce  de  cette 
ligne;  et  ainsi  du  reste. 

On  pourrait  pousser  cette  Théorie  plus  loin,  mais  je  me  contente  d'en 
avoir  ici  exposé  les  principes. 
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Article  V.  —  Sur  V intégration  des  équations  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre. 

1.  Je  me  propose  ici  de  généraliser  la  méthode  que  j'ai  donnée  clans 
le  n°  52  du  Mémoire  Sur  les  intégrales  particulières  des  équations  diffé- 
rentielles Mémoires  de  1774»  page  253  (*)]  pour  intégrer  les  équations 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre  dans  lesquelles  ces  diffé- 
rences ne  paraissent  que  sous  la  forme  linéaire. 

Soit  l'équation 

dz  dz  dz 

dx  dr  al 

dans  laquelle  P,  Q,...,  Z  soient  des  fonctions  quelconques  données  des 

variables  oc,  y,  t s,  et  où  s  soit  une  fonction  inconnue  de  x,  y,  t, 

Pour  intégrer  cette  équation,  c'est-à-dire  pour  trouver  une  équation 
finie  entre  oc, y,  s,  / je  forme  ces  équations  particulières 


dr- 

-Vdx  = 

-  0, 

dt  - 

—  Qdx  = 

=  0, 

dz- 

-Zdx  = 

=  0, 

dont  le  nombre  sera,  comme  on  voit,  égal  à  celui  de  toutes  les  variables 
moins  une. 

Ces  équations  sont  des  équations  ordinaires  du  premier  ordre  entre  les 
variables  x,  y,  t, z,  et  peuvent  par  conséquent  s'intégrer  par  les  mé- 
thodes connues.  Qu'on  les  intègre  donc,  en  ajoutant  dans  chaque  inté- 
gration une  constante  arbitraire;  on  aura,  en  nommant  «',  j3,  7,. ..  ces 
constantes,  autant  d'équations  finies  entre  x, y,  t,...,  z  et  a,  /3,  7,...  qu'il 
y  aura  de  ces  constantes  arbitraires  a,  jS,  7,...;  en  sorte  qu'on  pourra  dé- 
terminer la  valeur  de  chacune  de  ces  constantes  en  fonction  connue  de  x, 

(*)  OEiwres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  82. 
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y,  (,...,  z.  Ces  valeurs  étant  ainsi  trouvées,  il  n'y  aura  qu'à  les  substituer 

dans  l'équation 

«  =  <p(|3,  y,...), 

la  caractéristique  <p  dénotant  une  fonction  arbitraire  et  indéterminée,  et 
l'on  aura  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  proposée;  laquelle  intégrale 
sera  complète,  puisqu'elle  contient  une  fonction  arbitraire. 

2.  Par  cette  méthode  on  peut  donc  intégrer,  en  général,  toute  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  premier  ordre  dans  laquelle  ces  diffé- 
rences ne  paraissent  que  sous  la  forme  linéaire,  quel  que  soit  d'ailleurs 
le  nombre  des  variables;  du  moins  l'intégration  de  ces  sortes  d'équations 
est  ramenée  à  celle  de  quelques  équations  aux  différences  ordinaires; 
mais  on  sait  que  l'art  du  Calcul  intégral  aux  différences  partielles  ne 
consiste  qu'à  ramener  ce  Calcul  à  celui  des  différences  ordinaires,  et 
qu'on  regarde  une  équation  aux  différences  partielles  comme  intégrée 
lorsque  son  intégrale  ne  dépend  plus  que  de  celle  d'une  ou  de  plusieurs 
équations  différentielles  ordinaires. 

Quant  à  la  démonstration  de  la  méthode  précédente,  on  peut  la  dé- 
duire des  mêmes  principes  du  numéro  cité,  et  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas;  mais,  pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  la  bonté  de  cette  méthode, 
nous  allons  faire  voir  synthétiquement  la  justesse  du  résultat  qu'elle 
donne. 

3.  Ne  considérons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'équation  entre  trois 
variables 

—  +P  —  =  Z- 

dx  dy         ' 

on  aura  à  intégrer  ces  deux  équations  entre  oc, y,  z 
dy  —  P  dx  =  o,     dz  —  Z  dx  =  o, 

dont  les  intégrales  contiendront  deux  constantes  arbitraires  a,  |3;  regar- 
dant donc  v.  et  /5  comme  des  fonctions  de  oc,  y,  z  données  par  ces  deux 
IV.       _  79 
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équations,  on  aura,  pour  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  celle-ci 

«  =  <p(P), 

(d  dénotant  une  fonction  arbitraire. 

Pour  s'assurer  maintenant  si  cette  équation  a  =  œ(|3j  est  en  effet  l'in- 
tégrale de  la  proposée,  il  n'y  a  qu'à  faire  disparaître  la  fonction  arbi- 
traire au  moyen  de  deux  différentiations  partielles.  On  aura  ainsi,  en  fai- 
sant varier  successivement  x  et  y, 

da         ....  d&       da         ....  d& 

.dï=e?w£>  w=(?ww' 

d'où,  en  éliminant  'f'(jS),  on  tire 

da  d$        dadfi_ 
dx  dp       dy  dx 

Or,  <x  et  |3  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z,  on  aura  en  différentiant 

doc  =  Kdx  -+-  Bdy  +  Cdz,     e/(3  =  Edx  +  Fdy  -t-  Gdz, 

d'où,  en  regardant  z  comme  fonction  de  x  et  y,  on  tire 

da dz       da       R       r  dz 

dx  dx       dy  dy 

d&       „       _,  dz        dS       r      n  dz 
dx  dx       dy  dy 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  aura 

(4-câ)(F-Kl)-.(B*cl)(E  '*«=)=- 

laquelle  se  réduit  à 

(AF  — BE)  +  (CF-  BG)  ~  +(AG—QE)~=o. 
•  dx  dy 

Je  considère  maintenant  que,  puisque  a  et  fi  sont  les,  constantes  arbi- 
traires des  intégrales  des  deux  équations 

dy  —  P  dx  :     o,     dz  —  Zdx  =  o, 
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il  faut  que  ces  équations  soient  identiques  avec  celles  qui  résultent  de 
la  supposition  de 

dcx=o,      f/(3  =  o, 

c'est-à-dire  avec  celles-ci 

kdx  -4-  Bdy  +  Cdz  =  o,     Edx  -t-  ¥  dy  -t-  Gdz  =  o; 

donc  il  faudra  qu'en  substituant  dans  ces  dernières  les  valeurs  de  dy  et 
de  dz  tirées  des  premières,  savoir  Vdx  et  Zdsc,  on  ait  des  équations  iden- 
tiques, lesquelles  seront,  en  divisant  par  dx, 

A-f-BP-rCZ  =  o,     E  +  FP +GZ  =  o; 

ces  équations  donnent 

A  =  — BP-CZ,     E  =  — FP  — GZ, 

donc 

AF  -  BE  =  -  (CF  -  BG)Z,     AG  -  CE  =  -o(BG  -  CF)P; 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  ci-dessus,  elle  devient,  en 
divisant  par  CF  —  BG  qui  en  multiplie  tous  les  termes, 

„       dz       n  dz 
—  Z  +  ^i-  +  P-r=o, 

dx  dy 

qui  est  l'équation  proposée. 

4.  Pour  donner  un  exemple  de  la  métbode  précédente,  soit  proposée 
l'équation  entre  quatre  variables 

dz  dz       ,  ,  dz 

(r  ~ht  +  z)dx  ■+■(*  +  *  +  *)  dy  +  ^x  +  r+    Tt  =x+r.+  t; 

on  aura  donc  à  intégrer  ces  trois  équations  particulières 

,  X  -+-  t  -+-  Z-    j 

dy  —     dx  =  o, 

J        y  -t-  t  -h  z 

dt  —     — dx  -  o, 

y  -£■  t  -h  z 


dz  — dx  =  o  ; 


x  +y+  t 
y  +  t-hz 

79- 
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et,  pour  cet  effet,  j'en  tire  d'abord  celles-ci 

dy  —  dx  = : dx, 

y  -t-  t  -f-  z 

dt  —  dx  =  dx, 

y  -t-  t  -+-  z 

dz  —  dx  = dx, 

y  +.t  +  z 

,  ,  ,  ,  3  (  x  '  +  y  -+-  t  -+-  z  )  dx 

dx  -+-  dy  -+-  dt  -+-  dz  =  — J- ; 

y-ht-hz 

d'où,  éliminant  —         — ■>  j'ai  trois  équations  intéarables,  et  dont  les 

/  -+-  t  -+-  z     "  '  .    s 

intégrales  seront 

(y —  xf(x  -t-  y  -t-  t  ■+■  z)  =  «, 

(t  —  x'f(x  +  r+  t  -+-  z)  =  |3, 
»  (z  —  xf(x  -\-y-+-  t  -+-  z)  —  y, 

de  là  on  aura  pour  l'intégrale  de  la  proposée 

*  =  ?((3.  y)- 

5.  Pour  montrer  maintenant  l'usage  de  cette  méthode  dans  la  solu- 
tion d'un  Problème  géométrique,  je  suppose  qu'on  demande  l'équation 
générale  de  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  couper  à  angles  droits  une 
infinité  de  surfaces  données,  lesquelles  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  un 
paramètre  constant  dans  la  même  surface,  mais  variable  d'une  surface  à 
l'autre.  Ce  Problème  est  par  rapport  aux  surfaces  ce  que  le  Problème 
connu  des  trajectoires  rectangles  est  pour  les  lignes;  mais  il  est  beau- 
coup plus  difficile  que  ce  dernier,  à  cause  qu'il  conduit  à  une  équation 
aux  différences  partielles. 

En  effet  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  chacune  des  sur- 
faces à  couper;  on  aura,  par  la  nature  de  ces  surfaces,  une  équation  finie 
entre  x,  y,  z  et  le  paramètre  a,  laquelle  étant  différentiée,  en  faisant 
a  constant  et  éliminant  a,  sera  de  la  forme 

dz  =  pdx  -\-  q  dy 
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(p  et  q  étant  des  fonctions  finies  et  données  de  x,  y,  s),  et  appartiendra 
en  cet  état  à  toutes  les  surfaces  à  couper. 

Maintenant,  comme  dans  les  points  d'intersection  des  surfaces  les  coor- 
données doivent  être  les  mêmes,  on  aura  aussi'  dans  ces  points  x,  y,  s 
pour  les  coordonnées  des  surfaces  coupantes;  et  si  l'on  représente,  en 

général,  par 

dz  =  rdx  -+-  sdy 

l'équation  différentielle  de  chacune  de  ces  surfaces,  il  n'est  pas  difficile 
de  trouver  par  les  méthodes  connues  que  la  condition  du  Problème,  la- 
quelle consiste  en  ce  que  les  perpendiculaires  aux  deux  surfaces  repré- 
sentées par  les  équations 

dz  =  pdx  +  q  dy,     dz  =  r  dx  +  sdy 

fassent  entre  elles  un  angle  droit,  il  n'est  pas  difficile,  dis-je,  de  trouver 
que  cette  condition  donnera  l'équation 

i  -+-  pr  -\-  gs=  o; 

mais 

dz  _  dz 

dx  dy 

par  conséquent  l'équation  à  résoudre  ou  à  intégrer  sera 

dz  dz 

^Pd^  +  ldj-^0' 

petq  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  s. 

Cette  équation  est,  comme  on  voit,  intégrahle  par  notre  méthode,  et 

la  difficulté  se  réduira  à  intégrer  ces  deux  équations  particulières  en  x, 

y,  s,  savoir 

dy  —  -  dx  =  o ,     dz  H =  o , 

P  P 
ou  bien 

dx  H-  p  dz  =  o,  dy  -h  q  dz  =  o. 

Ces  équations  étant  intégrées,  et  a,  fi  étant  les  deux  constantes  arbi- 
traires, on  fera 
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et  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  a  et  ]3  au  moyen  des  intégrales  trouvées; 
l'équation  résultante  sera  celle  de  toutes  les  surfaces  coupantes. 

6.  Supposons,  par  exemple,  que  les  surfaces  à  couper  soient  sphéri- 
ques,  et  qu'elles  soient  placées  de  manière  qu'elles  passent  toutes  par  un 
même  point,  et  que  leurs  centres  soient  placés  sur  une  même  ligne  droite. 
Prenant  ce  point  et  cette  ligne,  l'un  pour  l'origine  des  coordonnées  et 
l'autre  pour  l'axe  des  abscisses  as,  et  le  rayon  de  la  sphère  pour  le  para- 
mètre a,  on  aura  cette  équation  générale  pour  toutes  les  surfaces  dont  il 

s'agit 

lax  =  x2  +  y2  -i-  z2; 

laquelle,  étant  divisée  par  a?  et  ensuite  différentiée  pour  faire  disparaître 
le  paramètre  a,  donnera 

(x2  —  y2  —  z2)dx  -+-  ixydy  ■+-  ixz  dz  =  o; 

en  sorte  qu'on  aura 

y- +  z- —  x2  y 

p  =  - ,     q~  —  —. 


Les  équations  particulières  à  intégrer  seront  donc 


dx  -+-  — dz  =  o,      dy  —  —  dz  -     o  : 

ixz  z 


y2  -+-  z2  —  x3   ,  .  r 

2 

la  seconde  donne  d'abord 


y  — *z-, 

et,  celte  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  on  aura 

.          («'-+-  i)  z2  —  x2    , 
ix  dx  A —  dz  7^7  o, 

z 

équation  intégrable,  étant  divisée  par  z,  et  dont  l'intégrale  sera 

Ayant  donc  trouvé 

oc  =  ^i     p  = h  (  a2  -1-  i  )  z  =  -  — — ? 
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on  aura,  pour  l'équation  des  surfaces  coupantes, 

y I  x2  -\-  y2  -\-  z- 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

x2  -h  y2  -+-  Z2  z=  z  es  (  — 

<p  dénotant  une  fonction  arbitraire. 

7.  Si  l'on  veut  que  les  surfaces  coupantes  ne  soient  pas  d'un  ordre 
supérieur  au  second,  il  faudra  supposer 

:  1  L>  +  2  C  —  5 

\Z  J  z 

et  l'on  aura  alors  l'équation 

x2  -h-  y2  -+-  z2  =  2  b  z  -\-  2  cy, 

laquelle  appartient  aussi  à  une  surface  sphérique  passant  par  l'origine 
des  coordonnées,  mais  dont  le  rayon  sera  \/è2-t-  c2,  et  dont  le  centre  sera 
placé  sur  une  droite  menée  par  l'origine  des  coordonnées  dans  le  plan 

des  y  et  z,  et  faisant  avec  l'axe  des  y  un  anele  dont  la  taneente  sera  -• 

Donc,  puisque  les  constantes  b  et  c  sont  arbitraires,  toute  surface  sphé- 
rique, qui  passera  par  l'origine  des  coordonnées  et  dont  le  centre  sera 
placé  dans-  le  plan  des  y  et  z,  coupera  partout  à  angles  droits  toutes  les 
sphères  qui  passeront  par  la  même  origine  des  coordonnées,  et  qui  au- 
ront leurs  centres  placés  dans  l'axe  des  x  perpendiculaire  au  plan  dont 
il  s'agit. 

De  là  résulte  ce  Théorème  général,  que  :  si  par  un  point  donné  on  mène 
deux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  et  qu'on  décrive  deux  sphères 
quelconques  dont  les  surfaces  passent  par  ce  même  point  et  dont  les  cen- 
tres soient  placés  sur  les  deux  lignes ,  ces  surfaces  se  couperont  partout  à 
angles  droits;  et,  comme  on  peut  mener  par  un  même  point  trois  droites 
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perpendiculaires  entre  elles,  il  s'ensuit  que  si  trois  sphères  quelconques 
ont  leurs  centres  placés  sur  ces  trois  droites  et  que  leurs  surfaces  passent 
par  le  point  de  concours  de  ces  droites,  ces  surfaces  se  couperont  par- 
tout mutuellement  à  angles  droits. 

Au  reste  ce  Théorème  n'est  pas  difficile  à  démontrer  par  la  Géométrie, 
et  l'on  peut  prouver  de  plus  que,  si  les  droites  sur  lesquelles  sont  placés 
les  centres  des  sphères  forment  entre  elles  des  angles  quelconques,  les 
surfaces  de  ces  sphères  se  couperont  partout  sous  les  mêmes  angles;  ce 
qui  suit  évidemment  de  ce  que  deux  sphères  se  coupent  nécessairement 
dans  tous  les  points  de  leurs  surfaces  sous  le  même  angle. 

8.  On  peut  aussi  généraliser  et  simplifier  les  méthodes  .des  nos  53 
et  54  du  même  Mémoire. 

Soit 

dz 

-=p,     z-px  =  u; 

on  aura,  en  dilférentiant  et  en  supposant  toujours  z  fonction  dex,y,  l,..., 

i  ,        dz   ,        dz   , 

du  —  —  xdp  -+-  -j-  dy-+-  -g-  dt  -+- . . . . 

Mais,  p  étant  aussi  fonction  de  x,  y,  t il  est  clair  qu'on  peut  regar- 
der x  et  z,  et  par  conséquent  aussi  u,  comme  fonctions  de  p,  y,  t, . . .  ;  et 
dans  cette  hypothèse  on  aura 

du du       dz        du       dz 

dp  dy       dy       dt        dt 

Donc,  si  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

_  dz  dz  „ 

—  x  -hP  -, hQT+...  =  Z, 

dy  dt 

dans  laquelle  P,  Q,...,  Z  soient  des  fonctions  quelconques  données  de 
-s— »  y,  t,...,  z  —  x-;-,  on  pourra  par  les  substitutions  précédentes  lui 
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donner  cette  autre  forme 

du  du       _  du  

dp  dy  dt       •  ■  ■—    ' 

dans  laquelle  P,  Q,...,  Z  seront  des  fonctions  données  de  p, y,  t, . . . ,  u. 

Or  cette  dernière  équation  est  intégrable  par  la  méthode  précédente, 

et  l'on  peut  en  conséquence  trouver  la  valeur  de  u  en  fonction  de  p,  y, 

t, . . .  ;  d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  p,  on  tirera  aussi  celle  de  -j- 

enp,  y,  t, On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  de  z  ~px  et  de  x  enp,y, 

t, . . .  ;  d'où,  éliminant/?,  on  aura  une  équation  en  z,  x,  y,  t, . . .  qui  sera 
l'intégrale  de  l'équation  proposée. 

9.  Soit 

dz  dz 

Tx=P,      ty=q,     z-pX-qy=u; 

on  aura  en  différentiant 

du  =  —  xdp  — ydq  ■+■  -j-  dt  -+- . . .  ; 

donc,  regardant  x,  y,  z  et  u  comme  fonctions  àep,  q,  t,...,  on  aura 

du du du  dz 

7ïp~~X'      dq~~^'     ~di~~~di^' 

Donc,  si  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

-af_Pr  +  Qfg+...  =  Zf 

dans  laquelle  P,  Q, . . . ,  Z  soient  des  fonctions  quelconques  données  de 

dz     dz                             dz  dz  ,     .       .  ,    , 

-3- >  -T^î  t,...,  z—x-j Jt-.'  on  pourra  par  les  substitutions  précé- 
dentes la  changer  en  une  équation  de  la  forme  suivante 
du      _  du       _  du 

dans  laquelle  P,  Q, . . . ,  Z  seront  des  fonctions  données  dep,  q,  t, . . . ,  u. 
IV.  .  80 
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Cette  équation  étant  intégrable  par  la  méthode  donnée  ci-dessus,  on 

aura  la  valeur  de  u  en  p,  q,  t, . . .  ;  et,  différentiant  successivement  par 

.  .  •  ■  ,  ,     du         ,     du 

rapport  a  p  et  q,  on  aura  aussi  les  valeurs  de  -5-  et  de  -y-  enp,  q,  t, . . . . 

On  aura  ainsi  les  valeurs  de  z  —px  —  qy,  de  x  et  de  y  en  p,  q,  t,. . .  ; 
d'où,  chassantpet^,  on  aura  une  équation  en  z,  x,  y,  t, . . .  qui  sera  l'in- 
tégrale de  la  proposée. 

On  pourra  intégrer  de  même  les  équations  de  la  forme 

—  x  —  P/  —  Q*-i-..   =Z, 

dans  lesquelles  P,  Q,. . .,  Z  seraient  des  fonctions  connues  de  —■,  -j-, 

dz  dz  dz  dz       .    .      .    , 

-T-?  •   • ,  z  — x-. y—, 1  -t-:  et  ainsi  de  suite. 

dt  dx      ■'  dy  dt 
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CONSTRUCTION  DES  CARTES  GÉOGRAPHIQUES. 


(Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1779.) 


PREMIER  MEMOIRE. 

Une  Carte  géographique  n'est  autre  chose  qu'une  figure  plane  qui  re- 
présente la  surface  de  la  Terre,  ou  une  de  ses  parties.  Cette  représenta- 
tion n'aurait  aucune  difficulté  si  la  Terre  était  plate,  ou  si  elle  était  un 
solide  quelconque  terminé  par  des  surfaces  planes;  il  en  serait  de  même 
si  la  Terre  avait  une  figure  courbe  telle  qu'elle  put  se  développer  sur  un 
plan,  ce  qui  a  lieu  à  l'égard  des  cônes  et  d'une  infinité  d'autres  surfaces 
courbes.  Mais  la  Terre  étant  sphérique,  ou  plutôt  sphéroïdique,  il  est  im- 
possible de  représenter  sur  un  plan  une  partie  quelconque  de  sa  surface 
sans  altérer  les  positions  et  les  distances  respectives  des  différents  lieux; 
et  la  plus  grande  perfection  d'une  Carte  géographique  doit  consister  dans 
la  moindre  altération  de  ces  distances. 

Dans  l'impossibilité  de  construire  des  Cartes  géographiques  qui  soient 
la  représentation  exacte  des  différents  lieux  de  la  Terre,  les  Géographes 
ont  pensé  à  former  des  espèces  de  tableaux,  où  les  mêmes  lieux  soient 
placés  suivant  les  règles  de  la  Perspective;  c'est  ce  qui  a  donné  naissance 
aux  différentes  espèces  de  projections  géographiques,  lesquelles  ne  dif- 
fèrent que  dans  la  position  de  l'œil  et  dans  celle  du  plan  de  projection 
par  rapport  à  la  surface  du  globe  terrestre. 

Comme  la  situation  des  différents  lieux  de  la  Terre  se  détermine  par 
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les  cercles  de  longitude  et  de  latitude  qui  passent  par  ces  lieux,  toute  la 
difficulté  consiste  dans  la  projection  de  ces  cercles,  et  il  est  facile  de  con- 
cevoir que  la  projection  d'un  cercle  quelconque  du  globe  ne  peut  être 
qu'une  section  conique,  formée  par  l'intersection  du  plan  de  projection 
avec  le  cône  qui  aura  ce  même  cercle  pour  base,  et  dont  le  sommet  sera 
dans  le  lieu  de  l'œil. 

Si  l'œil  est  dans  le  centre  du  globe,  la  projection  se  nomme  centrale  et 
elle  a  la  propriété  que  tous  les  grands  cercles  se  trouvent  représentés  par 
des  lignes  droites;  mais  les  petits  cercles  le  sont  par  des  cercles  ou  par 
des  ellipses,  suivant  que  leur  plan  est  parallèle  ou  non  au  plan  de  pro- 
jection. On  se  sert  quelquefois  de  cette  projection  pour  les  Mappemondes, 
et  l'on  y  suppose  ordinairement  que  le  plan  de  projection  est  parallèle  à 
l'équateur,  moyennant  quoi  tous  les  cercles  de  latitude  deviennent  aussi 
des  cercles  dans  la  Mappemonde;  mais  elle  n'est  guère  usitée  pour  les 
Cartes  particulières  qui  ne  représentent  qu'une  partie  de  la  surface  de  la 
Terre;  elle  l'est  davantage  pour  les  Cartes  célestes,  et  c'est,  en  général,  à 
cette  projection  que  se  réduit  toute  la  Gnomonique,  les  lignes  horaires 
d'un  cadran  quelconque  n'étant  autre  chose  que  les  projections  centrales 
des  cercles  horaires  de  la  sphère. 

Au  reste  des  Cartes  géographiques  construites  d'après  cette  projection 
auraient  le  grand  avantage  que  tous  les  lieux  de  la  Terre,  qui  sont  situés 
dans  un  même  grand  cercle  du  globe,  se  trouveraient  placés  en  ligne 
droite  dans  la  Carte;  en  sorte  que,  pour  avoir  le  plus  court  chemin  d'un 
lieu  de  la  Terre  à  l'autre,  il  n'y  aurait  qu'à  joindre  ces  deux  lieux  dans 
la  Carte  par  une  ligne  droite. 

En  plaçant  l'œil  à  la  surface  du  globe,  et  en  prenant  le  plan  de  pro- 
jection perpendiculaire  au  rayon  visuel  mené  de  l'œil  au  centre,  on  a  la 
projection  connue  sous  le  nom  de  projection  stéréo  graphique,  imaginée 
d'abord  par  Ptolémée  pour  la  construction  des  astrolabes  ou  planisphères 
célestes,  et  adoptée  ensuite  par  la  plupart  des  Géographes  modernes  pour 
la  construction  des  Cartes  terrestres.  La  principale  propriété  de  cette 
projection  consiste  en  ce  que  tous  les  cercles  du  globe  y  sont  pareille- 
ment représentés  par  des  cercles;  en  sorte  qu'il  suffit  de  déterminer  la 
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projection  de  trois  points  quelconques  d'un  méridien  ou  d'un  parallèle, 
pour  pouvoir  tracer  la  projection  entière  du  cercle.  On  trouve  dans  dif- 
férents Traités  de  Géographie  des  règles  pour  tracer  les  méridiens  et  les 
parallèles,  quelle  que  soit  la  position  de  l'œil  sur  la  surface  du  globe. 
On  peut  aussi  voir  sur  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Kaeslner  dans  le  Re- 
cueil de  ses  Dissertations  physiques  et  mathématiques. 

Cette  belle  propriété  de  la  projection  stéréographique  a  été  découverte 
par  Ptolémée,  et  exposée  dans  son  Traité  intitulé  Sphœrœ  a  planetis  pro- 
jectio  in  planum.  Ouvrage  qui  ne  nous  est  parvenu  qu'en  arabe  et  dont 
Commandin  a  donné  en  1 558  une  édition  latine  avec  des  Commentaires. 
Elle  dépend,  en  général,  de  ce  que  la  section  du  cône  visuel  est  toujours 
antiparallèle  à  la  base,  en  sorte  que,  celle-ci  étant  un  cercle,  la  section 
ou  projection  de  ce  cercle  doit  en  être  un  aussi. 

Mais  la  même  projection  stéréographique  a  encore  une  autre  propriété 
très-remarquable,  qui  ne  parait  pas  avoir  été  aperçue  par  Ptolémée;  c'est 
que  les  cercles  de  la  projection  se  coupent  sous  les  mêmes  angles  que  les 
cercles  du  globe,  en  sorte  que  tous  les  angles  formés  sur  la  surface  du 
globe  se  trouvent  les  mêmes  dans  la  projection;  d'où  il  s'ensuit  qu'une 
portion  quelconque  infiniment  petite  de  cette  surface  conserve  la  même 
ligure  dans  la  projection  et  n'est  altérée  que  dans  la  grandeur.  Nous  ver- 
rons dans  la  suite  de  ce  Mémoire  que  cette  propriété  n'est  pas  particulière 
à  la  projection  stéréographique,  mais  a  lieu  aussi  dans  les  Cartes  marines 
réduites,  et  dans  une  infinité  d'autres  espèces  de  Cartes  qu'on  pourrait 
construire. 

Enfin,  si  l'on  suppose  l'œil  à  une  distance  infinie  du  globe,  en  sorte 
que  tous  les  rayons  visuels  soient  des  droites  parallèles  entre  elles,  et 
qu'on  prenne  le  plan  de  projection  perpendiculaire  à  ces  rayons,  on  a  la 
projection  orthographique,  dans  laquelle  les  cercles  du  globe  sont  des 
lignes  droites,  ou  des  cercles,  ou  des  ellipses,  suivant  que  leur  plan  est 
parallèle,  ou  perpendiculaire,  ou  oblique  aux  rayons  visuels.  Cette  espèce 
de  projection  n'est  guère  employée  dans  la  Géographie,  mais  elle  l'est 
beaucoup  dans  l'Astronomie  pour  le  calcul  des  éclipses,  et  dans  la  Gno- 
monique  pour  la  construction  des  cadrans  analemmatiques. 
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Telles  sont  les  espèces  principales  de  projections,  et  il  est  clair  qu'on 
peut  en  imaginer  une  infinité  d'autres  en  donnant  différentes  positions 
à  l'œil  et  au  plan  de  projection.  Mais  toutes  ces  projections  ont  le  défaut 
d'altérer  plus  ou  moins  la  grandeur  et  la  figure  des  divers  pays  qu'on  y 
représente  ;  et  M.  de  la  Hire  a  trouvé  que  cette  altération  serait  la  moindre 
à  quelques  égards,  si  l'on  plaçait  l'œil  hors  du  globe  à  une  distance  de 
sa  surface  égale  au  sinus  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  (voyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  1701);  mais  cet  avantage  n'a  peut-être  pas  paru  assez  grand  aux 
Géographes  pour  leur  faire  adopter  une  projection  qui  a  en  même  temps 
l'inconvénient  de  représenter  la  plupart  des  cercles  du  globe  par  des 
ellipses. 

L'idée  de  tracer  les  Cartes  géographiques  comme  des  projections  de  la 
surface  du  globe  sur  un  plan  est  très-simple  et  très-naturelle  ;  mais  rien 
n'oblige  à  la  suivre  sans  exception.  Aussi  plusieurs  savants  Géographes 
s'en  sont  écartés,  et  ont  employé  différentes  manières  de  représenter 
les  cercles  des  longitudes  et  des  latitudes  terrestres,  soit  par  des  lignes 
droites  ou  par  des  cercles,  ou  même  par  des  lignes  mécaniques.  On  peut 
en  effet  regarder  les  Cartes  géographiques  sous  un  point  de  vue  plus  gé- 
néral et  comme  des  représentations  quelconques  de  la  surface  du  globe; 
alors  il  n'y  a  qu'à  tracer  les  méridiens  et  les  parallèles  suivant  une  loi 
quelconque  donnée,  et  placer  les  divers  lieux  par  rapport  à  ces  lignes 
comme  ils  le  sont  sur  la  surface  de  la  Terre  par  rapport  aux  cercles  de 
longitude  et  de  latitude.  De  cette  manière  la  construction  d'une  Carte 
géographique  devient  un  Problème  entièrement  indéterminé;  mais  on 
peut  le  déterminer  en  l'assujettissant  à  certaines  conditions  données,  in- 
dépendantes de  la  considération  des  projections.  On  en  a  un  exemple 
dans  les  Cartes  marines  réduites  ou  par  latitudes  croissantes,  dans  l'in- 
vention desquelles  on  n'a  eu  d'autre  but  que  de  faire  en  sorte  que  les  dif- 
férents rumbs  de  vent  y  soient  représentés  par  des  lignes  droites  qui 
fassent  entre  elles  les  mêmes  angles  que  ces  rumbs  font  dans  la  rose  du 
compas  ;  cette  condition  exige  premièrement  que  tous  les  méridiens  soient 
des  lignes  droites  parallèles,  et  que  tous  les  parallèles  à  l'équateur  soient 
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pareillement  des  lignes  droites  qui  coupent  les  méridiens  à  angles  droits; 
et  ensuite  que  les  degrés  de  latitude  et  de  longitude  dans  la -Carte  conser- 
vent entre  eux  les  mêmes  proportions  que  ces  degrés  ont  sur  la  surface 
du  globe;  de  sorte  que,  comme  les  degrés  de  longitude  sont  supposés 
constants  dans  la  Carte  et  que  sur  le  globe  ce  sont  les  degrés  de  latitude 
qui  sont  constants,  il  faut  que  dans  la  Carte  les  degrés  de  latitude  crois- 
sent dans  la  même  raison  que  ceux  de  longitude  décroissent  sur  le  globe, 
c'est-à-dire  en  raison  inverse  du  cosinus  de  la  latitude,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  raison  directe  des  sécantes  de  la  latitude;  d'où  l'on  conclut 
ensuite  par  le  Calcul  intégral  que  la  distance  entre  l'équateur  et  un  pa- 
rallèle quelconque  doit  être  proportionnelle  au  logarithme  de  la  tangente 
du  demi-complément  de  la  latitude  de  ce  parallèle;  ce  qui  est  le  fonde- 
ment connu  de  la  construction  des  Cartes  réduites. 

Feu  M.  Lambert  est  le  premier  qui  ait  envisagé  la  Théorie  des  Caries 
géographiques  sous  le  point  de  vue  général  que  je  viens  d'exposer,  et  qui 
ait  en  conséquence  eu  l'idée  de  déterminer  les  lignes  des  méridiens  et  des 
parallèles  par  la  seule  condition  que  tous  les  angles  faits  dans  le  plan  de 
la  Carte  soient  égaux  aux  angles  correspondants  sur  la  surface  du  globe. 
Ce  Problème,  dont  on  trouve  une  solution  générale  dans  le  troisième  Vo- 
lume des  Beytràge  zum  Gekrauche  der  Mathematik,  etc.,  a  depuis  été  ré- 
solu aussi  par  M.  Euler  dans  le  Volume  qui  vient  de  paraître  des  Actes  de 
l'Académie  de  Pétersbourg  pour  l'année  1777;  mais  ces  deux  illustres 
Auteurs  se  sont  contentés  ensuite  de  faire  voir  que  les  Théories  connues 
de  la  projection  stéréograpbique  et  des  Cartes  réduites  sont  renfermées 
dans  cette  solution,  et  personne  n'a  encore  entrepris  de  donner  à  ces 
Théories  toute  l'extension  dont  elles  sont  susceptibles,  en  déterminant 
tous  les  cas  où  la  solution  dont  il  s'agit  peut  donner  des  cercles  pour  les 
méridiens  et  les  parallèles. 

Cette  recherche,  également  intéressante  par  les  artifices  analytiques 
qu'elle  demande  et  par  l'utilité  dont  elle  peut  être  pour  la  perfection  des 
Cartes  géographiques,  me  paraît  digne  de  l'attention  des  Géomètres  et 
propre  à  fournir  la  matière  d'un  Mémoire.  Je  résoudrai  d'abord  le  même 
Problème  par  une  méthode  différente  de  celle  de  MM.  Lambert  et  Euler, 
IV.  81 
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et,  si  je  ne  me  trompe,  plus  simple  et  plus  générale  à  quelques  égards; 
j'appliquerai  ensuite  la  solution  générale  au  cas  particulier  dans  lequel 
on  suppose  que  les  méridiens  et  les  parallèles  soient  des  cercles,  qui  sont 
les  seules  courbes  qu'on  puisse  employer  facilement  dans  la  construc- 
tion des  Cartes  géographiques;  et  je  résoudrai  d'ailleurs  quelques  autres 
questions  relatives  à  cet  objet  et  d'où  résultent  plusieurs  conséquences 
utiles. 

1.  Je  suppose  d'abord,  pour  plus  de  généralité,  que  la  Terre  est  un 
sphéroïde  quelconque  engendré  par  la  révolution  d'une  courbe  donnée 
autour  d'un  axe  fixe;  cette  courbe  sera  celle  de  tous  les  méridiens  de  la 
Terre,  et  son  axe  sera  en  même  temps  l'axe  de  la  Terre.  Je  rapporte  la 
même  courbe  à  son  axe  au  moyen  de  deux  coordonnées  rectangles/?  et  q, 
dont  l'une p  soit  l'abscisse  prise  dans  l'axe  depuis  le  pôle  de  la  Terre,  et 
dont  l'autre  q  soit  l'ordonnée  perpendiculaire  à  l'axe.  Je  nomme  ensuite 
s  l'arc  correspondant,  c'est-à-dire  l'arc  d'un  méridien  compté  depuis  le 
pôle,  et  t  l'angle  que  le  plan  de  ce  méridien  fait  avec  le  premier  méridien 
dont  la  position  est  arbitraire.  Il  est  visible  que  la  position  d'un  lieu  quel- 
conque sur  la  surface  delà  Terre  sera  déterminée  par  l'arc  s  du  méridien, 
qui  passe  par  ce  lieu,  et  par  l'angle  t  de  ce  méridien  avec  le  premier  mé- 
ridien; on  voit  en  même  temps  que  dans  le  cas  de  la  Terre  sphérique 
l'arc  s  sera  (en  prenant  le  rayon  de  la  Terre  pour  unité)  la  distance  au 
pôle,  ou  le  complément  de  la  latitude  du  lieu,  et  l'angle  t  la  longitude  de 
ce  même  lieu;  et  l'on  aura  dans  ce  cas 

p  =  cos«,     </  =  sins. 

En  général,  quelle  que  soit  la  figure  de  la  Terre,  pourvu  qu'elle  soit 
sphéroïdique,  l'angle  t  sera  toujours  égal  à  la  longitude,  et  l'arc*  du  mé- 
ridien sera  une  fonction  donnée  de  la  latitude. 

Cela  posé,  imaginons  que  le  même  lieu  soit,  placé  sur  la  Carte  géogra- 
phique de  manière  que  sa  position  soit  déterminée  par  deux  coordonnées 
rectangles  x  et  y,  x  étant  l'abscisse  prise  sur  un  axe  quelconque,  ety 
l'ordonnée  perpendiculaire  à  cet  axe;  il  est  clair  que  ces  deux  quantités 
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x,y  doivent  dépendre  des  quantités  s,  i,  c'est-à-dire  être  des  fonctions 
de  ces  deux  dernières  quantités  ;  et  il  est  visible  que,  si  dans  ces  fonctions 
on  fait  la  variable  t  constante,  on  aura  les  coordonnées  de  la  courbe  qui 
représente  le  méridien  dont  la  longitude  est  t;  au  contraire,  si  l'on  y 
fait*  constante,  on  aura  les  coordonnées  de  la  courbe  qui  représente  le 
parallèle  auquel  répond  l'arc  du  méridien  s. 

2.  Considérons  maintenant  deux  lieux  infiniment  proches*,  qui  sur  la 
surface  de  la  Terre  soient  déterminés  par  les  variables  s,  t  et  s-\-ds, 
t  -+-  dt,  et  qui  le  soient  sur  la  Carte  par  les  variables  correspondantes  x,  y 
etx  +  dx,  y-\-dy;  et  cherchons  les  distances  de  ces  deux  lieux  sur  la 
surface  de  la  Terre  et  sur  la  Carte.  Il  est  évident  que  la  première  de  ces 
distances  sera  exprimée  par  \Jds2  -+-  q-dt- ,  puisque  ds  est  la  différence  des 
deux  arcs  de  méridien  qui  passent  par  les  deux  lieux,  et  que  qdt  est  l'arc 
du  parallèle  compris  entre  ces  deux  méridiens;  et  que  la  seconde  le  sera 
par  la  formule  ordinaire  \jdx-  ■+-  dy2 ,  puisque  x  et  y  sont  des  coordon- 
nées rectilignes  et  rectangles. 

Or  la  plus  grande  perfection  d'une  Carte  géographique  serait  que  ces 
distances  fussent  égales,  car  alors  toutes  les  autres  distances  petites  et 
grandes  seraient  aussi  les  mêmes  sur  la  surface  de  la  Terre  que  sur  la 
Carte;  mais,  pour  donner  à  nos  recherches  toute  la  généralité  possible, 
nous  supposerons  que  ces  distances  soient  entre  elles  dans  une  propor- 
tion quelconque  exprimée  par  i  :  m,  en  sorte  que  l'on  ait 


\Jds2  -t-  q2dt-  :  \jdx2  -+-  dy-  =  i  :  m, 
d'où  l'on  tire  l'équation  fondamentale 

dx2  -t-  dy-  =  m2{  ds2  -+-  q2  dt2  ), 
qu'il  s'agit  maintenant  de  résoudre. 

3.  Pour  cet  effet,  je  remarque  d'abord  que  l'ordonnée  q  de  la  courbe 
des  méridiens  est  une  fonction  de  l'arc  s  donnée  par  la  nature  de  celte 

courbe;  de  sorte  que  —  sera  une  quantité  intégrable,  ou  du  moins  qui 
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peut  être  supposée  telle,  puisqu'elle  ne  contient  qu'une  variable.  Faisant 

donc 

ds         , 

—  =  du,     ma  =  n, 
</ 

l'équation  proposée  se  change  en  celle-ci 

dx2  -t-  dy2  =  n-  ( du-  -t-  dt2  ), 

dans  laquelle  t  et  u  sont  deux  variables  indépendantes  l'une  de  l'autre, 
et  n  est  une  quantité  jusqu'ici  indéterminée.  Et  la  question  se  réduit  à 
déterminer  au  moyen  de  cette  équation  les  valeurs  de  x  et  y  en  fonction 
de  /  et  u. 

Comme  l'équation  dont  il  s'agit  contient  deux  inconnues  dx  et  dy, 
pour  la  résoudre  de  la  manière  la  plus  générale  et  la  plus  simple,  je  prends 
un  angle  indéterminé  w,  et  je  la  multiplie  par  celle-ci 

i  =  sin2w  -t-  cos2w, 

en  observant  que  le  produit  des  deux  carrés  sin2  w  -+-  cos2w  par  les  deux 
carrés  du2  -+-  dt2  peut  de  même  se  mettre  sous  la  forme  de  deux  carrés  de 
cette  manière 

(sinco  du  —  cosbidtf-h  (cosco  du  -t-  sin  m  dt)1; 

j'aurai  donc  ainsi  la  transformée 

dx-  -\-  dy'=  ?i2(s'mu>du  —  cos  w  dt)2  ■+■  n'\  cos  m  du  +  sinw  dt)\ 

qui  a  cause  de  l'indéterminée  w  peut  se  partager  dans  ces  deux-ci 

dx  =  n{s\n<ûdu  —  cos  mdt), 
dy  =  n(coso>du  ■+■  sin  u>dt). 

Et  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  en  sorte  que  ces  valeurs  de  dx  et  de  dy 
soient  des  différentielles  complètes;  ce  qui  est  possible  au  moyen  des 
deux  indéterminées  n  et  w. 

En  effet  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

nsinw  =  «,     ncosw=(3, 


DES  CARTES  GEOGRAPHIQUES.  6^5 

on  aura  ces  deux  formules 

dx  —  exclu  —  fi dt,     dy  =  fi f/«  H-  ce dt, 

qui  doivent  être  intégrables  et  auxquelles  on  peut  appliquer  la  méthode 
connue  de  M.  d'Alembert. 

Suivant  cette  méthode,  on  multipliera  la  seconde  par  \/ —  i ,  ensuite 
on  l'ajoutera  à  la  première,  et  on  l'en  retranchera,  ce  qui  donnera  ces 
deux-ci 

dx  -+-  dy^J—i  =  (a  -t-  fiJ—i)  (du  -+-  dt\j—\  ), 


dx- —  dy\J —  i  =  (a  —  fi  \j —  i )  (du  —  dt\j —  i), 

lesquelles  devant  être  pareillement  intégrables,  il  s'ensuit  que  «■+-  jSy/ —  i 
ne  peut  être  qu'une  fonction  de  u  -+- 1  \j—  ï\  et  a  —  /3  \j—  i  une  fonction 
de  u—  t\j  —  i;  et  ces  deux  fonctions  étant  intégrées  donneront  les  va- 
leurs de  x  -+-  y\l —  i  et  a;  — y\] —  i  ,  d'où  l'on  tirera  x  et  y. 

Dénotons,  en  général,  par  les  caractéristiques  /et  F  deux  fonctions 
indéterminées  quelconques,  en  sorte  que /(s),  Y(z)  soient  deux  fonc- 
tions quelconques  de  z;  dénotons  de  plus  par /'(s),  F'fz)  les  différen- 
tielles de  ces  fonctions,  en  sorte  que 


on  fera 


et  l'on  aura 


d'où  l'on  lin 


fw=ém,  P(J)=«a., 


a-f-  fiJ—i=f'(u  ■+■  tj—i), 
oc  —  fi.J— H=F'(u—  t^/^ï), 

x  ■+■  y  sf—i  =f(u  -+-  tJ — i  J, 
x  —  y  y/—  i  =  F(k—  td^ï); 


f(u  +  tJ- 

i..)+F(k- 

■  tj~-i) 

f(u  +  tJ- 

2 

r)-F(«- 

■  tj=i) 

2  y/— I 

les  fonctions  désignées  par/et  F  demeurant  arbitraires. 
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4.  Telles  sont  les  expressions  les  plus  générales  des  coordonnées  x 

et  y  qui  déterminent  sur  la  Carte  la  position  que  doit  avoir  chaque  lieu 

de  la  Terre,  en  vertu  de  la  condition  supposée,  que  la  distance  de  deux 

lieux  quelconques  infiniment  proches  sur  la  surface  de  la  Terre  soit  à  la 

distance  des  mêmes  lieux  sur  la  Carte  dans  la  proportion  de  i  à  m  (2). 

Or,  ayant  supposé  (3) 

mq  =  n 

•  et  ensuite 

ttSinû>  =  a,      «COSw=;p, 

on  aura 


n  = 

v/«> 

+  (3% 

* 

et  pai 

cônséq 

Lient 

m  = 

v/I 

q 

mais 

a. 

+  P={ 

a  + 

1*/- 

-ijiV 

-N 

=/'(«•+- 1  \I~i 

donc 

on  aura 

&(* 

-+- 1 

s/~ 

r)F(« 

-'j/=ï) 

On  voit  par  cette  formule  que  la  valeur  de  m  est  une  fonction  des  va- 
riables finies  t  et  u,  c'est-à-dire  de  t  et  s,  à  cause  que  u  est  une  fonction 
de  s.  D'où  il  s'ensuit  que  la  distance  de  deux  lieux  quelconques  de  la 
Terre  infiniment  proches  entre  eux,  dont  l'un  répond  à  t  et  s  et  l'autre  à 
i  -t-  dt  et  s  ■+-  ds,  sera  à  la  distance  des  mêmes  lieux  placés  sur  la  Carte 
dans  une  proportion  dépendant  uniquement  de  t  et  s;  par  conséquent 
tous  les  lieux  de  la  Terre  situés  autour  d'un  lieu  donné,  à  des  distances 
infiniment  petites  de  ce  lieu,  se  trouveront  placés  sur  la  Carte  en  sorte 
qu'ils  formeront  une  figure  semblable  à  celle  qu'ils  forment  sur  la  sur- 
face de  la  Terre,  les  côtés  homologues  de  ces  deux  figures  étant  dans  la 
proportion  de  i  à  m,  et  l'étendue  des  mêmes  figures  étant  dans  la  pro- 
portion de  i  à  m-.  Ainsi  une  Carte  construite  d'après  les  expressions 
de  x  et  y,  que  nous  venons  de  trouver,  aura  la  même  propriété  que  nous 
avons  déjà  observé  être  commune  aux  Cartes  stéréographiques  et  aux 
Cartes  réduites,  et  qui  consiste  en  ce  que  chaque  portion  infiniment  pe- 
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tite  de  la  surface  de  la  Terre  conserve  sa  figure  sur  la  Carte  et  n'est  alté- 
rée que  dans  sa  grandeur.  Et  il  est  facile  de  se  convaincre  par  notre  ana- 
lyse que  les  expressions  dont  il  s'agit  renferment  nécessairement  la  loi 
de  la  description  de  toutes  les  Cartes  géographiques  dans  lesquelles  la 
même  condition  pourra  avoir  lieu. 

5.  Pour  déterminer  maintenant  les  fonctions  inconnues  qui  entrent 
dans  les  expressions  de  x  et  y,  je  remarque  que  si  dans  ces  expressions 
on  suppose  t  —  o,  on  a  les  valeurs  de  ces  coordonnées  pour  la  courbe 
qui  représente  le  premier  méridien.  Ces  valeurs  seront  donc 

x==f(u)  +  ¥(u)  f(u)-F_(u) 

2  3v/_, 

lesquelles,  à  cause  des  deux  fonctions  arbitraires /(m)  et  F(«),  peuvent 
être,  comme  on  voit,  des  fonctions  quelconques  de  u.  Ainsi  l'on  peut 
supposer  que  le  premier  méridien  de  la  Carte  soit  une  courbe  quelconque, 
et  que  de  plus  les  changements  de  latitude  sur  ce  méridien  suivent  aussi 
une  loi  quelconque. 

En  effet  supposons  que  pour  ce  méridien  on  ait 

(p(u)  et  $(m)  représentant  dcs'fonctions  quelconques  données  de  u;  on 
aura  donc 

d'où  l'on  tire 

/(K)  =  <p.(«j  +  $(m)  v^7,     F'(k)  =  <p(w)  —  <!>(«)  v/— ï". 

Donc,  mettant  cette  forme  de  fonction  dans  les  expressions  générales 
de  x  et  y,  on  aura 


^_$[u-ht<l—i)-i-$[u—t\/—i)        y(u  +  t\/—i}  —  <p{u—ti/—ij 

7  ~  2  2  y/^T 
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et  ces  expressions  ont  l'avantage  que  les  imaginaires  s'y  détruisent  tou- 
jours d'elles-mêmes. 

6.  Mais  cette  manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires,  quoique 
la  plus  naturelle  et  la  plus  simple,  n'est  pas  néanmoins  celle  qui  convient 
le  mieux  à  notre  objet.  En  effet,  ce  qu'il  est  à  propos  de  prendre  pour 
donné  n'est  pas  la  position  des  lieux  qui  doivent  être  placés  sous  le  pre- 
mier méridien,  mais  la  figure  même  des  méridiens  et  des  parallèles, 
parce  que  ce  sont  les  lignes  qu'il  faut  tracer  sur  la  Carte,  pour  pouvoir 
ensuite  y  placer  les  différents  lieux  de  la  Terre.  Ainsi  la  question  se  ré- 
duit à  déterminer  la  forme  des  fonctions  inconnues  de  la  solution  géné- 
rale en  sorte  qu'il  en  résulte  pour  les  méridiens  et  pour  les  parallèles  des 
lignes  d'une  nature  donnée.  Cette  question  n'a  pas  encore  été  résolue  et 
est  en  elle-même  très-difficile,  peut-être  même  impossible  à  résoudre  en 
général;  mais  pour  les  besoins  de  la  Géographie  il  suffit  de  la  résoudre 
dans  le  cas  particulier  où  les  méridiens  et  les  parallèles  doivent  être  des 
arcs  de  cercle,  ce  qui  comprend  à  la  fois  les  deux  cas  de  la  projection 
stéréographique  et  des  Cartes  réduites;  car  il  est  naturel  .que  dans  la 
construction  des  Cartes  géographiques  on  préfère  toujours  le  cercle  à 
toutes  les  autres  courbes,  à  cause  de  la  facilité  et  de  l'exactitude  avec 
laquelle  on  peut  le  tracer  par  le  moyen  du  compas. 

7.  Comme  la  principale  propriété  du  cercle  consiste  en  ce  que  le  rayon 
de  sa  courbure  est  constant,  nous  allons  d'abord  chercher  en  général 
l'expression  des  rayons  osculateurs  des  courbes  qui  doivent  représenter 
les  méridiens  et  les  parallèles  d'après  les  formules  générales  du  n°  3.  Or 
on  sait  que  l'expression  du  rayon  oscillateur,  dans  les  courbes  rapportées 
aux  coordonnées  rectangles  x,  y  est 

( dx*  -+-  df*)2 


dy  d2x  —  dx  d^y1 


et  il  est  facile  de  voir  par  la  nature  de  nos  formules  que  pour  les  méri- 
diens il  faudra  faire  varier  uniquement  s  ou  u  dans  les  expressions  de  x 
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et  y,  et  que  pour  les  parallèles  il  y  faudra  faire  varier  uniquement  t; 
mais  on  a  en  général  (numéro  cité) 

dx  =  xdu  —  fi  dt,     dy  ==  (3  du  -+-  xdt; 

donc  pour  les  méridiens  on  aura 

dx  —  xdu,     dy=&du,     d2x=-r-du',     d2r  =  ■—-  du2; 
r  du  J        du 

par  conséquent,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  osculateur  d'un  méridien  quel- 
conque, on  aura 


«=.- 

dfi 
du 

(«*+ 

Ff 

d$ 

Pour  les  parallèles  on  aura 

dx  =  —  $dt,     dr=xdt,     d2x  — r- dt',     d2y—~-^-dt2; 

r  J  dt  J        dt 

donc,  nommant  p   le  rayon  osculateur  d'un  parallèle  quelconque,  on 

aura 

dx  _     dfi 
i  _  "  dt       a  dt 

9        (x2  +  Ç>2Y 

Je  remarque  maintenant  que,  par  la  condition  de  l'intégrabilité  des 

formules 

x  du  —  (3  dt,     (3  du  -+-  a  dt, 

on  a 

doc  _        dfi        dfi  doc 

dt  ~        du        dt  ~  du  ' 

donc  les  expressions  précédentes  de   -  et  de  -  peuvent  se  changer  en 

celles-ci 

„  d&  da  Dd&  d'à 

P-7-+*-r-  ^-r-^-^-r- 

i        '    dt  dt         i  du  du 


{o?  +  py       •  («"Vp») 


IV. 
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savoir 


i  _  y7»'  +  Pa      £  _     \l<x-  -+-  P2 

Or  nous  avons  trouvé  plus  haut  (4)  que 

donc,  substituant  cette  valeur  et  faisant  pour  plus  de  simplicité 


si f'(u  +  t  sJ^i)Y'{u—  t\l-i-) 

on  aura  ces  expressions  fort  simples 

i  _     ''dQ.       i  _  dû 
r  dt         p         du 

8.  Cette  quantité  il  sert  aussi  à  déterminer  la  valeur  de  m;  car  il  est 

visible  qu'on  aura  (4) 

i 

Or,  comme  </  est  une  fonction  de  l'arc  s  du  méridien  donnée  par  la  figure 

de  ce  méridien  et  que 

,         ds 
du  =  —  -, 
<i 

il  s'ensuit  qu'on  peut  aussi  regarder  q  comme  une  fonction  de  u. 

Donc,  si  l'on  voulait  que  la  quantité  m  fût  constante  ou  qu'elle  fut  une 
fonction  quelconque  de  u  seul ,  c'est-à-dire  qu'elle  demeurât  la  même 
dans  tous  les  points  d'un  même  parallèle,  il  faudrait  que  Q.  fût  une  fonc- 
tion de  u  seul  sans  t;  par  conséquent  il  faudrait  que  -j—  =  o;  donc  on 
aurait  par  le  numéro  précédent  -  =  o,  savoir  r  =  ce;  par  conséquent  il 
faudrait  que  tous  les  méridiens  de  la  Carte  fussent  des  lignes  droites. 
Mais  nous  verrons  plus  basque  la  condition  de  O  =  — >  dans  l'hypothèse 
de  m  fonction  de  u  seul,  demanderait  que  la  Terre  eût  une  figure  donnée. 


DES  CARTES  GÉOGRAPHIQUES.  651 

9.  Supposons  maintenant,  en  général,  que  tous  les  méridiens  de  la 
Carte  soient  des  cercles  quelconques,  ce  qui  renferme  aussi  le  cas  précé- 
dent où  ces  méridiens  seraient  des  lignes  droites.  Il  faudra  donc  que  la 
valeur  de  r  soit  constante  dans  chaque  méridien  et  ne  varie  que  d'un 

méridien  à  l'autre;  donc  r  et  par  conséquent  —f-  ne  pourra  être  qu'une 

fonction  de  t  seul;  donc  la  différence  de  —^-,  en  faisant  varier  u  seul, 

dt 

devra  être  nulle;  ainsi  la  condition  pour  que  tous  les  méridiens  soient 

des  cercles  sera 

d'Q.  _ 
dt  du 

Qu'on  multiplie  cette  équation  par  dt  et  qu'on  l'intègre  en  faisant  varier 
t  seul,  on  aura 

—  —  U 

du  ' 

U  étant  une  fonction  quelconque  de  u  sans  t;  donc  on  aura 

P 

ce  qui  fait  voir  que  les  parallèles  sont  aussi  des  cercles,  puisque  leur 
rayon  osculateur  étant  une  fonction  de  u  seul  doit  demeurer  le  même 
dans  toute  l'étendue  de  chaque  parallèle.  On  prouvera  de  la  même  ma- 
nière qu'en  supposant  les  parallèles  circulaires  les  méridiens  le  seront 
aussi.  Et  la  condition  commune  à  la  circularité  des  uns  et  des  autres  sera 

,  T  =  o.  Voyons  donc  quelle  doit  être  la  forme  des  fonctions /et  F 

pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

10.  Pour  faciliter  cette  recherche,  je  prends  d'abord  deux  autres 
fonctions  que  je  dénote  par  les  caractéristiques  m  et  $,  et  que  je  suppose 
telles,  que 

g}[z)  =  — ,      $(z)  = ; 
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il  est  visible  qu'on  aura  par  ce  moyen 

Q  =  y{u-ht  <f^ï)${u—  tj— T); 

je  différence  maintenant  cette  quantité  deux  fois  de  suite,  en  y  faisant 
varier  d'abord  u  et  ensuite  t;  j'aurai  ainsi  en  dénotant  par  y',  <p",  et  par 
$',  $"  les  différences  des  fonctions  <p  et  $,  de  manière  que  <p'(z)  =    ^,      ■> 


=  ®'{u-h  t<J—i)$(u—t)/—i)  +$'(«  —  t\/—i)  cp(w-t-<v/— 0> 


-^-  =  [<p"(w  h-  «  y/^7)  $  («  —  <  v/^T)  —  <p'(«  -+-  <  V/— i")  $'("  —  *  v/— ï") 

donc  la  condition  de  -, — j  =  o  donnera  cette  équation 

o"(  u  -t-  <  /^T)  *(«  —  '  /— ï)  —  $"(  «  —  '  \/--ï")  ?  ( M  + t  y/--')  =  °  ; 
par  conséquent  on  aura 

ces  quantités  doivent  non-seulement  être  égales,  mais  encore  identiques, 
c'est-à-dire  qu'elles  doivent  être  la  même  quantité  indépendamment  d'au- 
cune équation  entre  u  et  /;  donc,  comme  l'une  est  fonction  de  u-ht\J—  ï 
et  que  l'autre  est  fonction  de  u  —  t\J — ï,  il  s'ensuit  qu'elles  ne  peuvent 
devenir  identiques  à  moins  d'être  égales  à  une  même  constante  quel- 
conque. 

Soit  donc  k  une  constante  arbitraire;  on  aura  ces  deux  équations 

®"{u  +  ts/^-i)  _  ,       <b"{u  —  tsj— ï)  _  ,. 
<p  (m  +  tsj— 1)  ${u  —  ts/^ï) 
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ou  bien  (étant  indifférent  quelle  que  soit  la  variable  sous  les  signes  des 
fonctions)  on  aura  plus  simplement  ces  deux-ci 

?"(*)  _  k         $"(*)  _  k 
?(*)  '        $(*) 

savoir 

d^^z)  =  k       d><b(z)  =  /f 
y(z)dz2        '     $(*)di»         ' 

qui  sont  intégrables  par  les  règles  connues. 
On  aura  donc,  en  intégrant, 

(f{z)  =Mei\/*+  Ne-V*,     $(z)  =  Pe'^-i-  Qe-2^, 

M,  N,  P,  Q  étant  des  coefficients  quelconques  positifs  ou  négatifs,  réels 
ou  imaginaires. 
Or 

ca(z)=z-^Â=,      $(z)=-^J=; 

donc  on  aura 


F'(s)  = 


i  eiz<ft 


mais 

donc,  multipliant  les  équations  précédentes  par  dz  et  intégrant,  on  aura 

/(*)  = 7 7= w=  +  G, 

2M(MW"'  +  N)^ 

F(z-)  = , i r-F-t-H, 

2Pj[Fe»v/ï+  Q)  y/^ 

G  et  H  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Ainsi  la  forme  des  fonctions  arbitraires  est  déterminée,  et  mettant  à  la 
place  de  z,  dans /(s),  w  +  t\]  —  i,  et  dans  F (z  j,  u  —  ?  \j—  i,  on  aura  ces 
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expressions 

f{u-\-  ttj—l)  =  —    ; = ^^  +  G, 

J  v  2M(Mes«v^«v'-*-i-N)s/A-   " 

F{u-t^)  = -. j^-£= — +  H, 

2P(Pe2«\/*-='v/-*  +  Q)  s/k 

qu'il  ue  s'agira  plus  que  de  substituer  dans  les  valeur.s  de  x  et  y  (3). 

1 1 .  Mais,  avant  de  faire  cette  substitution,  j'observe  que,  la  quantité  k 
pouvant  être  également  positive  ou  négative,  on  aura  des  formules  dif- 
férentes pour  les  deux  cas,  et  que  toute  la  différence  consistera  en  ce 
que  les  quantités  t  et  u  se  trouveront  à  la  place  l'une  de  l'autre;  cela  est 
évident  à  l'égard  de  la  valeur  de  /{u  -t- t  y/—  i  )  ;  pour  le  faire  voir  aussi 
par  rapport  à  celle  de  F  (u  —  l  \j—  i),  j'y  mets  à  la  place  de  la  constante 

arbitraire  H  la  quantité  aussi  arbitraire  -    — =4- H,  et  réduisant  au 

2PQv//f 

même  dénominateur  les  deux  fractions,  divisant  ensuite  le  haut  et  le  bas 
de  la  fraction  résultante  par  e2«\M-2f/-*,  j'ai 

F(u  —  t  k/^7)  = ; 1 ■= :   H-  H, 

2Q(Qe-*V*W-*  +  P) 

expression  qui  résulte  évidemment  de  la  précédente  en  y  changeant  le 
signe  de  k,  et  en  y  mettant  t  à  la  place  de  u  et  P  à  la  place  de  Q,  et  réci- 
proquement. De  là  je  conclus  donc  qu'il  suffit  de  considérer  le  cas  où  k 
est  une  quantité  positive,  et  qu'il  n'y  aura  ensuite  qu'à  échanger  t  en  u 
pour  avoir  celui  de  k  négative.  Il  est  facile  de  voir  en  effet  par  l'équation 

fondamentale 

dx2  -t-  dy2  =  n2(du2  -+-  dt2 ) 

du  nu  3  que  les  variables  u  et  t  sont  permutables. 

12.  Je  ferai  donc  pour  plus  de  simplicité  k  =  c2,  et  j'aurai 

i  i  G-kH 


4cM(Me2c"-t"W--i-  Nj        4cP(Pe2m-Mv/-'  +  Qj 


4eM(M<?'r"-,-W-'-4-N)  \'—  i        4cP(Pe'-'c"-Mv/-'+Q)  J—  i        2^—1 
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où  il  faut  déterminer  les  constantes  arbitraires  G,  H,  M,  N,  P,  Q  en  sorte 
que  les  imaginaires  se  détruisent. 
On  aura  donc  d'abord 

G -h  H       \        G-  H       _ 
=  A, =  K, 

2  2v/—  > 

A  et  B  étant  des  constantes  réelles  quelconques;  ensuite  il  est  visible 
qu'en  faisant  pour  plus  de  généralité 

M  —  C  +  D  j-1,     N  =  E  -+- 1  yf^l, 

C,  D,  E,  I  étant  aussi  des  quantités  réelles  quelconques,  il  faudra  faire 

P  =  C  —  Dy— T,    Q  =  E-IS/— 7, 

et  alors  les  imaginaires  se  détruiront  d'elles-mêmes  dans  les  expressions 
précédentes  de  x  et  y.  Mais  au  lieu  des  suppositions  précédentes,  nous 
ferons,  ce  qui  revient  au  même, 

M  =  a(cosg-+  sing-y7—  i)  =aes\'-', 
N  =  6  (cos  A -f-  sin  A  v  — '  J  =  beh^', 
P  =  a  (cos g  —  sing\/—i  )  =  aer-s\/-\ 
Q  =:  6  (  cos  h  —  sin  A  v '  —  i  )  =  6  e-'1/-! , 

a,  6,  g-,  A  étant  des  constantes  arbitraires  réelles;  ces  substitutions  faites, 
on  aura,  après  les  réductions  usitées, 

a  cosi{ct  -+-  g)  -+-  b  cos1  e-tf  A  \.e~2cu 
x  =  A 


ac[a2e2a'-h  lab  cos  ict  -+- g —  A)  -f-  b2e~2c"] 

a  sin  2  (  et  ■+-"  g  •  +  b  sin  ;  g-  -+-  A  j .  e~-c" 
•    ~  2ac[a2euu-h  lab  cos*  ict-\-g  —  h   -+■  b2e~2c"] 

13.  Si  maintenant  on  élimine  de  ces  deux  équations  la  variable  u,  on 
aura  une  équation  en  x,  y  et  t,  qui  sera  par  conséquent  celle  de  toutes 
les  courbes  qui  représentent  les  différents  méridiens  correspondant  aux 
différentes  longitudes  t;  et  réciproquement,  si  l'on  en  élimine  la  varia- 
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bip  t,  on  aura  une  équation  entre  x,  y  et  u,  qui  sera  l'équation  commune 
à  toutes  les  courbes  qui  représentent  les  différents  parallèles. 

Pour  rendre  ces  éliminations  plus  faciles,  je  commence  par  ajouter  en- 
semble les  valeurs  de  (x  —  A)2  et  de  (y  —  B)2;  j'ai 

g— 2cu 

(*  —  A)2+(j-B)2=:  4aIc2[ye2c„  _,_  2fl6  C0S(2Ct  _,_  g-  -  A)  -+-  62e-2?"]  ' 

d'où  je  tire 

a-e2c"  -+-  o.ab  cos(  îc/  +  "'  —  h I  +  b2e~2c"  —  ,   ,  ,r , rr, ; îïTVn  ' 

°  4a2c2j>-  — A)2-t-(j  — B)<] 

et,  substituant  dans  les  valeurs  de  a;  et  y,  j'aurai  ces  équations 

—  —  =  —  2 ac \ a e2™  cos i (et  -+-  g)  +  b  cos(g-  +  A)], 

x      AJ  -i-  (y      d)~ 

(x-A^+(j-B)2  =  2a6'^eOTsin2(C<  +  g')  +  6sin'g  +  /')]' 

d'où  il  est  maintenant  facile  d'éliminer  u  ou  t. 

14.  En  éliminant  d'abord  la  quantité  e2c",  on  aura  cette  équation 

■^ZlA)sina(^  +  g)  +  (r-B)cosa(^  +  g)  =  _2a6csin(2Cf+         h) 
(■x  —  A)2  +  (j  —  A)2  " 

laquelle  se  réduit  à  celle-ci 

I"  B_A+        sm*(ct  +  g)       T     T,    fl|         cosi(rt^g)      T i 

4«icsin(2rt+g-— A)J       [_*  4«^'sin(2rf-K°  — A)J       [4a6csin(2rt-t-g-— /;)]J 

qu'on  voit  clairement  être  à  un  cercle;  et  si  l'on  nomme  r  le  rayon  de 
cercle,  X  l'abscisse  et  Y  l'ordonnée  qui  déterminent  la  position  de  son 

centre,  on  aura 

i 
4 abc  sin(2c7  +  g —  A) 

X  =  A  —  rs\ni{ct  -4-  g),     Y  =  B  —  /cos2(c/  -4-  g). 

En  éliminant  de  plus  l'angle  t  de  ces  deux  dernières  équations,  on  aura 

celle-ci 

(X-  —  A-)cos(g'-t-A)  —  (Y—  ,B)sin(ff+  h.)  +  -rX-  =o, 
°  °  -^abc 
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laquelle  donnera  le  lieu  de  tous  les  centres  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  de 
tous  les  centres  des  cercles  qui  représentent  les  méridiens;  et  l'on  voit 
que  ce  lieu  est  une  ligne  droite  qui  fait  avec  l'axe  des  abscisses  un  angle 
dont  la  tangente  sera 

en  sorte  que  cet  angle  sera  égal  à  900  —  g  —  h. 

15.  Éliminons  maintenant  l'angle  t  dans  les  formules  du  n°  13  pour 
avoir  les  courbes  des  parallèles,  et  l'on  aura  cette  équation 

[(JC-AV+C>--B)'  +  "^  os(g+/»)]V  [(j:_/y~l_w  -  »"&<■  sin(g+/0]'=  4«W-, 


i-h^abccos(g-hh).(x  —  A)  —  ^abcsin(g-h  h). (y—  B) .    „  <         . 

(a,_A)2  +  (r-B)2  --4«-c(«e.ca-.6.), 

laquelle  se  change  facilement  en  celle-ci 

\x     A        kos(g  +  A'  T,  [r     Bi      *sip(g  +  A)  T_  ^c" 

iac(a2eicu—b2)  \        |_'  iac(a2elc"—  b2)J        ^c2{a2eicu—b2)2'' 

qu'on  voit  aussi  être  à  un  cercle;  et,  si  l'on  nomme  p  le  rayon  de  ce  cer- 
cle, £  l'abscisse  et  t\  l'ordonnée  qui  répondent  au  centre  du  même  cercle, 
on  aura 


v       ic{a2eic" — b2) 

?  ==  A  H —  cos(£--t-  h).pe-2m, 
a  °  r 

ri  ==  B sin(g--(-  h  ).pe~2cu. 

Et,  si  l'on  élimine  la  variable  u  de  ces  dernières  équations,  on  aura, 
pour  le  lieu  de  tous  les  centres  des  cercles  qui  représentent  les  parallèles, 
l'équation 

(l  —  A)sin(g--f-  A)  -f-  (rj  —  B)cos(g-+  h)  =  o, 
IV.  83 


658  SUR  LA   CONSTRUCTION 

laquelle  est  à  une  ligne  droite  inclinée  à  l'axe  des  abscisses  d'un  angle 
dont  la  tangente  sera 

_  =  _tang(g--+-  h); 

en  sorte  que  cet  angle  sera  i8o°—  g  —  h;  par  conséquent  cette  droite 
sera  perpendiculaire  à  celle  qui  renferme  tous  les  centres  des  méridiens 
(numéro  précédent). 

16.  Cherchons  aussi  la  valeur  de  la  quantité  m  qui  exprime  la  propor- 
tion, suivant  laquelle  chaque  région  de  la  Terre  est  augmentée  ou  dimi- 
nuée dans  la  Carte,  en  gardant  néanmoins  sa  figure  naturelle. 

Nous  avons  vu  (8)  que  m  =  -^p  ainsi  il  n'y  a  qu'à  chercher  la  valeur 

de  la  quantité  Cl.  Or,  si  dans  l'expression  de  Û  du  n°  10  on  substitue  à  la 
place  des  fonctions  marquées  par  ç>  et  <£>  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 
même  numéro,  on  a 

il  =  MPeW*  +  NQe-2"^  -t-  MQ  W=*  +  NPe-»^, 
ce  qui  par  les  substitutions  du  n°  12  se  réduit  à  cette  forme 

Q,  =  a2e2cu  -+-  lab  cps  [%ct  -+-  g  —  h)  -t-  b2e~,c"; 
en  sorte  qu'on  aura 


q[a2e2cu  —  aaè  cos(2c<  +  g  —  h)  -+-  b2e~ 


17.  La  valeur  précédente  de  iî  peut  fournir  une  preuve  de  l'exactitude 
de  nos  formules;  car,  ayant  vu  (7)  que  les  rayons  ret  p  des  méridiens  et 
des  parallèles  sont  déterminés,  en  général,  par  les  formules 


dQ.       i  __dQ 
dt        p        du 


il  faudra  qu'en  substituant  pour  0  sa  valeur,  il  en  résulte  les  mêmes  va- 
leurs de  r  et  p  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  d'après  les  équations 
mêmes  des  cercles  qui  représentent  les  méridiens  et  les  parallèles.  Or 
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c'est  ce  qui  se  vérifie  en  effet,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  diffé- 
rentiation  de  la  quantité  ù. 

18.  C'est  ici  le  lieu  d'examiner  les  conditions  nécessaires  pour  que  la 
quantité  m  soit  constante,  ou  au  moins  une  fonction  de  u  sans  t.  Nous 
avons  déjà  vu  (8)  que  dans  ce  cas  tous  les  méridiens  de  la  Carte  devraient 
être  des  lignes  droites;  ainsi  les  formules  trouvées  plus  haut,  pour  le  cas 
où  les  méridiens  seraient  des  cercles  quelconques,  auront  aussi  lieu  dans 
le  cas  présent.  11  ne  s'agira  donc  que  de  voir  si  l'expression  de  m  du 
n°  16  peut  devenir  une  fonction  de  u  seul.  Donc,  comme  q  peut  être 
censé  une  fonction  de  u,  il  faudra  que  le  terme  lab  cos(2cï  -\-g  —  h), 
qui  renferme  t,  disparaisse  de  lui-même;  ce  qui  ne  peut  arriver  que 

lorsque 

a  =  o     ou     b  =  o. 

Dans  le  premier  cas  on  aura 


et  dans  l'autre 


donc  on  aura,  en  général, 


9  = 


qa'e1 

AeB" 


A  et  B  étant  des  constantes  quelconques;  équation  qui  servira  à  déter- 
miner la  figure  du  méridien,  aussitôt  que  m  sera  donné  en  u.  En  diffé- 
rentiant  logarithmiquement,  on  aura 


mais  rfa  =  —  -,  donc 


dq       _   ,         dm 
-1-  —  Yidu : 

q  m 


dq  -h  q =B  ds; 


et  de  là,  en  multipliant  par  m  et  intégrant, 

mq  =  B  !  m  ds  -t-  C  ; 


83 
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donc 

B  Cm  ds  ■+■  C 

ce  qui  donnera  q  en  s,  si  m  est  déjà  donné  en  s. 

Donc,  si  l'on  voulait  que  m  fût  constante,  on  aurait 

a  =  Bs  H : 

1  m 

ce  qui  donne  évidemment  une  ligne  droite  pour  les  méridiens  de  la 
Terre,  et  par  conséquent  un  cône  droit  pour  la  figure  de  la  Terre. 

19.  Jusqu'à  présent  nos  formules  sont  indépendantes  de  la  figure  des 

méridiens  de  la  Terre;  mais,  pour  pouvoir  appliquer  ces  formules  à  la 

construction  des  Cartes  géographiques ,  il  est  nécessaire  de  connaître 

quelle  fonction  de  la  latitude  est  la  variable  u,  que  nous  avons  supposée 

ds 
telle  que  du=  —■>  s  étant  l'arc  du  méridien  compté  depuis  le  pôle  et  q 

l'ordonnée  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  Terre  (3). 

Or,  si  l'on  suppose  la  Terre  sphérique,  ainsi  qu'on  le  fait  communé- 
ment dans  les  Cartes  géographiques,  et  qu'on  prenne,  pour  plus  de  sim- 
plicité, le  rayon  de  la  Terre  pour  l'unité,  on  aura  évidemment 

q  =  sins, 

et  l'arc  s  sera  en  même  temps  la  distance  au  pôle  ou  le  complément  de  la 
latitude.  Donc  on  aura  dans  ce  cas 


dont  l'intégrale  est 


de  sorte  qu'en  ajoutant  une  constante  arbitraire  log£,  on  aura  en  gé- 
néral 

u—  loglA-tang- ), 


du 

_    ds 
sins 

i  — 

coss 

I  H-  COSS 
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et  de  là 

e'»=(fctaiig^)  ; 


ainsi  les  exponentielles  disparaîtront  entièrement,  et  il  n'y  aura  plus  que 
des  sinus  et  cosinus.  Mais,  pour  donner  à  notre  solution  toute  la  généra- 
lité dont  elle  est  susceptible,  il  est  nécessaire  de  déterminer  les  valeurs 
de  q  et  de  u,  sans  s'astreindre  à  l'hypothèse  de  la  Terre  sphérique. 

Nous  supposerons  donc  que  la  Terre  soit  un  sphéroïde  elliptique,  aplati 
par  les  pôles;  et  nous  ferons  le  rayon  de  l'équateur  ou  le  demi-grand  axe 
de  l'ellipse  qui  forme  les  méridiens  égal  à  1,  et  le  demi-petit  axe  de  cette 
ellipse,  c'est-à-dire  le  demi-axe  de  la  Terre,  égal  à  y.  En  prenant  les  ab- 
scisses/? dans  ce  demi-axe  depuis  son  sommet,  conformément  aux  sup- 
positions du  n°  1 ,  on  aura  pour  l'équation  à  l'ellipse 

(i-p?  +  fq2=y\ 

d'où  l'on  tire  par  la  différentiation 

dP  __£?. 


or  il  est  visible  que  ~J-  est  égal  à  la  tangente  de  l'angle  que  la  perpendi- 
culaire à  l'ellipse  fait  avec  l'axe  des  abscisses/?;  ainsi  dans  le  cas  présent 
-J-  sera  égal  à  la  tangente  de  l'angle  qui  exprime  la  distance  au  pôle  ou 

le  complément  de  la  latitude. 

Nommant  donc,  en  général,  z  la  distance  au  pôle  ou  le  complément 

de  la  latitude,  on  aura 

dp 
^=tangs; 


donc 


donc 


'  *     =  tangz; 
i—p 


('  —  p)tangz 
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substituant  cette  valeur  de  q  dans  l'équation  à  l'ellipse,  on  en  tirera 


v/y2-i-tang2a 
et  de  là 

tans;  2 


q 


vy2-!-tang2a 
Différentiant,  on  aura 

,    _  y2tanga  t/tanga  _      y-  cl  langa 

(y2^tang2a)2  (y2  +  tang2a' 

donc 


ris  =  ^/efp2  -1-  dq1  —  '— * s__  rf  tanga  ; 

(y2-Htang2a  2 


mais  on  a  (3)  du  =  —;  donc 


,             y2  i/i  h-  tang2a        , 
""  =  t        ./  2 .,      a?  lang  a 


tangz(yJ+  tang2z)  sina(y2cos2z  -f-  sin2a) 

Soit 

i  —  y2  =  £2, 

en  sorte  que  s  soit  l'excentricité  de  l'ellipse  qui  forme  les  méridiens  de 
la  Terre;  on  aura 


du  = 


y2  dz  __    dz  e2  sin  a  dz 


sina(y2  -+-  e2  sin2a  )       sina        i  —  £2cos2a 


l'intéerrale  de  - —  est 
suis 


i  ,      i  —  cosa 

-  log ==  log  tang  - 

2      °  i  -i-  cosa  D        °  : 


.,.    ..        i     ,       rsinarfa 

I  intégrale  de —  -  est 

i  —  e2  cos2a 
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donc  on  aura,  en  ajoutant  une  constante  arbitraire  \ogk, 


.  2/I  +  E  COSZ 

k  tan  g 


1 


2  \i  —  e  cosz y 

Et,  si  dans  l'expression  de  q  on  substitue  aussi  i  —  e2  à  la  place  de  y-, 

on  aura 

sin.z 

y/l  —  £2  C0S2.Z 

Dans  le  cas  où  la  Terre  est  sphérique  on  a  s  =  o;  donc 
u  =  log  [Iflans- 


ainsi  qu'on  l'a  trouvé  ci-dessus;  or  on  peut  rendre  les  deux  expressions 
de  u  semblables  en  prenant  un  angle  Ç  tel  que  l'on  ait 

Ç  z  Ii  -\-  e  cosz 

tang  -  =tang 


car  alors  on  aura  pareillement 

u  =  log  (/■  tang- 


en  sorte  qu'on  pourra  regarder  l'angle  'Ç  comme  la  distance  au  pôle  cor- 
rigée en  vertu  de  l'aplatissement  de  la  Terre;  et,  comme  l'excentricité  e 
est  fort  petite,  on  pourra  trouver  la  correction  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire 
la  différence  de  Ç  et.  de  s,  exprimée  par  une  série  fort  convergente,  au 
moyen  des  formules  que  j'ai  données  dans  les  Nouveaux  Mémoires  de 
l' Académie  royale  de  Berlin  de  1776  (*).  On  aura  donc  par  ces  formules 

2#2       .  2Ô3       .       n 

L  =  Z  —  2  0  SinZ  H S1I12.Z —  SITIÔZ  +.  . ., 

2  0 

en  supposant 

_  (I  —  i  coszf—  (I  +■  £  cosz)' 


(I  —  £  C0S.Z)2-I-  (I  -+-  £  COSi 
(*)  OEuvres  de  Lagrange ,  t.  IV,  p.  275. 
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ou  bien,  en  réduisant  en  série, 

e<(e-2)(£-4) 

e-  cosz  h ~ —  cos3s 

o  —  4-6 


4 

En  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  s\  on  aura 

„            e2coss       „               £2    . 
0= ;     C  =  z sin22; 

et  cette  approximation  a  toute  l'exactitude  qu'on  peut  désirer. 

20.  Nous  avons  donc  résolu  d'une  manière  générale  le  Problème  géo- 
graphique dont  la  projection  stéréographique  ne  fournit  qu'une  solution 
particulière.  Ce  qui  rend  cette  projection  si  utile  pour  la  construction 
des  Cartes  géographiques,  ce  sont  les  deux  propriétés  dont  nous  avons' 
fait  mention  au  commencement  de  ce  Mémoire,  et  qui  consistent  :  i°  en 
ce  que  chaque  partie  de  la  surface  de  la  Terre  a  sur  la  Carte  une  figure 
semblable  à  celle  qu'elle  a  sur  la  Terre,  et  n'est  altérée  que  dans  sa  gran- 
deur; 2°  en  ce  que  tous  les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  Terre  se  trou- 
vent représentés  sur  la  Carte  par  des  cercles.  Nous  avons  pris  ces  deux 
conditions  pour  les  données  du  Problème,  et  nous  sommes  parvenus  à 
une  solution  générale  qui  renferme  nécessairement  toutes  les  manières 
possibles  de  satisfaire  à  ces  mêmes  conditions.  Comme  il  y  a  plusieurs 
conséquences  à  tirer  de  cette  solution,  nous  les  développerons  dans  la 
suite  de  ces  Recherches,  laquelle  fera  le  sujet  d'un  second  Mémoire. 


SECOND  MÉMOIRE. 

Parmi  les  différentes  méthodes  qu'on  a  imaginées  pour  la  construction 
des  Cartes  terrestres,  il  y  en  a  deux  qui  méritent  principalement  l'atten- 
tion des  Géomètres;  l'une  est  fondée  sur  les  principes  de  la  projection 
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stéréographique  de  Ptolémée,  et  l'autre  dépend  de  la  Théorie  des  lati- 
tudes croissantes.  La  première  est  employée  communément  dans  les  Map- 
pemondes et  dans  les  Cartes  géographiques  proprement  dites,  et  a  l'avan- 
tage que  tous  les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  Terre,  et,  en  général, 
tous  les  cercles  du  glohe  y  sont  aussi  représentés  par  des  cercles;  la  se- 
conde est  destinée  uniquement  aux  Cartes  marines,  et  diffère  surtout  de 
la  précédente  en  ce  que  tous  les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  Terre  y 
sont  représentés  par  des.  lignes  droites.  Mais  elles  ont  l'une  et  l'autre 
cette  propriété  commune,  qu'elles  n'altèrent  point  la  figure  de  chaque 
partie  infiniment  petite  de  la  surface  de  la  Terre;  en  sorte  que  tous  les 
angles  qu'on  peut  former  sur  la  Terre  demeurent  les  mêmes  dans  les 
Cartes  construites  par  ces  méthodes. 

Cette  propriété,  considérée  en  elle-même  et  indépendamment  de  toute 
autre  vue,  donne  lieu  à  une  question  analytique  très-curieuse,  qui  con- 
siste à  déterminer  la  nature  des  courbes  qu'on  doit  tracer  sur  un  plan, 
pour  représenter  les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  Terre  en  sorte  que 
la  même  propriété  y  ait  toujours  lieu.  Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  les 
formules  générales  qui  résolvent  ce  Problème  dans  toute  son  étendue; 
mais  comme  ces  formules  renferment  des  fonctions  arbitraires,  il  en  naît 
une  nouvelle  question  concernant  la  manière  de  déterminer  la  forme  de 
ces  fonctions  en  sorte  que  les  lignes  qui  doivent  représenter  les  méri- 
diens et  les  parallèles  soient  d'une  nature  donnée.  Cette  question  secon- 
daire est  en  quelque  façon  beaucoup  plus  difficile  que  la  question  prin- 
cipale, et  je  ne  sais  même  si  elle  ne  surpasse  pas  les  forces  de  l'Analyse 
connue;  mais,  pour  l'utilité  de  la  Géographie,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
la  résoudre  en  général,  pour  des  méridiens  et  des  parallèles  d'une  figure 
quelconque;  il  suffit  de  la  résoudre  dans  le  cas  particulier  où  les  méri- 
diens et  les  parallèles  doivent  être  des  arcs  de  cercles,  ce  qui  comprend  à 
la  fois  la  projection  stéréographique  et  les  Cartes  réduites;  en  effet  toutes 
les  autres  solutions  ne  seraient  que  de  pure  curiosité,  à  cause  de  la  diffi- 
culté qu'il  y  aurait  toujours  dans  la  pratique  à  tracer  les  courbes  des  mé- 
ridiens et  des  parallèles,  si  elles  étaient  différentes  du  cercle. 

Tel  est  le  Problème  qui  a  fait  le  principal  objet  du  Mémoire  précédent, 
IV.  84 
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et  que  personne,  que  je  sache,  n'avait  encore  tenté  de  résoudre.  La  solu- 
tion que  j'en  ai  donnée  ne  laisse,  ce  me  semble,  rien  à  désirer  du  côté  de 
l'Analyse  ;  mais  comme  il  y  a  beaucoup  de  conséquences  et  d'applications 
a  déduire  de  cette  solution,  j'ai  cru  qu'il  était  à  propos  de  l'examiner  en 
détail;  c'est  à  quoi  sont  destinées  les  Recherches  suivantes,  dans  les- 
quelles je  conserverai  pour  la  commodité  des  citations  la  suite  des  chiffres 
qui  distinguent  les  numéros. 

21 .  Je  remarque  d'abord  que  les  formules  trouvées  dans  le  premier 
Mémoire  (12,  16)  renferment  deux  solutions  différentes',  puisqu'on  a 
vu  (11)  qu'il  est  permis  d'y  changer  i  en  u  et  u  en  t;  mais  j'observe  en 
même  temps  que  la  solution  qui  résulterait  de  cette  permutation  serait 
plus  curieuse  que  commode  pour  la  pratique,  puisqu'elle  renfermerait 
des  exponentielles  de  l'angle  t  et  des  sinus  et  cosinus  de  la  quantité  u  que 
nous  avons  trouvé  être  une  quantité  logarithmique  (19);  au  lieu  que  la 
solution  que  donnent  immédiatement  les  formules  dont  il  s'agit  ne  ren- 
ferme que  des  sinus  et  cosinus  des  angles  t  et  s,  à  cause  de 


eu  =  /i'lan£ 


2  \ i —  ecosz/ 

C'est  pourquoi  nous  nous  contenterons  d'examiner  cette  solution. 

Elle  renferme,  comme  on  voit,  plusieurs  constantes'arbitraires,  dont 
les  unes  contribuent  à  sa  généralité,  mais  dont  les  autres  ne  donnent 
qu'une  généralité  apparente,  puisqu'elles  dépendent  de  la  position  arbi- 
traire des  axes  des  coordonnées;  on  peut  donc,  en  déterminant  ces  der- 
nières d'une  manière  convenable,  gagner  une  plus  grande  simplicité, 
sans  rien  perdre  du  côté  de  la  généralité. 

Pour  cela  j'observe  que,  comme  les  deux  lignes  droites  qui  sont  les 
lieux  des  centres  de  tous  les  méridiens  et  de  tous  les  parallèles  de  la  Carte 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  on  peut  prendre  ces  lignes  mêmes 
pour  les  axes  des  coordonnées. 

Nous  supposerons  donc  que  la  ligne  des  centres  de  tous  les  méridiens 
soit  l'axe  des  coordonnées  y,  et  que  la  ligne  des  centres  de  tous  les  pa- 
rallèles soit  l'axe  des  abscisses  x;  il  faudra  pour  cela  (14,  15)  :  i°  que 
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l'angle  900  —  g  —  h  soit  droit,  ce  qui  donne  g  +  h^o,  et  par  consé- 
quent h  =  —g;  20  que  l'on  ait,  en  général,  X  — o,  ce  qui  donne  A  =  t-t-; 

3°  que  l'on  ait  aussi,  en  général,  yj  —  o,  ce  qui  donnera  B  =  o.  Si  donc 
on  fait  ces  substitutions,  et  qu'on  mette  à  la  place  de  u  et  de  q  leurs  va- 
leurs en  z  du  n°  19;  que  de  plus  on  change  a  en  j-,  b  en  bkc,  ic  en  c,  et 

2g  en  — cg,  ce  qui  est  évidemment  permis,  puisque  a,  b,  c,  g,  k  sont 
des  constantes  arbitraires;  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 


tangi  = 

z  /i-t- 

2COS2 

)■■ 

tan8  2  l ,  _ 

ecosz 

a'6c  — 

620-c 

2  abc  1  a- 

fr  +  iab  cos 
sin[c(£  — 

[c(/- 

■g)]  +  b>e- 

']' 

cï a"-6c -+-  zab  cos[c{t 

-g-)] 

+  6«e-]' 

2«6csin 

[c{t-g)l 

Y  = 

cot[c(i  - 
2a6c 

~  é 

r)] 

c(a26c  — 

b2B-<),     \  = 

a- 

0e  H-  62  0-c 

2  abc 

(a2  0e—  620- 

~c) 

y/i-t! 

'COS22 

sinz  r«26c-t-  2«è  cos[c(f  —  g)]  ■+■  62g-c  1 

Dans  ces  formules  t  est  la  longitude  d'un  méridien  quelconque,  z  le 
complément  de  la  latitude  d'un  parallèle  quelconque  sur  la  surface  de  la 
Terre,  a  l'excentricité  des  méridiens  de  la  Terre;  a,  b,  c,  g  sont  quatre 
constantes  arbitraires;  œ,  y  sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  qui  déterminent 
sur  la  Carte  la  position  d'un  lieu  quelconque  dont  la  longitude  est  t  et 
dont  le  complément  de  la  latitude  est  z;  r  est  le  rayon  du  cercle  qui  re- 
présente un  méridien  quelconque  et  dont  le  centre  doit  être  placé  dans 
l'axe  des  ordonnées  à  la  distance  Y  de  celui  des  abscisses;  p  est  le  rayon 
du  cercle  qui  représente  un  parallèle  quelconque,  et  dont  le  centre  doit 
être  placé  dans  l'axe  des  abscisses  à  la  distance  £  de  celui  des  ordonnées; 
enfin  1  :  m  est  la  proportion  suivant  laquelle  la  grandeur  de  chaque  ré- 

84. 
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gion  de  la  Terre  est  augmentée  ou  diminuée  sur  la  Carte,  en  supposant 
le  rayon  de  l'équateur  égal  à  i . 

22.  En  considérant  les  formules  précédentes,  il  est  aisé  de  voir  qu'il 
en  naîtra  différentes  espèces  de  projections  géographiques,  suivant  qu'on 
donnera  des  valeurs  différentes  à  la  constante  c,  que  nous  nommerons 
pour  cela  V exposant  de  la  projection. 

Et  d'abord,  si  l'on  fait  c  =  o,  on  aura 

i  i 

r  ~~  p  ~~°' 

par  conséquent 

/■  =  x  ,     p  =  ce  ; 

ce  qui  donne  des  lignes  droites  pour  les  méridiens  et  les  parallèles;  c'est 
le  cas  des  Cartes  réduites. 

Pour  déterminer  donc  dans  ce  cas  la  position  des  différents  méridiens 
et  des  différents  parallèles,  on  fera  c  =  o  dans  les  expressions  de  x  et  y, 
ou  plutôt  on  y  supposera  seulement  c  infiniment  petit,  en  observant  que 

l'on  a 

Bc=i-hc\og9,     9-c=i  —  clogG; 

et  l'on  trouvera 

a  —  b  a- -h  62  t  —  g 

iabc{a-\-  b)        iabia-\-bf  '     J        (a-hb)2'' 

or  c  étant  nul,  pour  que  x  ne  soit  pas  infini,  il  faut  que  a  —  b  soit  nul  en 
même  temps  que  c;  donc 

a  —  6  =  cA,     b  =  a  —  ch, 

h  étant  une  constante  quelconque;  substituant  cette  valeur  et  faisant 

c  =  o,  on  aura  donc 

h        logô  t  —  g 

ou  plus  simplement 

x  =  A  +  Blog0,    j  =  C  +  B/, 

A,  B,  C  étant  des  constantes  arbitraires. 


DES  CARTES  GÉOGRAPHIQUES.  669 

Comme  t  est  la  longitude  et  que  6  dépend  de  la  latitude  seule,  il  est 

clair  que 

X—C-hBt 

est  l'équation  commune  à  tous  les  méridiens,  et  que 

x  =  A  -I-  B  logÔ 

est  l'équation  commune  à  tous  les  parallèles.  Ainsi  les  premiers  sont  des 
droites  parallèles  à  l'axe  des  abscisses,  et  dont  la  distance  à  cet  axe  croit 
proportionnellement  à  la  longitude  t;  et  les  derniers  sont  des  droites  pa- 
rallèles à  l'axe  des  ordonnées  et  dont  la  distance  à  cet  axe  croît  propor- 
tionnellement aux  logarithmes  de  6. 

Dans  les  Cartes  réduites  ordinaires  on  suppose  la  Terre  sphérique,  ce 
qui  donne  s  =  o,  et  par  conséquent 

6  =  tang-; 

ce  qui  s'accorde  avec  la  Théorie  connue  de  ces  sortes  de  Cartes.  Mais  en 
tenant  compte  de  l'aplatissement  de  la  Terre,  on  aura 

9  =  tang  -  ; 

ainsi  il  n'y  aura  pour  lors  qu'à  employer  la  distance  au  pôle  corrigée  Ç  (19) 
à  la  place  de  z. 

A  l'égard  de  la  valeur  de  m,  elle  sera,  en  mettant  B  à  la  place  de 


(a- 


B  i/ 1 


23.  Après  avoir  examiné  le  cas  où  la  quantité  c  est  nulle,  nous  suppo- 
serons que  cette  quantité  ait  une  valeur  réelle  quelconque  ;  et  nous  ob- 
serverons d'abord,  en  général,  qu'en  faisant  c  négatif  dans  les  formules 
du  n°  21 ,  on  a  le  même  résultat  que  si  l'on  y  changeait  seulement  a  en  b. 
D'où  il  s'ensuit  que,  pour  avoir  tous  les  cas  possibles,  il  suffit  de  donner 
à  c  des  valeurs  positives. 
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Voyons  d'abord  s'il  y  a  des  méridiens  et  des  parallèles  qui  soient  re- 
présentés sur  la  Carte  par  des  lignes  droites. 

Il  faut  chercher  pour  cela  les  valeurs  de  t  et  de  ô  qui  donnent  r  —  so 
et  p  =  qo  ;  et  il  est  visible  que  la  supposition  de  r  —  <x>  donnera 

sin  [cl  t  —  g)]  =  o, 

et  par  conséquent 

t  =  g    ou    ;  =  i8o°-t-g-; 

et  que  celle  de  p  =  o  donnera 

a' 9e  —  52g-c_0j 

d'où  l'on  tire 

a 

En  faisant  ces  substitutions  dans  les  expressions  de  x  et  y,  elles  devien- 
nent l'une  et  l'autre  nulles.  D'où  l'on  conclura  d'abord  que  l'axe  des  ab- 
scisses est  lui-même  un  méridien  qui  répond  à  la  longitude  t  —  g,  et  que 
l'axe  des  coordonnées  est  lui-même  un  parallèle  qui  répond  à  une  dis- 
tance au  pôle  corrigée  'Ç,  telle  que 

tangi 

Nous  nommerons,  en  général,  centre  de  la  Carte  le  point  dans  lequel 
se  coupent  à  angles  droits  le  méridien  et  le  parallèle  qui  doivent  être  re- 
présentés par  des  lignes  droites;  ce  point  sera  l'origine  des  coordonnées  x, 
y;  le  méridien  rectiligne  sera  l'axe  des  x,  et  le  parallèle  rectiligne  sera 
l'axe  des  y. 

Comme  les  quantités  a,  b,  g  sont  arbitraires,  on  pourra  prendre  un 
lieu  quelconque  de  la  Terre  à  volonté  pour  le  centre  de  la  Carte.  On  fera 
la  longitude  de  ce  lieu  égale  à  g,  et,  la  latitude  étant  nommée  900  —  h, 

on  aura 

b         ,    /  AN 


tang- 
24.  Maintenant  comme  tous  les  méridiens  doivent  se  couper  dans  les 
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pôles,  il  s'ensuit  que  les  pôles  de  la  Carte  seront  placés  dans  l'axe  des 
abscisses.  Pour  les  déterminer  il  n'y  aura  qu'à  faire  s  =  o  et  s  =  1800; 
en  comptant  à  l'ordinaire  les  distances  au  pôle  depuis  le  pôle  boréal  de 
la  Terre,  la  supposition  de  z  —  o  donnera  le  pôle  boréal  de  la  Carte,  et 
la  supposition  de  z  =  180°  donnera  le  pôle  austral.  Or  z  =  o  donne  0  —  o, 
et  z  =  1800  donne  Q  =  co  ;  faisant  donc  ces  suppositions  dans  les  expres- 
sions de  x  et  y,  on  aura  pour  le  pôle  boréal 


i  abc 


et  pour  le  pôle  austral 

i 
2  abc 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  pôles  sont  placés  de  part  et  d'autre  du  centre 
à  distances  égales. 

Nous  nommerons  la  partie  de  l'axe  des  abscisses,  laquelle  est  entre  les 
deux  pôles  et  qui  est  divisée  en  deux  également  par  le  centre  de  la  Carte, 
Y  axe  de  la  Carie,  et  nous  désignerons  cet  axe  par  la  quantité  2  5.  On  aura 


donc  §  =  — j-,  et  de  là 
iabc 


ah  ■ 


cette  équation,  étant  combinée  avec  la  précédente 

a         ,    I         h 
b  =  ±  (tangï 

servira  à  déterminer  les  deux  constantes  a  et  b.  D'où  l'on  voit  que  l'axe 
de  la  Carte  est  aussi  arbitraire,  et  peut  par  conséquent  être  déterminé  à 
volonté  suivant  la  grandeur  qu'on  veut  assigner  à  la  Carte  même. 

25.  Voyons  maintenant  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  tracer 
les  méridiens  et  les  parallèles  d'une  Carte  dont  le  centre  et  l'axe  sont 
donnés. 
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Soit  C  le  centre  de  la  Carte  {fig.  i),  B  son  pôle  boréal,  en  sorte  que 
BC  =  â;  du  centre  C  et  du  rayon  BC  soit  décrit  le  cercle  BDAE,  et  soient 
tirés  les  deux  diamètres  BCA,  DCE  perpendiculaires  entre  eux;  le  point  A 
sera  le  pôle  austral  de  la  Carte;  le  point  C  sera  l'origine  des  coordon- 


Fig.  i. 


nées  x,  y;  la  ligne  AB  sera  l'axe  de  la  Carte  et  en  même  temps  l'axe  des 
abscisses  x,  lesquelles  seront  positives  en  allant  de  C  vers  A,  et  négatives 
en  allant  de  C  vers  B;  et  la  ligne  DE  sera  l'axe  des  ordonnées  y,  les- 
quelles seront  positives  en  allant  de  C  vers  D,  et  négatives  en  allant  de  C 
vers  E.  Les  centres  des  cercles  qui  représenteront  les  différents  méridiens 
de  la  Carte  seront  placés  sur  la  ligne  DE  (prolongée  de  part  et  d'autre  s'il 
est  nécessaire]  à  la  distance  Y  du  point  C,  et  leurs  rayons  seront  égaux 
à  r;  et  les  centres  des  cercles  qui  représenteront  les  parallèles  seront 
placés  sur  la  ligne  BA  à  la  distance  g  du  point  C,  et  leurs  rayons  seront 
égaux  à  p.  Ainsi  l'on  pourra  décrire  ces  différents  cercles  au  moyen  des 
formules  du  n°  21,  aussitôt  qu'on  aura  déterminé  les  constantes  a,  b,  g 
ainsi  que  nous  l'avons  enseigné  clans  le  numéro  précédent.  Mais,  pour 
faciliter  ces  opérations  autant  qu'il  est  possible,  nous  allons  les  ramener 
à  des  constructions  très-simples  et  très-commodes  pour  la  pratique. 
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26.  Et  d'abord,  pour  ce  qui  regarde  les  méridiens,  je  vais  déterminer 
les  points  où  chaque  méridien  coupe  l'axe  DE  prolongé  s'il  est  néces- 
saire. Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  chercher  les  valeurs  de  y  qui  répondent  à 
_x  =  o  dans  les  formules  du  n°  21.  Or,  faisant  œ  =  o,  on  a 

«20c  —  b26~c=o\ 

donc,  en  prenant  le  carré,  on  aura  aussi 

a(62c—  2a2b2-h  ô'i0-2c  =  o; 

ajoutant  de  part  et  d'autre  la  quantité  lia2b2  et  tirant  la  racine  carrée, 

on  aura 

«:0c-t-  b7e-c==tiab; 

cette  valeur  étant  substituée  dans  l'expression  de  y,  elle  deviendra 

y=  sm[c(t-g)] 

2<ibc\cos[c(t  —  g)]  rhij 

ou  bien,  par  les  formules  trigonométriques  connues,  et  à  cause  de 
labc 


„          c{t  —  s)  .        c(t 

j-  =  âtang— sJ.    ou    =—  âcot^— 


On  prendra  donc  les  arcs  BT  et  AT'  d'un  nombre  de  degrés  égal  à 
l'angle  c(t  —  g),  t—  g  étant  la  différence  de  longitude  entre  le  méri- 
dien qu'il  s'agit  de  tracer  et  le  méridien  qui  passe  par  le  lieu  qu'on  sup- 
pose être  au  centre  de  la  Carte;  et  ayant  tiré  du  point  A  les  cordes  AT, 
AT',  les  points  M,  N,  où  ces  cordes  coupent  la  ligne  DE  prolongée  s'il  le 
faut,  seront  les  deux  extrémités  du  diamètre  MN  du  cercle  qui  repré- 
sentera le  méridien  cherché;  en  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  décrire 
ce  cercle  du  centre  placé  au  milieu  de  la  ligne  MN;  et  il  est  facile  de 
démontrer  par  la  Géométrie  que  ce  cercle  passera  en  même  temps  par 
les  points  A  et  B  qui  sont  les  pôles  de  la  Carte.  Cette  construction  suit 

évidemmentde  ce  que  l'angle  BAT  est  égal  à  — —  ■>  et  l'angle  BET' 

IV.  85 
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go° si;  de  sorte  que  CA  étant  égal  à  §, 


C{t-g) o  C(l- 


CM  =  ôtang^ — ê2,      CN: 


27.  Venons  maintenant  aux  parallèles,  et  cherchons  de  même  les 
points  où  chaque  parallèle  doit  couper  l'axe  BA.  On  supposera  donc 
y  =  o,  ce  qui  donnera 

sin[ç(f  —  g-)]  =  o> 
et  par  conséquent 

c(t  —  g)  =°     OU     =i8o°; 

on  fera  cette  substitution  dans  l'expression  de  ce  et  l'on  aura 

_  aJ0c— 620~c 

~  2abc(a29cdz  lab  ■+-  620-c)' 

ce  qui  se  réduit  à 

a6+b6   2  ^  a 


ibc\aQ;±bB    V       zabc  \frzt-j 


Or 

0  =  tangÇ, 

Ç  étant  la  distance  au  pôle  corrigée  du  parallèle,  et 
-  =  ±    tang--     > 


h  étant  la  distance  au  pôle  corrigée  du  lieu  qui  répond  au  centre  de  la 
Carte,  laquelle  est  supposée  donnée,  les  signes  ambigus  étant  d'ailleurs 

à  volonté;  donc,  puisque  — j—  =  5,  on  aura 


tang-     =F    tanS- 


tang- 


En  prenant  les  signes  supérieurs  on  aura  la  distance  CQ,  et  en  prenant 
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les  signes  inférieurs  on  aura  la  distance  CP;  et  le  cercle  décrit  sur  le  dia- 
mètre PQ  sera  le  parallèle  cherché. 

28.  Si  l'on  suppose  c  =  i,  alors  la  formule  précédente  devient 

h  ?  .    h  qz  Ç 

tane- qztane-  sin — =!^ 

x  =  —  ô =  —  d  , ,  , 

«    ,            C                  .    »  ±  C  ■ 
tang-±tang-  sin 

2  2  2 

laquelle  est  très-commode  pour  le  calcul  logarithmique.  Pour  la  con- 
struire, on  changera  sin    ~*~     en  son  équivalent 

sin  A )  =  sin  h  cos cos  h  sin ; 

\  2      /  2  2 

et  substituant  on  aura 

x  =  à  cos  li  —  ô  sin  n  cot ■ 

Qu'on  prenne  l'arc  AH  d'un  nombre  de  degrés  égal  à  l'angle  h,  et  les 
arcs  BZ,  BZ'  d'un  nombre  de  degrés  égal  à  l'angle  Ç;  et  que  du  point  H 
on  tire  les  sécantes  HZP,  HQZ',  qui  coupent  l'axe  AB  en  P  et  en  Q;  ces 
deux  points  seront  ceux  par  lesquels  devra  passer  le  cercle  du  parallèle 
dont  il  s'agit. 

En  effet  il  est  clair  qu'on  aura  (en  menant  la  corde  HGH'  perpendicu- 
laire à  l'axe  BA) 

CG  =  ôcos/i,     GH  =  ôsinA; 

de  plus  l'angle  Z'HH'  sera  — '-■>  et  l'angle  ZHH'  sera  — — -; 

donc 

GQ  =  ôsinAcot- — -■>     GP  =  âsin/i  cot  '~  '; 


par  conséquent 

CQ  =  è  sin  h  coi —  6  cos  h, 


85. 
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et 

CP  =  àsinAcot ôcosA; 

2 

donc 

x  —  —  CQ     ou     =  —  CP  ; 
donc,  etc. 

29.  Si  du  centre  G  et  du  rayon  GH  on  décrit  le  cercle  Rzbz'W,  et 
qu'on  prenne  sur  la  circonférence  l'arc  Eb  d'un  nombre  de  degrés  égal 
à  h,  et  les  arcs  bz,  bz'  d'un  nombre  de  degrés  égal  à  Ç;  qu'ensuite  on  tire 
les  sécantes  Hz,  Rb,  Hz'  prolongées  jusqu'à  l'axe  AB,  elles  couperont 
cet  axe  dans  les  points  P,  B,  Q.  Car  on  aura 

i>       i    ;  un       i8o°—  A                               i8o°—h—'C    .,       .      TT„       i8o°— A-t-Ç 
I  angle  6HG  = ,  1  angle  z'HG= i  1  angle  zHG  = -: 

donc 

A  —  t                                h-h'Ç 
GP  =  o  sinA  cot -j     GQ  =  ôsinAcot -■> 

GB  =  â  sin  h  cot  -  =  aâ  cos2  -  =  â  +  è  cos  A  ; 

2  2 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  ci-dessus. 

Cette  dernière  construction  sera  utile  lorsque  la  position  du  point  G 
de  la  Carte  ser'a  donnée,  à  la  place  de  celle  du  centre  C;  et  nous  verrons 
plus  bas  que  ce  point  G  a  la  propriété,  que  la  quantité  m  y  est  un  mini- 
mum dans  l'hypothèse  de  la  Terre  sphérique  (36). 

D'ailleurs,  pour  peu  qu'on  examine  cette  construction,  il  est  aisé  d'en 
voir  la  conformité  avec  celle  qui  résulte  des  principes  de  la  projection 
stéréographique  ordinaire;  la  longitude  g  et  la  distance  au  pôle  h  seront 
celles  qui  répondent  au  lieu  de  l'œil  sur  la  surface  du  globe;  et  le  point  G 
dé  la  Carte,  qui  répond  à  la  même  longitude  g-  et  à  la  distance  au  pôle 
i8o°  —  h,  sera  le  centre  de  la  projection,  c'est-à-dire  le  point  du  plan  de 
projection  par  lequel  passe  le  diamètre  du  globe  qui  aboutit  au  lieu  de 
l'œil;  enfin  la  ligne  GH  sera  égale  à  la  dislance  de  l'œil  à  ce  même  plan. 

De  là  on  conclura  donc  que  le  cas  de  c  =  i  donne  la  projection  stéréo- 
graphique  connue;  et  qu'ainsi  nos  formules  générales  renferment  à  la 
fois  les  deux  espèces  les  plus  usitées  de  Cartes  géographiques.  De  plus 
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on  voit  par  ces  formules  avec  combien  de  facilité  on  peut  tenir  compte 
de  l'aplatissement  de  la  Terre  dans  la  même  projection,  puisqu'il  ne 
s'agit  que  d'y  prendre,  à  la  place  de  la  vraie  distance  au  pôle  z,  la  dis- 
tance corrigée  Ç,  que  nous  avons  vu  (19)  être  à  très-peu  près  égale  à 


30.  Sur  la  surface  de  la  Terre  la  circonférence  de  chaque  parallèle  est 
divisée  par  les  méridiens  en  parties  proportionnelles  aux  différences  de 
longitude;  voyons  donc  comment  la  circonférence  des  parallèles  de  la 
Carte  sera  divisée  par  les  méridiens. 

Qu'on  mène  du  pôle  B  au  point  R  la  droite  BR,  et  qu'on  abaisse  du 
point  R  la  perpendiculaire  RS  sur  l'axe  AB;  il  est  visible  que  la  tangente 

de  l'angle  RBA  sera  égale  à  =r=-  Or 

RS  =  j,     BC  =  Ô,     CS  =  — *; 

donc 

BS  =  à  -+-  x, 


et  par  conséquent 


tangRBA=^. 


Qu'on  substitue  pour  x  et  y  leurs  valeurs  données  par  les  formules  gé- 
nérales du  n°  21,  et  l'on  trouvera,  à  cause  de  8  = 


tangRBA 


2  abc 

bsm[c{t  —  g)] 


«8C+  bcos[c{t  —  g)] 
Or  on  a  dans  les  formules  du  n°  27  (en  prenant  les  signes  supérieurs) 

6  —  aBc 


donc 


donc 


X       iabc{aBc+by 


BQ  =  a  -  CQ  =  ,    .    . j-,     AQ  =  ô  +  CQ= , 

bc{adc-\-b)  ^  ac(at 


BQ  _  a6c 
AQ—    b 
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cette  valeur  étant  substituée  dans  l'expression  précédente  de  tangRBA, 

on  aura 

AQsin[c(f-g)] 


tangRBA: 


BQ-+-AQcos[cU-  -g-)]' 


ce  qui  fournit  la  construction  suivante  pour  trouver  l'angle  RBA. 

Qu'on  décrive  du  centre  Q  et  du  rayon  QA  un  cercle,  et  qu'on  divise 
la  circonférence  de  ce  cercle  à  commencer  du  pôle  A  en  parties  qui  ré- 
pondent aux  angles  c(t  —  g);  qu'on  mène  ensuite  de  l'autre  pôle  B  à 
chacune  de  ces  divisions  des  lignes  droites  BR  prolongées  s'il  est  néces- 
saire; ces  lignes  diviseront  le  parallèle  PRQ  en  parties  QR  correspon- 
dantes à  la  différence  de  longitude  g  —  t  entre  les  méridiens  BA  et  BRA. 

Le  cercle  dont  il  s'agit  s'appelle,  à  cause  de  cette  propriété,  un  cercle 
diviseur;  et  dans  la  projection  stéréographique  pour  laquelle  on  a  c  =  i, 
les  arcs  de  ce  cercle  exprimeront  précisément  les  différences  de  longitude. 

31 .  Qu'on  mène  aussi  du  pôle  A  au  même  point  R  la  droite  AR,  et 
qu'on  nomme  >.  la  droite  BR,  \x  la  droite  AR,  il  est  visible  qu'on  aura 


l  =  s/(ô-hx)2-h  y\     fx=  v/(ô  —  x)2  +  j2; 

qu'on  substitue  pour  x  et  y  leurs  valeurs  (21)  en  se  rappelant  que 

§  =  — j—,  il  viendra 
labc 

a28!c-i-  2ab  6e cos[c{t  —  g)]+  b2 6^ 


b2c2[a2Bc^-2abcos[c{t—g)]-hb2e-cY       b2c'[a26c-hiab  cos[c{t— g)]+b*6-c~] 

2_     b-9-'e-\-2abô-ccos[c(t—g)}-ha2 6~c 

~  a2c2[a2Bc-h2ab  cos[c{t—g)]-\-b26-cY       a2c2\a2Qc+iabcos[c(t— g)]-+-b2e-']  ' 

d'où  l'on  tire 

l2  _  a2B2c       1  _aBc 
y}  b'  p.  b 

2°  -^—2  =  a2b2ci\a2Bc+  2ab  cos[c(>  —  g)]  +  626-c]2; 
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et  de  là 

y-  =  ab cAa? 9e ■+-  lab  cos[c(t  —  g)]  -h  è2 ©— cl . 

Qu'on  substitue  dans  cette  dernière  équation  pour  6e  sa  valeur  —  tirée 
de  la  première,  on  aura 

^  =  ^^+acos[c(*-g)]  +  Ç], 

savoir,  en  multipliant  par  Xjjl  et  substituant  pour  abc  sa  valeur  — y 

4<52:=  l2  +  2.1[JLC0S[c(t  —  §•)]  +  [>■■■ 

Or,  en  considérant  le  triangle  BRA,  dans  lequel 
BA  =  aô,     BR  =  ^,     AR  =  ,!/, 
on  a,  comme  on  sait, 

{ièy=V—  aX^cosBRA  -+-  p. 
Donc,  en  comparant  cette  équation  à  la  précédente,  on  aura 

—  cosBRA  =  cos[c(*  —  g)], 

et  par  conséquent 

BRA=i8o°— c(f  —  g). 

De  sorte  qu'on  aura  t  —  g,  c'est-à-dire  la  différence  de  longitude  des 

méridiens  BA  et  BRA,  ésale  à      °  ~ 

A  l'égard  de  la  première  équation 

l       aB° 


si  l'on  y  substitue  pour  S  et  pour  -  leurs  valeurs  tang-  et  (  tang- )  ,  et 
qu'on  en  tire  la  racine  c'ème,  elle  donnera 


tang 


IV      /RB 


h       \u.  \RA 

tang-        sr 
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équation  par  laquelle  on  connaîtra  la  distance  au  pôle  Ç  du  parallèle  RQ, 
en  supposant  connue  la  distance  au  pôle  h  du  parallèle  DCE. 

32.  En  général  on  voit  par  les  formules  précédentes  que,  les  lieux  des 
pôles  A  et  B  d'une  Carte  étant  connus,  et  sachant  de  plus  la  longitude  / 
et  la  distance  au  pôle  Ç  d'un  lieu  quelconque  R,  on  pourra  connaître 

Fig.  2. 


aisément  la  longitude  t'  et  la  distance  au  pôle  Ç  d'un  autre  lieu  quel- 
conque R'  {fig.  2).  Car  ayant  joint  les  droites  RB,  RA,  R'B,  R'A,  on 
aura  pour  le  lieu  R 


i8o°  —  BRA 

b  C 

et  de  même  pour  l'autre  lieu  R' 

i8o°—  BR'A 
t'  —  s— • 


tang- 


tang- 


R'B\" 

R'AJ  ' 


donc 


et 


ou  bien 


t'  —  t  — 


BRA— BR'A        R'AR-R'BR 


lang  — 


tang 


tang—  :  tang  - 


R'B   RAy 
RB    R'4/  ' 

R'By".  /RBV 
R'AJ    •  \RA/ 
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33.  S'il  n'y  avait  que  le  lieu  d'un  des  pôles  B  de  donné,  mais  que  l'on 
connût  les  longitudes  t,  t'  et  les  distances  au  pôle  Ç,  Ç'  de  deux  lieux 
quelconques  R,  R',  on  pourrait  par  leur  moyen  trouver  la  longitude  et 
la  distance  au  pôle  d'un  autre  lieu  quelconque.  Toute  la  difficulté  se  ré- 
duit, comme  on  voit,  à  trouver  le  lieu  de  l'autre  pôle  A. 

Ayant  joint  les  trois  lignes  BR,  BR',  RR',  il  est  clair  que  le  triangle 
BRR'  est  donné  de  grandeur  et  de  position;  soit  A  le  lieu  cherché  de 
l'autre  pôle,  et  qu'on  mène  aussi  les  droites  RA,  R'A;  on  aura  d'abord 
par  le  numéro  précédent 

R'AR=R'BR  -hc(t'—t), 

de  sorte  que  l'angle  au  pôle  R'AR  sera  connu.  Qu'on  décrive  donc  sur  la 
corde  RR'  un  cercle  RR'A  capable  de  l'angle  RAR',  et  le  pôle  cherché  A 
se  trouvera  nécessairement  sur  la  circonférence  de  ce  cercle. 
On  aura  ensuite  (32) 

RA   _  RR  /ta"gf  V 

R'A        R'Bl  Ç    /  ' 

\tang-/ 

en  sorte  que  le  rapport  des  lignes  RA,  R'A  sera  aussi  connu. 

Qu'on  tire  au  point  A  la  tangente  AV  au  cercle,  laquelle  rencontre 
en  V  la  corde  RR'  prolongée;  on  sait  que  l'angle  R'AV  est  égal  à  l'angle 
VRA,  et  qu'ainsi  les  triangles  ARV,  R'AV  sont  semblables:  ce  qui  donne 

RA  :  R'A  =  RV  :  VA  =  VA  :  R'  V, 

et  par  conséquent 

RÂ2:  RÂ2  =  RV:  R'V;     donc     RA=  -  RaMtÂ^  RR' :  R'V. 

Ainsi  l'on  trouvera  le  point  V  sur  la  sécante  RR'V,  duquel  tirant  ensuite 
une  tangente  au  cercle,  le  point  de  contact  A  sera  le  lieu  du  pôle  cherché. 

34.  Enfin,  si  l'on  ne  connaissait  que  les  longitudes  t,  t',  t"  et  les  dis- 
tances au  pôle  'Ç,  Ç',  Ç"  de  trois  lieux  quelconques  R,  R',  R"  donnés  de 
position  sur  la  Carte,  on  pourrait  déterminer  les  lieux  des  pôles  B  et  A; 

IV.  86 
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et  par  leur  moyen  les  longitudes  et  les  latitudes  de  tous  les  autres  lieux 
de  la  même  Carte.  Car  ayant  mené  des  trois  lieux  donnés  R,  R',  R"  aux 
deux  pôles  cherchés  A  et  B  les  six  droites  RA,  R'A,  R"A,  RB,  R'B,  R"B, 
on  aura  (32) 

BR'A  —  BRA  =  cU—  t1),     BR"A-BR'A  =  t(«'-  t"), 
BB     R'B     R"B        /         KV     I         K'V     (         Ç" 

RÂ  :  Wï  :  WI  =  (lan^)  :  llangTJ  :  itanëT 

ce  qui  fournit  comme  on  voit  quatre  équations,  lesquelles  suffiront  pour 
la  détermination  des  deux  points  A  et  B. 

Le  Problème  dont  il  s'agit  se  réduit,  en  général,  à  celui-ci  :  Trois 
points  R,  R',  R"  étant  donnés,  construire  sur  une  même  base  AB  trois 
triangles,  dont  les  sommets  soient  aux  points  donnés,  et  qui  soient  tels  : 
i  °  que  les  différences  des  angles  au  sommet  BR  A ,  B  R'A ,  B  R"A  soient 
données;  2°  que  les  raisons  des  côtés  qui  comprennent  ces  angles,  c'est- 
à-dire  tt-t!  -^i-Ti  -rrrrri  soient  entre  elles  dans  des  rapports  donnés. 
RA     R'A     R  A  ll 

Or  ce  Problème  me  paraît  assez  difficile  à  résoudre  par  la  Géométrie; 
et  quant  à  la  solution  algébrique,  je  ne  l'ai  pas  tentée,  soit  pour  ne  pas 
trop  m'écarter  de  mon  sujet,  soit  aussi  parce  qu'il  me  semble  qu'elle  ne 
serait  d'aucun  usage,  à  moins  qu'on  ne  put  la  ramener  ensuite  à  une  con- 
struction aisée. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  entreprendre  cette  solution,  on  pourrait  aussi . 
se  servir  des  formules  générales  du  n°  21.  Car  en  supposant  que  les  coor- 
données x,  y  répondent  au  point  R,  et  désignant  par  x' ,  y'  les  coordon- 
nées pour  le  point  R',  et  par  x",y"  les  coordonnées  pour  le  point  R",  on 
aura  ces  trois  équations 

{x'  —  xf  -+-  {y'  —  y?  =  RR'  , 
[x"—  xy  -+-  { y"—  y}''  =  RR"  , 
(  x"—  x'  j]+  \  y"—  y'  )''=  R'  R"   . 

Substituant  donc  pour  x,  y,  x',  y',  x",  y"  leurs  valeurs,  dans  lesquelles 
les  quantités  t,  t',  t",  ainsi  que  6,  6' ,  5"  sont  données,  on  aura  trois  équa- 
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tions  qui  serviront  à  déterminer  les  trois  constantes  a,  b,  g;  et  le  Pro- 
blème sera  résolu  dès  que  les  valeurs  de  ces  constantes  seront  connues. 
Par  le  moyen  de  ce  Problème  on  pourra  donc  construire  une  Carte  géo- 
graphique dans  laquelle  trois  lieux  quelconques  seront  placés  a  volonté; 
ce  qui  peut  être  utile  dans  quelques  occasions. 

35.  Considérons  présentement  l'altération  causée  par  la  projection 
dans  la  grandeur  des  différents  lieux  de  la  surface  de  la  Terre,  et  voyons 
les  moyens  de  la  diminuer.  Nous  avons  déjà  vu  (21)  que  le  rayon  de 
l'équateur  de  la  Terre  étant  supposé  égal  à  i,  la  grandeur  naturelle  de 
chaque  lieu  est  augmentée  ou  diminuée  dans  la  Carte  suivant  la  propor- 
tion de  i  :  m,  la  quantité  m  étant  déterminée  par  cette  formule 


V 


sin^a^-t-  o-ab  cos[c(i  —  g)]  -+-  628_e] 

i  K 

laquelle,  en  mettant  —  à  la  place  de  abc,  tang-  à  la  place  de  S  et 

tang-)    à  la  place  de  ->  se  change  en  celle-ci 


2C<5  \l  i  —  e2  cos2.z 

sin  z 

) 

/tang|\ 

|  -i-  icos[c(t  —  g) 

H 

/tang  J  V 

h 
>  tang  -y 

Vtangi/_ 

Il  est  d'abord  évident  que,  par  rapport  à  la  variable  t,  la  valeur  de  m 
sera  la  plus  petite  lorsque  t  =  g,  auquel  cas  la  variation  de  m  sera  nulle: 
car  en  faisant  t  =  g  -\-  a,  on  aura,  tant  que  a.  sera  très-petite, 


cos[c(<  —  g-)]  =  I 


2.3.4 


où  l'on  voit  que  le  terme  qui  contient  la  première  puissance  de  a  ne  se 
trouve  pas;  quant  au  terme  qui  contient  a2,  il  sera  impossible  de  le  dé- 
truire, à  moins  de  supposer  c  =  o,  ce  qui  donne  le  cas  des  Cartes  ré- 
duites (22)". 

Or,  g  étant  la  longitude  du  méridien  rectiligne  BA  de  la  Carte,  il  s'en- 

86. 
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suit  que  les  lieux  placés  sous  ce  méridien  sont  ceux  dont  la  grandeur 
est  la  moins  altérée  en  longitude  par  la  projection;  reste  donc  à  cher- 
cher la  latitude  du  lieu  qui  sera  en  même  temps  sujet  à  la  moindre  alté- 
ration en  latitude.  Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  différentiel'  la  valeur  de  m,  en 
y  faisant  varier  z  seul,  et  faire  ensuite  la  différentielle  nulle.  Ce  calcul 
n'a  aucune  difficulté,  mais  pour  le  simplifier  davantage  il  sera  à  propos 
de  faire  abstraction  de  l'excentricité  £  de  la  Terre,  laquelle  étant  en  effet 
très-petite  peut  être  négligée  sans  erreur  sensible,  surtout  dans  la  re- 
cherche présente. 

36.  Nous  allons  auparavant  mettre  la  valeur  de  m  sous  une  forme  un 
peu  différente  et  plus  commode  pour  le  calcul,  en  y  introduisant  à  la 
place  des  variables  6  et  t  les  distances  \  et  p..  Pour  cela  on  substituera 
d'abord  à  la  place  de 

a20c  +  2ab  cos[c(t  —  g)]  -+-  62ô_c 

I  2(5 

sa  valeur  trouvée  (31)     ,  ,,    ,  ou  bien  -=--,  ce  qui  donnera 
v      '  abc2 Au.  clfj.         ^ 


clu.  i/i  —  e2  cos2z 

m  =  — r  v  -    . 

20  sin  2 

Ensuite  on  aura,  par  le  même  numéro, 

'Ç  à/l\c  z  li  -+-  ecos.z\2  „.. 

tang- =  tang-    -      =  tang- )    (21; 

D2  D2\u/  °2\i  —  ecoszj 

moyennant  quoi  on  pourra  éliminer  l'angle  z. 

Négligeons  les  termes  affectés  du  carré  s2  de  l'excentricité  des  méri- 
diens; on  aura 

du.  z  h  I  k 

m=     .   .  —  i      tang- =iang-l  ~ 

2  o  sin  Z  2  D  2  \  U. 

or,  comme  on  sait, 

2  tang  £ 

sin  z  = : 


r  -4-  tang2  - 
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donc,  substituant  la  valeur  précédente,  on  aura 


f/   /     cot — i-  A  jj.     tang- 


et  par  conséquent 

c   ( -,1+\-    <~T-  h         <~    '+7.       h 

expression  générale  de  la  valeur  de  m  pour  un  point  quelconque  R  de  la 
Carte,  laquelle  ne  dépend  que  des  deux  distances  X  =  RB,  p.  =  RA  de  ce 
point  aux  deux  pôles. 

37.   Si  l'on  fait  c  =  i  pour  avoir  le  cas  de  la  projection  stéréogra- 
phique  (29),  on  aura  • 

A-tang — h  a2 cot-       ■,„,,,, 
_  bz       r         2  _  A'-t-p'  —  (A2—  p?)  cosh 

2a  zès'mh 

Or  on  a  [fig.  1 ,  page  672) 


A2  =  RB    =RS   +  BS  =RS   +  CB  —  CS 


fx*=RA    =RS   -(-SA  =RS   +  CA  +  CS  ; 
donc  (à  cause  de  CA  =  CB)  on  aura 


de  plus  on  a 
donc 


AI-4-|a2=2RS   H-2CA"+2CS  , 
A2  —  fx2=-4CAxCS; 

CAcos/«  =  CG,     Ôsin/î  =  CAsinA  =  GH," 

RS'  -1-  CÂ'  -+-  CS'  -+-  2CS  x  CG 


GH 

or 

CÂ2  =  CG!-i-GH2; 

et,  joignant  les  points  G,  R  par  la  droite  GR,  on  a  aussi 

GRJ  =  RS2  -h  SG2  =  RS2  -+-  CS2  -+-  2CS  x  CG  4-  CtT 
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donc  enfin  on  aura 

GR2  +  GH2 


~~         GH 

On  voit  par  cette  formule  que  la  valeur  de  m  sera  la  plus  petite  dans 
le  point  G,  qui  répond  à  une  distance  au  pôle  z  =  BH'=i8o°—  h,  et  qui 
est,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  dans  le  n°  29,  le  centre  de  la  projection 
stéréographique;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  par  la  nature  de  cette  pro- 
jection. 

38.  Comme  l'exposant  c  de  la  projection  est  à  volonté,  voyons  si  par 
son  moyen  on  peut  diminuer  davantage  les  variations  dé  la  quantité  m. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  (35)  que  les  minimums  de  cette 
quantité  doivent  tomber  nécessairement  dans  des  lieux  placés  sur  le  mé- 
ridien rectiligne  AB.  Or  lorsque  le  point  R  tombe  sur  AB,  on  a  évidem- 
ment 

A-H(/  =  AR  =  2Ô; 

de  sorte  que,  si  la  quantité  X  varie  par  exemple  d'une  quantité  quelcon- 
que ]3,  la  quantité  p  devra  varier  en  même  temps  de  la  quantité  —  /3. 

Substituons  donc,  dans  l'expression  générale  de  m  (36),  X  +  |3  à  la 
place  de  X,  et  p  —  j3  à  la  place  de  p.;  et,  regardant  la  quantité  |3  comme 
très-petite,  poussons  la  précision  jusqu'aux  j32;  nous  aurons  la  formule 
suivante 

c   f>+:.    ■-;  h        *-\    '+7.        h 

m=—;\l    c[x    ctang--t-X      p.      cot- 


cST/c  +  i  ,|.    '-7.       c—  1  .'+7.    -;V        h 


C  +  I.x-Ï      I\  A"| 

—  X    Vjcot-J 


4    Hr^     f* r-  X>   ' -r~  X     >      c)  tang- 

20    L\    2C1  C-  r  C1  /  2 

/       C  —  I  ,-;->     '-'-7.        C1—  1  ,-;    7        C-Hi  ,'- 7.    -^jN         Al 

-h X    '      u     c —  X    ctx'-\ —  X     '  ix  1  COt  - 
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Pour  faire  évanouir  dans  cette  expression  de  m  les  ternies  affectés  de 
la  première  dimension  de  j3,  on  aura  l'équation  suivante 


li 
cot-  =  o, 


(c-M)}.cft    c— (c—  i)l    cy.   c   tang — 1-  I  (c — i )>   cjj.    ''— (c-i-i')X    c(j.'\ 

savoir,  en  faisant  -  =  n  et  réduisant, 

F- 

n  [c  -h  i—  (c  —  i)n\  tang — \-  n     [c  —  i-(c  +  i)«]  cot-  =  o, 


équation  qui  donnera  le  minimum  de  la  quantité  m,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  c. 

Si  l'on  veut  détruire  aussi  les  termes  affectés  du  carré  |32,  on  aura  cette 
autre  équation 

nc  [c+ 1  — 2  (cJ—  i  ) n—  (c—  i  )  n2]  tang n  c  [c—  i  + 1{ c2—  i  )n— ( c+ 1  )n']  cot  -  =o; 

et  l'on  pourra  satisfaire  à  la  fois  à  ces  deux  équations  au  moyen  des 
quantités  c  et  n  regardées  comme  inconnues. 

39.  Or  si  l'on  nommera  la  distance  au  pôle  élevé,  ou  le  complément 

de  la  latitude  du  lieu  situé  sur  le  méridien  rectiligne  BA,  pour  lequel  les 

deux  équations  dont  il  s'agit  seront  observées,  on  aura,  en  substituant 

dans  la  formule  du  n°  36 

z  h  II 

tang-  =  tang-    - 

2  2\|i 

ra  à  la  place  de  z  et  n  à  la  place  de  -*  on  aura,  dis-je, 

w  3.         Il 

tang  —  =  n  tang-; 

donc,  à  cause  de 

h  i 

cot-  = 


h 

tang- 
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les  deux  équations  du  numéro  précédent,  étant  multipliées  par  m  tang-? 
deviendront 

[c-h  i  —  (c  —  i)n]  tang2 hc-i-(c  +  i)»  =  o, 

[c  -+- 1  —  i{c-  —  i)n  —  (c  —  i)  n2]  tang2 c  -+- 1  —  2(c2  —  i)  n  -+-  (c  -+- 1)  n2  =  o. 

La  première  donne 

(c-t-  i)  tang2  — h  c  —  i 


[c  —  i)  tang2 — h-  c  -+■  i 


et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde,  elle  deviendra,  après 
avoir  fait  évanouir  les  fractions, 


(c  +  i)(c-  i)2—  (c  —  i)(e-t-  i)2—  2(c2—  i)2    1 1  +  tang6 

-M   2(C—  l)iC+l)!-  2(C-M)(C—  i)2—  2(C2—  I|(C  —  i)2 

—  2(c2  — i)  (c  +  i)2+  (c  +  i)3—  (c  — i)3  — 2ic2  — i)2    (tang2 — t-tang1-  )=o, 
laquelle  se  réduit  à  celle-ci 

(c2— i)  (  i  -i-  tang6- ]  -f-(3c2—  7)  (tang2-  -1-  tang4-)  =0; 
d'où  l'on  tire 


1  -+-  7  tang2 1-7  tang'  — 1-  tang6  - 


i  -4-  tang2  - 


4  tang2  - 

C2  =  I  -t-  -; r-;  =i-i-4  sin2  -  COS2  -  7 

„ro\2  2  2 

i  -+-  tang2 


ou  plus  simplement 

c2  =  1 -t- sin2ro     et     c  =  y/'  "+~  sin2sj. 
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Ayant  c,  on  aura  n  par  la  formule  ci-dessus,  laquelle  peut  se  mettre 

sous  cette  forme  plus  simple 

c  —  cosro 

n  = 

c  -+-  cosro 

La  valeur  de  c  sera  l'exposant  de  la  projection  (22),  et  la  valeur  de  n 

RK 

donnera  le  rapport  -pu  des  parties  de  l'axe  BA  de  la  Carte  pour  le  point  K 

dans  lequel  les  conditions  proposées  auront  lieu,  et  dont  la  longitude 
sera  g  et  la  latitude  900  —  ts. 

40.  Le  lieu  dont  il  s'agit  aura  donc  la  propriété,  que  la  quantité  m  sera 
à  peu  prés  constante  dans  tous  les  lieux  circonvoisins;  en  sorte  que  les 
régions  circonvoisines  seront  le  moins  altérées  qu'il  ê'st  possible  dans 
leur  grandeur,  et  conserveront  par  conséquent  à  très-peu  près  leur  forme 
naturelle,  puisque  d'ailleurs  chaque  partie  infiniment  petite  de  la  pro- 
jection est  déjà  par  elle-même  semblable  à  la  partie  correspondante  de  la 
figure  de  la  Terre,  en  vertu  de  la  nature  de  la  projection  (4).  Ainsi  il  sera 
à  propos,  lorsqu'on  aura  une  Carte  quelconque  à  construire,  de  faire  en 
sorte  que  ce  même  lieu  occupe  à  peu  près  le  milieu  de  la  Carte,  parce 
qu'alors  les  pays  représentés  dans  la  Carte  seront  le  moins  déformés 
qu'il  sera  possible,  et  toujours  d'autant  moins  qu'ils  seront  plus  près  du 
milieu. 

On  choisira  donc,  dans  l'étendue  de  pays  que.  l'on  se  propose  de  pro- 
jeter sur  une  Carte,  un  des  principaux  lieux,  pour  être  placé  à  peu  près 
au  milieu  de  la  Carte,  et  l'on  fera  la  longitude  de  ce  lieu  égale  à  g,  et  sa 
latitude,  ou  la  hauteur  du  pôle  égale  à  900  —  tx\  on  aura  d'abord  l'expo- 
sant de  la  projection 

c  =  \/ 1  -+-  sin2ro. 

Ensuite,  pour  construire  la  Carte,  il  n'y  aura  qu'à  placer  ce  même  lieu 
dans  un  point  quelconque  K  qui  soit  vers  le  milieu  de  la  Carte,  et  ayant 
mené  une  droite  BA,  on  prendra  de  part  et  d'autre  du  point  K  les  par- 
ties BK  et  AK  telles  que 

BK  :  AK  =  c  —  cossj  :  c  -i-  cosn*; 
IV.  87 
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le  point  B  sera  le  pôle  boréal  de  la  Carte  et  le  point  A  en  sera  le  pôle 
austral  ;  la  distance  BA  sera  l'axe  même  de  la  Carte,  dont  la  longueur  est 
arbitraire,  et  dépend  de  la  grandeur  ou  de  l'échelle  qu'on  veut  donner  à 
la  Carte. 

On  cherchera  de  plus  l'angle  h  qui  représente  la  distance  au  pôle,  ou 
le  complément  de  la  latitude  du  lieu  qui  doit  occuper  le  centre  C  de  la* 
Carte,  par  la  formule 

m         \  h 

tang  —  =  n  tang  - 

K  H 

du  n°  39,  clans  laquelle  n  =  ^-ri  en  sorte  qu'on  aura 

h       /KAV         ro 
tang^=(vKB)   tan^; 

et  l'on  aura  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  construction  de  la  Carte 
proposée. 

41.  Lorsque  l'exposant  c  de  la  projection  est  donné,  comme  clans  la 

projection  stéréographique  où  c  =  i  (29),  on  ne  peut  faire  disparaître 

dans  l'expression  de  m  que  les  termes  affectés  de  la  première  dimension 

de  |3,  en  prenant  (39) 

KB  c  —  coscj 

—  KA       c  -f-  costs"1 

et  il  est  visible  que  la  variation  de  m  et  par  conséquent  la  difformité  de 
la  Carte  sera  toujours  plus  grande  dans  ce  cas  que  dans  le  cas  précédent, 
où  l'on  donne  à  c  une  valeur  convenable  pour  faire  disparaître  aussi  les 
secondes  dimensions  de  [i. 

En  faisant  c=  i  pour  la  projection  stéréographique,  on  a 

i  —  COSgj  m 

n  = =  tang2  —  ; 

i  +  cosro  2 

mais  on  a,  en  général,  lorsque  c  =  i , 

ra        ,:         h  h 

lang—  =  n  tang-  =«tang--, 
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donc 

h  h        i  -h  cosh       GR 

w  =  re2  tang  —  et     «=cot2-  = r  =  ?rxi 

2  21  —  cosn        G  A 

mais  n  =  ^;  donc  le  point  K  tombe  en  G,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que 

nous  avons  vu  plus  haut  (37). 

Or,  par  l'expression  générale  de  m  donnée  dans  ce  numéro,  il  est  aisé 
de  voir  que  la  valeur  de  m  pour  les  lieux  placés  sur  l'axe  BA  à  une 
distance  quelconque  /3  du  point  G  sera 

gh'  +  p* 

GH      ' 

d'où  il  s'ensuit  que,  quelque  valeur  que  puisse  avoir  la  quantité  GH,  ja- 
mais la  seconde  dimension  de  j3  ne  pourra  disparaître  de  la  valeur  de  m, 
à  moins  de  supposer  GH  =  cc  ,  ce  qui  serait  absurde,  puisqu'on  aurait 
alors  aussi  m  =  oo  .  Donc  elle  ne  disparaîtra  pas  non  plus  dans  le  cas 
du  n°  39,  lorsque  la  valeur  de  zs  sera  telle  que  c=i,  ce  qui  arrive  en 
faisant  sinro  —  o,  et  par  conséquent  sr  =  o  ou  =  i8o°,  c'est-à-dire  quand 
l'un  ou  l'autre  pôle  doit  occuper  le  milieu  de  la  Carte,  auquel  cas  on  au- 
rait la  projection  stéréographique  polaire;  c'est  aussi  de  quoi  l'on  peut 
se  convaincre  par  les  formules  mêmes  des  nos  38,  39. 

En  effet  si  l'on  suppose,  ce  qui  revient  au  même,  sinsr  infiniment  petit 
et  égal  à  i,  on  aura 


i1 

C0S5T  =  I , 


donc 


^ 


donc  (  à  cause  de  tang  -  =  nc  tang-  1  on  aura 


2  l 

Or 


Ai  h 

tang-  =  -,     cot  -  =  i. 


1  i 

—  z=  n,     A  -h  u  =  20  ; 


87. 
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on  aura  donc 

X==  èi2,    fj-  =  2Ô. 

Substituant  ces  différentes  valeurs  dans  l'expression  générale  de  m  du 
n°  38  et  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger  à  cause  de  i infiniment  petit, 
on  aura 

m  =  2Ôî  —  Si  +  4-;) 

r  ICI 

où  l'on  voit  que  le  terme  affecté  de  /3  disparait  en  faisant  i  =  o,  mais  non 
pas  celui  qui  contient  j32.  C'est  le  seul  cas  où  les  résultats  généraux  du 
n°  39  soient  en  défaut;  ce  qui  vient  de  ce  que  l'équation  provenant  de  la 

destruction  du  coefficient  de  |32  a  été  multipliée  par  la  quantité  n    c  tang- , 

laquelle  dans  le  cas  présent  devient—  J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  petit 

détail  pour  lever  la  contradiction  apparente  qu'on  aurait  pu  remarquer 
entre  les  résultats  des  nos  37,  39. 

42.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  construire  une  Carte  dont  le  milieu 
doive  être  occupé  par  la  ville  de  Berlin;  on  aura  donc 

g-=3l°2'i,       90" —  5J  =  52°3l'y, 


par  conséquent 
de  là  on  trouvera 
et 


cj  =  370  28'^; 
c  =  ^/n-  sin2(37°28'-i)  —  1,1706, 

0,3770  , 

n=      J;/„  =°'I9'94- 


On  prendra  donc  pour  l'exposant  c  de  la  projection  le  nombre  1,17,  le- 
quel diffère  peu,  comme  on  voit,  de  l'unité;  en  sorte  que  la  projection 
ne  s'éloignera  pas  beaucoup  de  la  projection  stéréographique;  ensuite, 
en  supposant  que  Berlin  soit  au  point  K,  on  déterminera  les  pôles  B  et  A 

KR 

en  sorte  que  ^-r  =  0,192,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  KB  :KA  comme  19 
à  100  à  très-peu  près. 
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MEMOIRE 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES 


(Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1781 .) 


Depuis  que  M.  d'Alembert  a  réduit  à  des  équations  analytiques  les 
vraies  lois  du  mouvement  des  fluides,  cette  matière  est  devenue  l'objet 
d'un  grand  nombre  de  recherches  qui  se  trouvent  répandues  dans  les 
Opuscules  de  M.  d'Alembert,  et  dans  les  Recueils  de  cette  Académie  et  de 
celle  de  Pétersbourg.  La  Théorie  générale  a  été  beaucoup  perfectionnée 
dans  ces  différentes  recherches;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  partie 
de  cette  Théorie  qui  concerne  la  manière  de  l'appliquer  aux  questions 
particulières.  M.  d'Alembert  parait  même  porté  à  croire  que  cette  appli- 
cation est  impossible  dans  la  plupart  des  cas,  surtout  lorsqu'il  s'agit  du 
mouvement  des  fluides  qui  coulent  dans  des  vases. 

Après  avoir  soigneusement  étudié  tout  ce  qui  a  déjà  été  écrit  sur  la 
Théorie  rigoureuse  du  mouvement  des  fluides,  je  me  suis  appliqué  à 
lever,  ou  du  moins  à  diminuer  les  difficultés  qui  ont  retardé  les  progrès 
de  cette  Théorie,  et  ont  obligé  les  Géomètres  à  se  contenter,  pour  la  so- 
lution des  Problèmes  les  plus  simples,  de  méthodes  indirectes,  ou  fon- 

(*)  Lu  le  22  novembre  1781. 
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dées  sur  des  suppositions  précaires.  C'est  ce  qui  a  occasionné  les  Re- 
cherches dont  je  vais  donner  le  résultat  dans  ce  Mémoire. 


SECTION  PREMIERE. 

CONSIDÉRATIONS    GÉNÉRALES    SUR    LES     ÉQUATIONS    FONDAMENTALES 
DU    .MOUVEMENT    DES     FLUIDES. 

1.  Soit  une  masse  quelconque  de  fluide  que  l'on  considérera  comme 
composée  d'une  infinité  de  particules  dm;  et  soient  x,  y,  z  les  coordon- 
nées rectangles  de  chaque  particule  dm;  p,  q,  r  les  vitesses  de  cette  par- 
ticule parallèlement  aux  mêmes  coordonnées  et  dans  le  sens  dans  lequel 
ces  coordonnées  augmentent;  et  enfin  t  le  temps  écoulé  depuis  le  com- 
mencement du  mouvement.  Ces  quantités/»,  q,  r,  devant  appartenir,  en 
général,  a  chaque  particule  et  à  chaque  instant  du  mouvement,  ne  peu- 
vent être  que  des  fonctions  des  variables  x,  y,  z,  t;  et  c'est  de  la  déter- 
mination de  ces  fonctions  que  dépend  celle  du  mouvement  du  fluide. 

Ces  fonctions  étant  connues,  on  aura,  pour  le  mouvement  de  chaque 
particule,  les  équations 

dx  =  p  dt,     dy  =  qdt,     dz  =  rdt: 

lesquelles,  étant  intégrées,  donneront  les  valeurs  de  x,  y,  z  exprimées 
en  t  et  en  trois  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  dépendantes  du  lieu  initial 
de  la  particule;  ainsi  l'on  connaîtra  le  lieu  de  chaque  particule  du  fluide 
après  un  temps  quelconque. 

Si  l'on  chasse  dt  de  ces  équations,  on  aura  ces  deux-ci 

p  dy  ---  q  dx,     pdz  =  r  dx, 

lesquelles  expriment  la  nature  des  différentes  courbes  dans  lesquelles 
tout  le  fluide  se  meut  à  chaque  instant,  courbes  qui  changent  de  place 
et  de  forme  d'un  instant  à  l'autre. 

2.  Maintenant,  à  cause  de  la  continuité  du  fluide,  on  peut  imaginer 
que  chaque  particule  dm  ait  la  figure  d'un  parallélépipède  rectangle,  et 
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que  son  volume  soit  par  conséquent  exprimé  par  àxiïyiïz,  en  suppo- 
sant que  §x,  5j,  §z  soient  les  côtés  du  parallélépipède  et  représentent 
les  variations  des  coordonnées  x,  j,  z,  pour  les  particules  adjacentes, 
dans  la  direction  de  ces  coordonnées. 

Si  donc  on  nomme  A  la  densité  de  chaque  particule  dm,  on  aura 

dm  =  À  èx  §y§z, 

et  la  quantité  A  devra  être  pareillement  une  fonction  de  x,y,  z,  t. 

3.  Dans  l'instant  suivant,  le  parallélépipède  changera  à  la  t'ois  de 
place  et  de  forme,  mais  la  masse  dm  demeurera  la  même.  Pour  voir  ce 
que  devient  le  volume,  ou  l'espace  iïxiïySz,  on  remarquera  que  les 
coordonnées  x,  y,  z  de  la  particule  dm  deviennent,  par  le  mouvement 
de  cette  particule,  x  -+- pdt,  y  4-  q dt,  z-  -+-  rdt  (1  );  donc,  faisant  varier  . 
successivement  dans  ces  dernières  expressions  les  variables  x,  y,  z  de 
iïx,  iïy,  8z,  les  coordonnées 

x  -+-  àx,  y,   z 

de  la  particule  adjacente  dans  la  direction  de  la  ligne  x  deviendront 

x  -+-  p  dt  -+-  (  i  -1-  -f-  dt  j  èx,     y  -+-  qdt  -+-  -2-  dt§x,     z  ■+■  r  dt  -+-  -^-  dt  èx; 

ainsi  le  côté  àx,  lequel  joint  les  angles  du  parallélépipède  relatifs  aux 
coordonnées  x,  y,  z  et  x  ■+-  àx,y,  z,  deviendra  évidemment 


v7 


£*)■*(£  *)■*(=*}'=•*(■*  i* 


en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  du  troisième  ordre.  A  l'é- 
gard des  deux  autres  côtés  égaux  et  parallèles  à  Bx,  dont  l'un  joint  les 
angles  relatifs  aux  coordonnées 

x,  y  -+-  èy,   z,     et     x  -+-  Sx,  y  -+-  ày,   z, 

et  l'autre  joint  les  angles  relatifs  aux  coordonnées 

x,  y,  z  -+-  èz,     et     x  ■+-  èx,  y,  z  -+-  èz, 
IV.  88 
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il  est  visible  que,  pour  savoir  ce  que  deviennent  ces  côtés,  il  n'y  aura  qu'à 
augmenter,  dans  l'expression  précédente,  y  de  dj  et  ensuite  s  de  5z; 
ainsi  ces  côtés  deviendront 

àx(i+flldt\  +-^£-dtàxèr,     ëx(i+^-dt\+-fi£-dt§xèz, 

\        dx      j       dx  dy  J  \        dx      J       dx  dz 

valeurs  qui  se  réduisent  à 

Sx  (  i  +  -j-  dt 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre. 

Il  s'ensuit  de  là  que  les  trois  côtés  parallèles  et  égaux  à  Sx  du  parallé- 
lépipède rectangle  àx  §y  §s  deviendront  dans  l'instant  suivant 

dp 
dx 

et  seront  par  conséquent  encore  égaux  entre  eux.  On  trouvera  par  une 
analyse  semblable  que  les  trois  côtés  parallèles  et  égaux  à  8y  se  change- 
ront en 

et  que  les  trois  côtés  parallèles  et  égaux  à  dz  se  changeront  en 

dr    , 
i-t-  -r-  ut 
dz 

de  sorte  que  le  parallélépipède  rectangle  iïxàyiïz  se  trouvera,  changé 
en  un  autre  parallélépipède  dont  les  côtés  seront 

Or,  si  ces  côtés  étaient  encore  dans  la  direction  des  lignes  x,  y,  z,  il  n'y 
aurait  qu'à  les  multiplier  ensemble  pour  avoir  la  capacité  du  parallélé- 
pipède; laquelle  serait  donc,  en  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger, 

dxèvàz(i-{-  -f-  dt-h  -9-  dt  -f-  -=-  dt 
\         dx  dy  dz 
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Mais,  quelle  que  puisse  être  leur  déviation,  il  est  certain  qu'elle  ne  peut 
être  qu'infiniment  petite;  en  effet  le  côté  Bx,  en  devenant 


»V('+l*)'-(ê  *)"-(£*)■■ 

fera  avec  la  ligne  des  x  un  angle  dont  la  tangente  sera  égale  à 


Sx  i/  (~0-dt\  -t-  (-'-  dt\       divisé  par     èx[i+C-^-dt 
de  sorte  qu'en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  on  aura 


V(£ 


dr\' 

dx) 


pour  l'expression  de  cet  angle;  et  ainsi  des  autres  angles  de  déviation. 
D'ailleurs,  de  ce  que  le  parallélépipède  rectangle  est  celui  qui  a  la  plus 
grande  capacité  parmi  tous  ceux  qui  ont  les  mêmes  côtés,  il  s'ensuit 
qu'en  faisant  varier  infiniment  peu  les  angles  d'un  parallélépipède  rec- 
tangle, sa  capacité  ne  saurait  varier  que  dans  une  proportion  qui  ne  dif- 
férera de  l'unité  que  par  des  quantités  infiniment  petites  du  second 
ordre,  celles  du  premier  devant  disparaître  par  la  propriété  du  maximum. 

Donc  la  quantité 

dp    ,        dq    ,        dr    , 

i  -i-  -f-  dt  -+-  -=i  dt  -+-  .-*-  dt, 
dx  dy-  dz 

que  nous  avons  trouvée  pour  le  rapport  entre  la  capacité  du  nouveau 
parallélépipède  et  celle  du  parallélépipède  primitif  BxByBz,  ne  pourra 
varier,  en  conséquence  de  la  déviation  infiniment  petite  de  ses  côtés, 
que  de  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  lesquelles  devront 
par  conséquent  être  négligées  vis-à-vis  des  termes  du  premier  ordre 

(-f-  dt  -+-  -S-  dt  -+-  -^  dt. 
dx  dy  dz 

4.  Ainsi  la  quantité  iïxiïyiïz  deviendra  simplement  dans  l'instant 
suivant 

*Pdt+$Ldt+*Ldt\ 

dy  dz       j 

88. 
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Maïs  la  densité  A  devient  en  même  temps  (en  y  faisant  varier  t,  x,  y,  z 

de  dt,  pdt,  qdt,  rdt) 

d\   ,        dA      .        dA      ,,      dA 

— r-  dt  H ;—  D  dt  -+-   -j— 

dt  dx  r  dy 


A  H r-  «'  -+-  -i—  pdt  -+-  -r-  q  dt  h — j-  /■  dt. 

dt  dr:  r  rfv  *  rt2 


Par  conséquent  la  quantité 

A  ô.r  <5/ôz 
deviendra 

Aâ^ôrôz  (  i+  -^  c^-t-  -S-  dt  -t-  -4-  dt 
J        \        dx  dy  dz 

„     „    „    /rfA   ,        rfA      ,,      dA      ,        dh     ,\ 

laquelle  devant  toujours  être  égale  à 

dm  =  A  S  x  dy  è  z , 

on  aura,  en  divisant  par  Sx  5j  dz  dt,  l'équation 

(dp       c?£       dr \        dA  d_A  dA  dA  _ 

\dx       dy       dz)       dx  "       dy"        dz  dt 

ou 

d(Ap)        d(Aq)        djAr)        dA  _ 

rfx  C?J  C?.Z  C?< 

C'est  la  première  équation  fondamentale  de  la  Théorie  du  mouvement 
des  fluides;  et  comme  elle  est  relative  à  la  densité  du  fluide,  elle  peut 
être  nommée  en  général  V équation  de  la  densité. 

5.  Lorsque  le  fluide  est  incompressible,  la  densité  de  chaque  parti- 
cule dm  ne  varie  point  d'un  instant  à  l'autre;  ainsi  il  faudra  que  l'on  ait 

dans  ce  cas 

dA       dA  dA  dA    _ 

Ht  +  dx  ?       dy  1       dz  r~    ' 


et  l'équation  précédente  se  réduira  alors  à  celle-ci 


il  +  ii  +  d'i  —  o. 

dx  ~"~  dy       dz 
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Donc  pour  les  fluides  incompressibles  l'équation  de  la  densité  se  dé- 
compose en  deux  de  cette  forme 


dA 

dA 

d.A 

dA 

dt 

-+- 

d^P 

-+- 

dy 

q  + 

!Tzr  = 

-  0; 

dp        dq        dr  _ 
dx        dy        dz  ' 

dont  la  première  sert  à  déterminer  la  densité  en  fonction  de  x,  y,  z,  t, 
et  la  seconde  renferme  la  condition  de  l'incompressibilité  du  fluide,  et 
peut  être  nommée  en  conséquence  équation  de  l'incompressibilité. 

6.  Considérons  présentement  l'effet  des  forces  accélératrices  qui  agis- 
sent sur  le  fluide. 

Soient  P,  Q,  R  les  forces  par  lesquelles  chaque  point  du  fluide  est  sol- 
licité parallèlement  aux  coordonnées  x,  y,  z,  et  dans  le  sens  suivant 
lequel  ces  coordonnées  augmentent.  Si  l'on  suppose  d'abord  le  fluide  en 
repos  et  en  équilibre  en  vertu  de  ces  forces,  il  faudra,  par  les  principes 
connus  de  l'équilibre  des  fluides,  que  la  quantité 

A  (  P  dx  -t-  Q  dy  -+-  R  dz  ) 

soit  une  différentielle  exacte  par  rapport  à  x,  y,  z;  et  son  intégrale  ex- 
primera la  pression  du  fluide  sur  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  x, 
y,  z,  pression  qui  sera  ainsi  représentée  par  une  fonction  finie  de  ces 
mêmes  variables. 

Si  donc  on  nomme  en  général  IT  cette  pression  produite  par  les  forces  P, 
Q,  R,  on  aura,  dans  le  cas  où  le  fluide  doit  être  en  équilibre  en  vertu  de 
ces  forces, 

dU  =  A(Vdx-hQ'dy  +  Rdz), 

équation  qui  doit  être  intégrable  d'elle-même,  et  dont  les  conditions  de 
l'intégrabilité  donneront  celles  auxquelles  doivent  être  soumises  les 
forces  données  pour  l'existence  de  l'équilibre.; 

A  la  surface  extérieure  la  pression  II  doit  être  nulle,  lorsque  le  fluide 
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est  libre;  mais  si  le  fluide  est  pressé  par  une  force  quelconque  donnée,  il 
faut  que  cette  force  soit  balancée  par  la  même  pression  n.  Ainsi  la  va- 
leur de  la  fonction  n  sera  donnée  à  la  surface  du  fluide,  ce  qui  fournira 
une  équation  entre  les  variables  x,  y,  z,  laquelle  déterminera  la  figure 
de  cette  surface  dans  l'état  d'équilibre. 

7.  Supposons  maintenant  que  le  fluide  animé  des  mêmes  forces  P,  Q, 
R  soit  en  mouvement,  et  que  chaque  particule  dm  ait  les  vitesses^,  q,  r 
fonctions  de  x,  y,  z,  t  (1).  Dans  l'instant  suivant  le  temps  t  devient 
t-j-dt,  et  les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  particule  dm  deviennent  x-hpdt, 
y  -+-  q  dt,  z  -+-  rdt  à  cause  du  mouvement  de  cette  particule.  Donc  les  va- 
riations des  quantités/),  q,  r  seront 


dp          dp          dp 
dt       r  dx       *  dy 

-%)'"■ 

dt  ^  P  dx       q  dy 

"Ih 

dr           dr           dr 

'$)*■ 

Or,  par  les  principes  de  la  Mécanique,  ces  variations  étant  divisées  par 
l'élément  dl  du  temps  donnent  les  forces  accélératrices  capables  de  les 
produire,  lesquelles  doivent  être  par  conséquent  équivalentes  aux  forces 
P,  Q,  R  qui  agissent  réellement  sur  le  fluide.  Donc  les  premières  dirigées 
en  sens  contraire  doivent  faire  équilibre  à  ces  dernières;  d'où  il  s'ensuit 
que  le  fluide  étant  animé  dans  chaque  point  par  les  forces  accélératrices 

dt       r  dx       *  dy         dz 

v       dt       F  dx       q  dy         dz 

dr  dr  dr  dr  * 

dt       "  dx       ^  dy         dz  ' 

dirigées  suivant  les  lignes  x,  y,  z  dans  le  sens  où  ces  lignes  augmentent, 
devra  être  en  équilibre  de  lui-même. 
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Ainsi ,  en  nommant  II  la  pression  qui  naît  de  toutes  ces  forces  dans 
chaque  point  du  fluide,  on  aura  (6) 


+  A|R- 


dp 

dt 

dp 

-p-£- 

dp 

-rd%)dx 

dq 
~di 

dq 

dq 
dy 

-r^)dr 

dr 
dt 

dr 

-ptx- 

dr 
q  dr 

-rdj)dz> 

équation  qui  devra  pareillement  être  intégrable  par  rapport  aux  variables 
x,  y,  z,  le  temps  t  étant  regardé  comme  constant. 

C'est  la  seconde  équation  fondamentale  du  mouvement  des  fluides,  et 
qui  peut  être  nommée  équation  de  la  pression. 

8.   L'intégrabilité  de  cette  équation  donne  (en  regardant  17  comme 
une  fonction  finie  de  ce, y,  z)  ces  trois  équations  partielles 


dU 

dx 

=  a/p- 

dp 

'  ~di  ' 

dp 
-PfX~ 

dp 
-«dy? 

:>$)> 

dU 

dy 

=  a(q- 

dq 
'  ~dt  " 

dq 

dq 

>i)> 

dU 

dz 

=  a(r- 

dr 

'  dt 

dr 
-Pdx- 

dr 
q  dy 

dr\ 
rdzY 

Or  dans  les  fluides  compressibles  la  densité  A  est  toujours  donnée  par 
une  fonction  connue  de  IT,  x,  y,  z,  t,  dépendante  de  la  loi  de  l'élasticité 
du  fluide  et  de  celle  de  la  chaleur  qui  est  supposée  régner  à  chaque  in- 
stant dans  tous  les  points  de  l'espace.  Ainsi,  combinant  les  trois  équa- 
tions précédentes  avec  l'équation  générale  de  la  densité  (4),  on  aura 
quatre  équations  aux  différences  partielles  entre  les  quatre  inconnues/», 
q,  r,  A  et  les  variables  x,  y,  z,  t,  lesquelles  équations  contiendront  toute 
la  Théorie  du  mouvement  des  fluides  compressibles  et  élastiques. 

9.  Pour  les  fluides  incompressibles  nous  avons  vu  (5)  que  l'on  a  deux 
équations,  l'une  relative  à  la  loi  de  la  densité,  l'autre  relative  à  la  con- 
dition de  l'incompressibilité. 
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Or,  éliminant  la  quantité  U  des  trois  équations  du  numéro  précédent, 
on  a  ces  deux-ci 

'KF-g-'£-«$-ffil_'l>(°-g-'g-4-ffil 

dy  dx 

'K'-î-'Ê-t^L-K'-i-'E-»^] 


dz  ■  dx 

lesquelles  étant  combinées  avec  les  deux  dont  nous  venons  de  parler,  on 
aura  rie  nouveau  quatre  équations  aux  différences  partielles  entre  les  in- 
connues p,  q,  r,  A  et  les  variables  x,  y,  z,  t;  et  ces  équations  contien- 
dront toute  la  Théorie  du  mouvement  des  fluides  incompressibles. 

10.  Les  équations  que  nous  venons  de  donner  étant  aux  différences 
partielles,  leurs  intégrales  renfermeront  nécessairement  des  fonctions 
arbitraires  des  variables  x,  y,  s,  t;  et  la  détermination  de  ces  fonctions 
dépendra  de  l'état  initial  du  fluide,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  p,  q,  r,  A 
lorsque  t  =  o,  et  des  conditions  particulières  auxquelles  là  surface  même 
du  fluide  devra  être  assujettie  pendant  le  mouvement. 

On  suppose  tacitement  dans  la  Théorie  du  mouvement  des  fluides  que 
les  particules,  qui  sont  une  fois  à  la  surface  du  fluide,  y  restent  toujours 
pendant  tout  le  mouvement.  Cette  condition  paraît  en  effet  nécessaire 
pour  que  le  fluide  ne  se  divise  pas,  mais  forme  toujours  une  masse  con- 
tinue; cependant  nous  verrons  qu'il  y  a  des  cas  où  elle  ne  doit  pas  avoir 
lieu. 

Soit,  en  général, 

A  =  o 

l'équation  de  la  surface  du  fluide,  A  étant  une  fonction  de  x,  y,  z,  t. 
Puisque  par  le  mouvement  du  fluide  les  coordonnées  x,y,  z  d'une  par- 
ticule quelconque  deviennent  x  -\-pdt,  y  -f-  qdt,  z  -+-  rdt,  tandis  que  le 
temps  t  devient  t  -+-  dt  (1),  pour  que  les  mêmes  particules  se  trouvent 
encore  à  la  surface  après  l'instant  dt,  il  faudra  que  l'équation  A  =  o  ait 
lieu  également  en  y  mettant  x  -\-pdt,y-\-  qdt,  z  -h  rdt,  t  -+-  dtk  la  place 
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de  x,  y,  z,  t.  Mais  par  ces  substitutions  il  est  visible  que  A  devient 

dk   ,        dk      ,        dk      ,        dk 
A+  dt   dl+7hcPdt+-dy-  <ldt+  Tz  ''dt; 

donc  on  aura,  pour  la  condition  dont  il  s'agit,  l'équation 

dk  dk  dk         dk 

laquelle  devra  par  conséquent  avoir  lieu  en  même  temps  que  l'équation 
A  =  o  de  la  surface. 

Si  le  fluide  est  contenu  par  des  parois  d'une  figure  donnée,  il  est  clair 
que  la  partie  de  la  surface  du  fluide,  laquelle  sera  contigué  à  ces  parois, 
devra  avoir  la  même  figure  que  les  parois;  ainsi  l'équation  A  =  o  devra 
être  celle  de  la  figure  donnée  des  parois. 

Mais,  dans  les  endroits  où  la  surface  du  fluide  sera  libre,  il  faudra  que 
la  pression  n  y  soit  nulle;  el  si  le  fluide  y  était  comprimé  à  l'extérieur 
par  des  forces  quelconques  données  F,  il  faudrait  que  ces  forces  fussent 
égales  et  de  direction  contraire  aux  pressions  II.  Ainsi  on  aura  dans  le 
premier  cas  n  =  o,  et  dans  le  second  II  =  F,  pour  l'équation  de  la  sur- 
face libre  du  fluide. 

Désignant  donc,  en  général,  ces  équations  par 


on  prendra  B  à  la  place  de  A,  et  l'on  aura,  pour  la  condition  que  les 
mêmes  particules  du  fluide  soient  toujours  à  la  surface,  l'équation 


dB 

dB 

dB 

dB 

dt 

+  ?dï 

-+- 

qTr 

-t- 

rlTz 

laquelle  devra  subsister  en  même  temps  que  l'équation  B  —  o,  et  par  con- 
séquent appartenir  à  la  même  surface  courbe. 

11.    L'équation 

dk  dk  dk  dk 

dt       r  dx       a  dy  dz 

est  intégrable  par  la  méthode  générale  que  j'ai  donnée  pour  ces  sortes  d'é- 
IV.  s9 
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quations  dans  les  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  de  1 779  (*  ). 

Suivant  cette  méthode  il  faut  intégrer  les  quatre  équations 

dx  =  pdt,     dy  =  q  dt,     dz  =  rdt,     dk  =  o, 

et,  nommant  a,  b,  c,  h  les  quatre  constantes  arbitraires,  on  aura 

h=f[a,  b,  c) 

pour  l'intégrale  de  la  proposée,  dans  laquelle  il  faudra  mettre  pour  h,  a, 
b,  c  leurs  valeurs  en  x,  y,  z,  t,  A,  la  caractéristique/dénotant  une  fonc- 
tion quelconque  de  a,  b,  c.  L'équation  dA  =  o  donne  d'abord  A  — A; 

ainsi  l'on  aura 

A  =/(«,  6,  c), 

les  quantités  a,  b,  c  étant  les  trois  constantes  arbitraires  qui  entreront 
dans  les  intégrales  des  équations 

dx  =  p  dt,     dy  =  q  dt,     dz  =  1  dt, 

ou  plutôt  les  valeurs  de  ces  constantes  en  x,  y,  z,  t,  déduites  de  ces  in- 
tégrales. Or  nous  avons  vu  dans  le  n°  1  que  ces  intégrales  servent  à  dé- 
terminer les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z  de  chaque  particule  pour 
un  temps  quelconque  t,  et  que  les  constantes  arbitraires  a,  b,  c  dépen- 
dent du  lieu  initial  de  la  particule.  Ainsi  l'équation 

A~ fia,  b,  c) 

indique  que  la  quantité  A,  regardée  comme  une  fonction  de  x,y,  z,  t, 
doit  être  telle,  que  si  l'on  y  substitue  pour  x,  y,  z  leurs  valeurs  en  l  et 
en  a,  b,  c,  elle  devienne  une  fonction  de  a,  b,  c,  sans  t,  c'est-à-dire  que  t 
s'évanouisse.  C'est  aussi  ce  qu'on  peut  démontrer  à  priori  par  le  raison- 
nement suivant. 

Puisque  A  =  o  est  l'équation  de  la  surface  du  fluide,  A  étant  une  fonc- 
tion des  coordonnées  x,  y,  z  et  du  temps  t  qui  est  comme  le  paramètre 
variable  de  cette  surface;  il  s'ensuit  que,  si  l'on  y  substitue  pour  x,  y,  z 
leurs  valeurs  en  t  et  a,  b,  c,  et  qu'on  suppose  pour  plus  de  simplicité 

(*)  QEuvrès  de  Lagra/igr,  t.  IV,  p.  624. 
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que  a,  b,  c  soient  les  valeurs  de  x,  y,  z,  lorsque  t  =  o,  c'est-à-dire  les 
coordonnées  initiales  de  chaque  particule,  il  s'ensuit,  dis-je,  que  l'équa- 
tion A  =  o  sera  entre  ces  coordonnées  a,  b,  c  et  le  temps  t,  et  représen- 
tera par  conséquent  la  surface  que  formaient  dans  l'état  initial  les  mêmes 
particules,  qui  après  le  temps  t  forment  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion donnée  A  =  o  entre  x,  y,  z,  t.  Donc,  pour  que  les  particules  qui 
sont  une  fois  à  la  surface  y  demeurent  toujours,  il  faudra  que  l'équation 
A  =  o  entre  a,  b,  c  représente  la  surface  initiale  du  fluide,  et  ne  contienne 
par  conséquent  point  le  temps  t.  Par  conséquent,  si  la  surface  initiale  est 
connue,  en  sorte  que  pour  cette  surface  on  ait  c  exprimé  par  une  fonc- 
tion donnée  de  a  et  b,  et  qu'on  substitue  cette  valeur  de  c  dans  l'équation 
A  =  o,  l'équation  résultante  devra  subsister  d'elle-même,  c'est-à-dire  in- 
dépendamment d'aucune  relation  entre  a,  b,  t;  donc 

dk  _         dk._ 
da  '      db 

Ce  que  nous  venons  de  démontrer  à  l'égard  des  équations 

dk 

A  =  O,         -; h.  .  .  =  0, 

dt 
doit  s'appliquer  également  aux  équations 

B  =o,      —. h  .  .  .=  o. 

dt 

12.  Tels  sont  les  principes  et  les  formules  générales  de  la  Théorie  des 
tluides.  La  difficulté  ne  consiste  que  dans  leur  application;  mais  cette 
difficulté  est  si  grande,  que  jusqu'à  présent,  même  clans  la  solution  des 
questions  les  plus  simples,  on  s'est  contenté  d'employer  des  méthodes 
particulières  et  fondées  sur  des  hypothèses  très-limitées.  Pour  diminuer 
autant  qu'il  est  possible  cette  difficulté,  nous  allons  examiner  mainte- 
nant comment  et  clans  quel  cas  les  formules  générales  peuvent  être  sim- 
plifiées; nous  en  ferons  ensuite  l'application  au  mouvement  des  fluides 
dans  des  vases  ou  des  canaux  de  figure  quelconque. 

89. 
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13.  Considérons  d'abord  l'équation  de  la  densité  trouvée  dans  le  n°  4 
pour  les  fluides  compressibles,  et  supposons 

,  da.        .  dp  dy 

àP=dï'     *«=dï'     Ar=^' 

en  regardant  les  quantités  a,  /3,  y  comme  des  fonctions  inconnues  de  x, 
y,  s,  t.  Cette  équation  deviendra  par  ces  substitutions 

d&         d2a  d2P  d'y   _ 

dt        dtdx       dtdy        dtdz 

laquelle  est  intégrable  relativement  à  t,  et  dont  l'intégrale  donnera 

A  =  D-  —  -*&-*!, 

dx        dy       dz 

D  étant  une  fonction  arbitraire  de  x,  y,  z  sans  t.,  dépendante  de  la  den- 
sité initiale  du  fluide. 
Ensuite  on  aura 


da 

d$ 

dy 

dt 

q  = 

dt 

dt 

1) 

dx 

dfi 

dy' 

j) 

da 

d^ 

dy' 

D 

da. 

dp 

dy 

dx 

dy 

dz 

dx 

dy 

dz 

dx 

dy 

dz 

Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  les  trois  équations  du  n°  8,  et 
mettant  pour  II  sa  valeur  donnée  en  A,  x,  y,  z,  t,  on  n'aura  plus  à  inté- 
grer que  trois  équations  entre  les  inconnues  a,  |3,  y  et  les  variables  x,  y, 
z,  t;  mais  cette  intégration  surpassera  les  forces  de  l'analyse  connue. 

Si  le  fluide  est  incompressible,  on  considérera  l'équation  de  l'incom- 
pressibilité (5) 


dp       dq       dr 

dx       dy        dz 

et  l'on  y  fera 

da                 d& 

ce  qui  la  réduira  à 

la  forme 

d-a           d2P         dr 

-+-             +  -      — 
dx  dz       dy  dz       dz 
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laquelle  est  intégrable  relativement  à  z  et  donne 


r  =  — 


doc  _d^ 
dx        dy  ' 


n'étant  point  nécessaire  d'ajouter  ici  aucune  fonction  arbitraire,  à  cause 
des  valeurs  indéterminées  de  a  et  ]3. 

Ainsi  l'équation  dont  il  s'agit  sera  satisfaite  par  ces  valeurs 

_  da.         _  d$    *  dx       dfi 

"       dz  '     "       dz  '  dx       dy"1 

lesquelles  étant  ensuite  substituées  dans  l'équation  de  la  densité  du 
même  n°  5,  ainsi  que  dans  les  deux  équations  du  n°  9,  on  aura  de  nou- 
veau trois  équations  entre  les  inconnues  a,  j3,  A  et  les  variables  x, y,  s,  t\ 
et  la  Théorie  du  mouvement  des  fluides  incompressibles  sera  réduite  à 
l'intégration  de  ces  équations;  mais  cette  intégration  surpasse  aussi  les 
forces  de  l'analyse. 

14.  Considérons  présentement  l'équation  générale  de  la  pression  trou- 
vée dans  le  n°  7,  et  voyons  si  cette  équation  n'est  pas  susceptible  en  elle- 
même  de  quelque  simplification. 

Nous  supposerons  ici  que  la  densité  A  soit  ou  constante,  ou  simple- 
ment proportionnelle  à  une  fonction  quelconque  de  la  pression  II;  ce 
qui  est  le  cas  de  tous  les  fluides  connus,  tant  qu'on  y  fait  abstraction  de 
la  chaleur. 

Nous  supposerons  de  plus  que  les  forces  accélératrices  P,  Q,  R  du  tluide 

soient  telles,  que 

Pdx-hQdy+Rdz 

soit  une  différentielle  complète;  ce  qui  a  lieu,  en  général,  lorsque  ces 
forces  viennent  d'une  ou  de  plusieurs  attractions  proportionnelles  à  des 
fonctions  quelconques  des  distances! 
De  cette  manière,  si  l'on  fait 

d\  =  Pdx-i-Qdr+Rdz, 
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l'équation  proposée  étant  divisée  par  A  se  réduira  à  cette  forme 


dp  dp  dp\  (dq  dq  dq  dq\    ,        ( dr  dr  dr         dr\    , 


Ainsi  le  premier  membre  de  cette  équation  devra  être  en  particulier 
une  différentielle  complète  relativement  kœ,y,  s,  puisque  le  second  en 
est  une. 

Qu'on  retranche  de  part  et  d'autre  la  différentielle  de 

/>'•+■  g8  +  >': 


prise  relativement  à  x,  y,  z,  laquelle  est 

/     dp  dq  dr\    ,         /    dp         dq         dr\    ,         (    dp         dq         dr\   . 

{Pd^^+/^)dx+{p4+9d^+rd^)d^{p£^^dz+r^)dz[ 

on  aura,  en  ordonnant  les  termes,  cette  transformée 
dp   ,        dq    ,        dr  , 

A%^y^-P^+(^r-^j[rdx-pdM)+(^-^j{rdr-qdM) 

—  d\r  _  ^.5.  _  d(p2-h  q2+  r2) 

~~         ~~    A  2 

Donc  le  premier  membre  de  cette  équation  devra  être  pareillement  une 
différentielle  exacte. 

15.  Il  est  visible  que,  si  l'on  suppose  que  la  quantité 

p  d.r  -+-  qdy-\-  rdz 

soit  elle-même  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  quelconque  cp  com- 
posée de  or,  y,  s  et  t,  on  aura 

do  do  do 

P=dt>   i=d£'   r=iz- 
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Donc 

dp  d-(p  dq  '  d2q        dr d2y 

dt        dt  dx:       dt        dt  dy  '     dt       dt  dz 

dp  J2cp         dq  d\y 

dy       dx  dy       dx       dx  dy 

Ainsi  l'équation  précédente  deviendra  par  ces  substitutions 

e?2cp     ,  d2o     ,         d2cp     .         ,Tr 

-= — j—  dx  H — = — J—  dy  h — = — ^-  dz  =  av 
dtdx  dtdy    -         dtdz 

laquelle  est  évidemment  intégrable  par  rapport  \x,y,  z;  de  sorte  qu'en 
intégrant,  on  aura 

dy rdU.       p2  -t-  q2  -+-  r- 


dt 


/  _ 


On  pourrait  ajouter  à  l'un  des  membres  de  cette  équation  intégrale 
une  fonction  arbitraire  de  t,  puisque  la  variable  t  a  été  regardée  dans 
l'intégration  comme  constante.  Mais  j'observe  que  cette  fonction  arbi- 
traire peut  être  censée  renfermée  dans  la  valeur  de  o  ;  en  effet,  si  l'on 
augmente  <j>  d'une  fonction  quelconque  T  de  t,  le  premier  membre  de  l'é- 

dT 
quation  précédente  se  trouvera  augmenté  de  la  fonction  arbitraire  -t--, 

et  les  valeurs  des  quantités/),  q,  r  demeureront  les  mêmes  qu'auparavant. 
Ainsi  on  peut  sans  déroger  à  la  généralité  de  l'équation  se  dispenser  d'y 
ajouter  aucune  fonction  arbitraire  de  t. 

On  aura  donc,  dans  la  supposition  dont  il  s'agit,  l'équation 

/dU  _  de?        i  (d<f>y       i  (d<p\2       i  /t/yV 

~Â~  —  dt  ~  2  \dhc)  _  1  {dy)  ~  2  \dz)  ' 

par  laquelle  on  connaîtra  la  pression  II,  \  étant  supposée  une  fonction 
donnée  de  II. 

Et  il  ne  restera  plus  qu'à  satisfaire  à  la  première  équation  fondamen- 
tale du  n°  4,  laquelle,  en  y  mettant  aussi  pour p,  q,  rieurs  valeurs  V-; 
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dw     do      ,      •       i 
-~y  j1»  deviendra 
ay    as 

-.(*£)  <(*£)  «(*£)  .a 

rfx  qr  32  «f 

Ainsi,  en  substituant  à  A  sa  valeur  donnée  par  l'équation  précédente, 
on  aura  une  seule  équation  finale  en  <p,  de  l'intégration  de  laquelle  dépen- 
dra la  détermination  du  mouvement  du  fluide. 

16.  Dans  les  fluides  élastiques  connus  la  densité  est  toujours  propor- 
tionnelle à  la  pression;  de  sorte  qu'on  a  pour  ces  fluides  II  =  k A,  k  étant 
un  coefficient  constant  qu'on  déterminera  en  connaissant  la  valeur  de  la 
pression  pour  une  densité  donnée. 

Ainsi  pour  l'air,  la  pression  étant  déterminée  par  la  pesanteur  de  la 
colonne  de  mercure  dans  le  baromètre,  il  est  clair  que,  si  l'on  nomme  g 
la  force  accélératrice  de  la  gravité,  (force  qui  doit  être  exprimée,  comme 
on  sait,  par  le  double  de  l'espace  qu'un  corps  grave  abandonné  a  lui- 
même  parcourt  dans  le  vide  pendant  le  temps  qu'on  prend  pour  l'unité 
des  temps),  h  la  hauteur  du  baromètre  pour  une  certaine  densité  de  l'air 
qu'on  prendra  pour  l'unité  des  densités,  p  le  rapport  numérique  de  la 
densité  du  mercure  à  celle  de  l'air,  rapport  qui  est  le  même  que  celui 
des  gravités  spécifiques  de  ces  deux  fluides,  il  est  clair,  dis-je,  qu'on 
aura  pour  cet  état  de  l'air 

U  =  Pgh,    A  =  .; 

donc 

k  =  pgh. 

Faisant  donc 

n  =  k  A, 

on  aura 

j  _  =A-.logA; 

par  conséquent  la  première  équation  du  numéro  précédent  sera 
*  do        ifd<?y       i  /rfcp\2       i/do 
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Or  la  seconde  équation  du  même  numéro  se  réduit  à  cette  forme 

d2y       d'y       d"-y       de?  eHogA        dy   c/logA        dy   eHogA        eHogA  

dx2        dy2        dz2        dx      dx  dy      dy  dz       dz  dt 

Donc,  substituant  pour  logA  sa  valeur  donnée  par  la  première,  on 
aura  après  avoir  ordonné  les  termes 

,,(d'y       d2y       d2o\        d2y       dy    dV       do   d\       dy    d\ 
\dx'        dy2        dz2  j        dt2        dx   dx        dy   dy        dz    dz 

dy     d2y  dy     d2y  dy     d2y 

dx  dx  dt  dy  dy  dt  dz   dz  dt 


(dy\2  d2y        (dy\2  d2y       (dy\2 

d2y 

\dx  J    dx2        \dy)    dy2        \dz  J 

dz' 

dy   dy     d2y            dy   dy     d2y 
dx  dy  dx  dy          dx   dz  dx  dz 

dy  dy     d'y 
dy   dz   dy  dz 

équation  qui  contient  seule  la  Théorie  du  mouvement  des  fluides  élasti- 
ques dans  l'hypothèse  dont  il  s'agit. 

Si  le  fluide  est  incompressible  et  la  densité  A  constante,  alors  la  pres- 
sion sera  donnée  par  l'équation 

II  v       dy        \(dy\2       i  ( dy\2       i  (dy 


A  dt        i.\dx)        a  \  dy  j        i\dz 

et  l'équation  de  l'incompressibilité  (5)  deviendra  (par  la  substitution  de 

dq>     dq>     dw  ,.  i 

-r-i  -r->  -j1  au  lieu  de  o,  q, 
dx     dy     dz  '     7 

d2y        d2y        d2y  

dx2        dy2        dz2 

laquelle  servira  à  déterminer  la  quantité  f. 

17.  On  voit  donc  que  la  supposition  que 

p  dx  ■+■  qdy  -Y-  r  dz 

soit  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x,  y,  z  simplifie  beaucoup 
FV.  90 


714  MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE 

la  Théorie  du  mouvement  des  fluides  élastiques  ou  non  ;  aiusi  il  est  impor- 
tant d'examiner  dans  quels  cas  cette  supposition  peut  et  doit  avoir  lieu. 
Soit,  pour  abréger, 

a^dp_d(L^     n_d£_rfr}     y=^l_^L. 
dy       dx'  dz        dx'     '        dz        dy"1 

le  premier  membre  de  l'équation  du  n°  14  deviendra  de  cette  forme 

-jj  dx  +  -jj-  df  -+-  -j ;  dz  -4-  a.\qdx  —  pdf)+  ${rdx  —  pdz)  +  y(rdy—  q  dz); 

et  la  question  se  réduit  à  faire  en  sorte  que  cette  quantité  soit  une  diffé- 
rentielle exacte,  p,  q,  r  étant  des  fonctions  de  x,  y,  s,  t. 

Supposons  que  t  soit  une  quantité  fort  petite,  il  est  visible  qu'on 
pourra  donner  à  p,  q,  r  les  formes  suivantes 

p  =  p'  -+-  p"t  -+-  p'"t7  +  p"f1  +  ..., 
q  —  q'+  q"t  -+-  q'"t%  -+-  qlv  t3  -+- . . . , 
r  =  /■'  -h  r"  t  -+-  r'"t2  -t-  rIV  t3  -+- .  .  . , 

dans  lesquelles  p',  p",  p',...,  q',  q",  q",...,  r',  r",  r'",...  seront  des  fonc- 
tions de  x,y,  z  sans  t. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  trois  quantités  a,  (3,  y,  elles  de- 
viendront 

a  =  a!  -+-  x"t  -+-  a"72  -+-  aIV  t3  -+-  .  .  . , 


(3  =  (3'  -i-  (3'7  -+-  (3"'/!  -i-  (31V  t3  -+- . . . , 

y  =  y'  -+-  y"t  -t-  y'"f  +  y',(î  +  ,.., 

en  supposant 

/      dp' 

~  df 

c?<7'         „      tf/>"       dq"        ,„      û?/>'" 

dq'" 
dx 

v=% 

<//''        .„       <///'        dr"                 dp"' 
dx'     ^         û?2         dx  '      ^         </z 

dr" 
dx 

dq'        dr'         „ cfy"        rfr"  w       e?g'"        e?r'" 

f/z         rfj        '  dz  df'      ^  dz  df 
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Ainsi  la  quantité 

-4-  dx  h — j-  dy  4-  -j-  dz  -+-  a(qdx  —pdf)  ■+■  fi(rdx  —  pdz)  4-  y  (rdy  —  qdz) 

deviendra  après  ces  différentes  substitutions,  et  en  ordonnant  les  termes 
par  rapport  aux  puissances  de  t, 

p'dx  -+-  q"dy  4-  r"dz  h-  a'(q'dx  —  p'dy)  -+-  fi'(r'dx  —  p' dz)  4-  y'(r'dy  —  q' dz) 
4-  t  \i(p'"dx  ■+■  q'"dy  H-  r'"dz) 

4-  a'  ( q" dx  —  p" dy)  4-  (3'  ( r"dx  —  p"dz  )  4-  y\r"dy  —  q" dz  ) 
-+-  a"(q'dx  —p'dy)  -+-  $"{r'dx  —  p'dz)  4-  y"(r'dy  —  q' 'dz)'] 

H-  t2  \2>(p'*dx  -t-  7'1  dy  -h  rlv dz) 

4-  a'{q'"dx  —p'"dy)  -i-  fi'{r'"dx —  p'"dz)  4-  y'(r'"dy —  q'"dz) 
4-  cc"(q"dx  —  p" dy)  -h  fi"(r"dx —  p"dz)  4-  y"(r"dy  —  q"dz  ) 
-H  a'"(  q'dx  —  p'dy  )  H-  (3"'(  r'J.r  —  ^'c/2  )  4-  y'"(  r'dy  —  q'dz  )  1 

et,  comme  cette  quantité  doit  être  une  différentielle  exacte  indépendam- 
ment de  la  valeur  de  t,  il  faudra  que  les  quantités  qui  multiplient  chaque 
puissance  de  t  soient  chacune  en  particulier  une  différentielle  exacte. 

18.  Cela  posé,  supposons  que 

p'dx  4-  q'dy  4-  r'dz 
soit  une  différentielle  exacte,  on  aura  par  les  Théorèmes  connus 

dp'  dq'       dp' dr'       dq'  dr' 

dy        dx        dz        dx        dz         dy  ' 

donc 

a'=o,      ^  =  o,     y'=o; 

donc  la  première  quantité  qui  doit  être  une  différentielle  exacte  sera 

p"dx  4-  q"dy  4-  r"dz. 

Il  faudra  donc  que  cette  quantité  soit  aussi  une  différentielle  exacte,  ce 

9o. 
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qui  donnera  les  conditions 

a"  =  o,     (3"  =  o,     y"  =  o  ; 

et  alors  la  seconde  quantité  qui  doit  être  une  différentielle  exacte  se  ré- 
duira à 

2 {p'"dx  -+-  q'"dy  -t-  r'"dz). 

Ainsi  il  faudra  que  l'on  ait  aussi 

a!"  =  o,     P"  =  o,     y'"  =  o  ; 

de  sorte  que  la  troisième  quantité  qui  doit  être  une  différentielle  exacte 

sera 

$(p<*  dx  -t-  q'vdy-¥-  r"dz). 

On  aura  donc  de  même 

x"  =  o,      j3"=:o,      y,v  =  o; 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  si 

p'dx  ■+-  q'dy  -+-  r'dz 

est  une  différentielle  exacte,  il  faudra  que 

p"dx  -+-  q'dy  4-  r"dz, 
jj"'dx  -+-  q'"dy  -+-  r'"dz, 
/>'"  c/x  H-  </" dy  -+-  rl,dz, 


soient  aussi  chacune  en  particulier  des  différentielles  complètes.   Par 
conséquent  la  quantité 

pdx  -+-  qdy  -+-  rdz 

sera  elle-même  une  différentielle  complète,  le  temps  t  étant  supposé  fort 
petit. 

19.   Il  s'ensuit  de  là  que,  si  la  quantité 

pdx  -h  q dy  -+■  /' dz 
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est  une  différentielle  exacte  lorsque  t  =  o,  elle  devra  l'être  aussi  lorsque 
t  aura  une  valeur  quelconque  très-petite;  d'où  l'on  peut  conclure,  en 
général,  que  cette  quantité  devra  être  toujours  une  différentielle  exacte, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  t.  Car  puisqu'elle  doit  l'être  depuis  t  =  o 
jusqu'à  t  —  6(ô  étant  une  quantité  quelconque  donnée  très-petite j,  si 
l'on  y  substitue  partout  6 -ht'  a  la  place  de  /,  on  prouvera  de  même  qu'elle 
devra  être  une  différentielle  exacte  depuis  t'=  o  jusqu'à  £'=  6;  par  con- 
séquent elle  le  sera  depuis  t  =  o  jusqu'à  t  =  id\  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général,  comme  l'origine  des  t  est  arbitraire,  et  qu'on  peut 
prendre  également  t  positif  ou  négatif,  il  s'ensuit  que  si  la  quantité 

pdx  -h  qdy  -h  rdz 

est  une  différentielle  exacte  dans  un  instant  quelconque,  elle  devra  l'être 
pour  tous  les  autres  instants.  Par  conséquent,  s'il  y  a  un  seul  instant 
dans  lequel  elle  ne  soit  pas  une  différentielle  exacte,  elle  ne  pourra  jamais 
l'être  pendant  tout  le  mouvement;  car  si  elle  l'était  dans  un  autre  instant 
quelconque,  elle  devrait  l'être  aussi  dans  le  premier. 

20.   Lorsque  le  mouvement  commence  du  repos,  on  a  alors 

p  =  o,     q  =  o,     >•  =  o 

lorsque  t  =  o;  donc 

p  dx  -h  q  dy  -+-  r  dz 

sera  intégrable  pour  ce  moment,  et  par  conséquent  devra  l'être  toujours 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Mais,  s'il  y  a  des  vitesses  imprimées  au  fluide  au  commencement  du 
mouvement,  tout  dépend  de  la  nature  de  ces  vitesses,  selon  qu'elles  se- 
ront telles,  que 

pdx  -h  qdy  -h  rdz 

soit  une  quantité  intégrable  ou  non;  dans  le  premier  cas  la  quantité 

p  dx  -h  q  d)  ■  -t-  r  dz 

sera  toujours  intégrable,  et  dans  le  second  elle  ne  le  sera  jamais. 
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Lorsque  les  vitesses  initiales  sont  produites  par  une  impulsion  quel- 
conque sur  la  surface  du  fluide,  on  peut  démontrer  que 

p  dx  -t-  qdy  -+-  rdz 

doit  être  intégrable  dans  le  premier  instant.  Car  il  faut  que  les  vitesses/», 
q,  r,  que  chaque  point  du  fluide  reçoit  en  vertu  de  l'impulsion  donnée  à 
la  surface,  soient  telles,  que  si  l'on  détruisait  ces  vitesses  en  imprimant 
en  même  temps  a  chaque  point  du  fluide  des  vitesses  égales  et  en  sens 
contraire,  toute  la  masse  du  fluide  demeurât  en  repos  ou  en  équilibre. 
Donc  il  faudra  qu'il  y  ait  équilibre  dans  cette  masse  en  vertu  de  l'impul- 
sion appliquée  a  la  surface,  et  des  vitesses  ou  forces  —  p,  —g,  —  r  ap- 
pliquées à  chacun  des  points  de  son  intérieur;  par  conséquent,  suivant 
la  loi  connue  de  l'équilibre  des  fluides,  les  quantités  p,  q,  r  devront  être 

telles,  que 

pdx  -+-  q  dy  -t-  r  dz 

soit  une  différentielle  exacte.  Ainsi  dans  ce  cas  la  même  quantité  devra 
toujours  être  une  différentielle  exacte  dans  chaque  instant  du  mouvement. 

2t.  On  pourrait  peut-être  douter  s'il  y  a  des  mouvements  possibles 
dans  un  fluide,  pour  lesquels 

p  dx  -h  q  dy  -t-  rdz 

ne  soit  pas  une  différentielle  exacte. 

Pour  lever  ce  doute  par  un  exemple  très-simple,  il  n'y  a  qu'à  considé- 
rer le  cas  où  l'on  aurait 

p  —  gy,     q  =  —  gx,      r  =  o, 

g  étant  une  constante  quelconque.  On  voit  d'abord  que  dans  ce  cas 

p  dx  -h  q  dy  -+-  r  dz 
ne  sera  pas  complète,  puisqu'elle  devient 

giydx  —  xdy) 
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qui  n'est  pas  intégrable;  cependant  la  quantité 

~  dx-<r-  -r-  dy  -+-  -j-dz  -\-  a.[qdx  —  pdy)-h  fi{rdx  —  pdz\  -+-y(rdy  —  qdz) 

du  n°  16  est  intégrable;  car  on  aura 

dp  dq  dr 

-f-=o,      —r-  =  o,     ^-=;o, 
(//  dt  dt 

dp       dq  _  dp        dr  dq        dr 

dy       dx         b  '     ^       dz        dx         '     '        dz        dy 

de  sorte  que  la  quantité  dont  il  s'agit  sera 

—  2  g2  (  x  dx  -+-  y  dy), 

dont  l'intégrale  est 

—  g2(x2  +  y2). 

A  l'égard  de  l'équation  dépendante  de  l'incompressibilité  du  fluide,  sa- 
voir (5) 

dp        dq        dr  

dx       dy       dz 

elle  est  aussi  satisfaite,  puisque 

dp  _  dq  dr  _ 

dx        '     dy        '     dz 

Au  reste  il  est  visible  que  la  supposition  précédente  de 

P  =  gT>     <l  =  -gx    | 

représente  le  mouvement  d'un  fluide  qui  tourne  autour  de  l'axe  fixe  des 
coordonnées  z  avec  une  vitesse  angulaire  constante  et  égale  à  g\  et  l'on 
sait  qu'un  pareil  mouvement  peut  toujours  avoir  lieu  dans  un  fluide. 

Il  s'ensuit  de  là  que  dans  le  calcul  des  oscillations  de  la  mer  en  vertu 
de  l'attraction  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  ne  peut  pas  supposer  que  la 

quantité 

pdx  -+-  q  dy  -+-  r  dz 

soit  intégrable,  puisqu'elle  ne  l'est  pas  lorsque  le  fluide  est  en  repos  par 
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rapport  à  la  Terre,  et  qu'il  n'a  que  le  mouvement  de  rotation  qui  lui  est 
commun  avec  elle. 

En  général,  si  l'on  suppose  p  et  q  fonctions  de  x  et  y  sans  z  ni  t,  et  r 
constante,  on  aura 

dp  dq  dr 

-Ç-=o,     -^-:=o,     -=-=o, 
dt  dt  dt 

«  =  %-%'      P  =  °'     y  =  °; 
et  la  quantité  qui  doit  être  intégrante  (17)  sera 

%--d£)[qdx-pdy')- 

Or  par  l'incompressibilité  du  fluide  on  aura 

dx        dy 
~  étant  nul;  donc  pdy  —  qdx  devra  être  intégrable.  Soit  donc 
p  dy  —  q  dx  =  dut  ; 


1  = 


de 


et  la  quantité 


deviendra 


r  ~  dy  '  ■    *  _       dx1 

[%-d£)((idx-pdr 


i'd2a>       d2u\ 

[jx-^-drU(ù' 


laquelle  devant  être  elle-même  intégrable,  il  faudra  que  l'on  ait 

d'dt        d'à        . 

—. 1 — =— ■  =  fonct.  m. 

dx2        dy2 

Ainsi,  pourvu  que  w  soit  une  fonction  de  x,  y,  sans  z  ni  t,  laquelle  satis- 
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fasse  à  cette  équation,  on  aura  un  mouvement  possible  clans  le  fluide  en 
prenant 

P=dj'      ?  =  -^'      r=const-' 

sans  qu'il  soit  nécessaire  que  pdx  -+-  qdy  soit  intégrable. 
Si  l'on  fait 

CJ_"g(J?'+r')/ 

on  aura 

fonct.  w  =  g,     el    p  =  gy,     q=^  —  gx, 

comme  dans  l'Exemple  précédent. 

22.  Il  y  a  encore  un  cas  très-étendu  dans  lequel  la  quantité 

pdx  -+-  qdy  -t-  rdz 

doit  être  une  différentielle  exacte.  C'est  celui  où  l'on  suppose  que  les 
vitesses/?,  q,  r  soient  très-petites  et  qu'on  néglige  les  quantités  très-pe- 
tites du  second  ordre  et  des  ordres  suivants.  Car  alors  l'équation  du  n°  14 
se  réduit  à  celle-ci 


de  sorte  que 


dPdx+dldr+-  dz-dV-  — 

dt  ax  +  dt    r  +  dt  az~ay        a  ' 


-f-  dx  H — J-  dr  +  -r-  dz 
dt  dt    ■        dt 


doit  être  intégrable  par  rapport  à  x,  y,  z,  et  par  conséquent  aussi  la 

quantité 

pdx  -t-  qdy  -+-  rdz, 

laquelle  étant  représentée  par  df,  en  supposant©  une  fonction  très-pe- 
tite de  x,  y,  z,  t,  on  aura  les  mêmes  formules  que  dans  les  n05  15  et  16, 
en  y  négligeant  seulement  les  secondes  et  les  ultérieures  dimensions  de  ai. 
On  pourra  de  plus  dans  ce  cas  déterminer  les  valeurs  mêmes  des  coor- 
données x,  y,  z  pour  un  temps  quelconque.  Car  il  n'y  aura  pour  cela 
qu'à  intégrer  les  équations  (1) 

dx  ==  p  dt,     dy—qdt,     dz  =  r  dt 
IV.  9' 
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dans  lesquelles,  à  cause  que  p,  q,  r  sont  supposées  très-petites  et  que  par 
conséquent  dx,  dy,  dz  sont  très-petites  vis-à-vis  de  dt,  on  pourra  regar- 
der x,  y,  s  comme  constantes  vis-à-vis  de  t.  De  sorte  qu'en  traitant  t  seule 
comme  variable  dans/?,  q,  r,  et  ajoutant  les  constantes  arbitraires  a,  b,c, 
on  aura  sur-le-champ 

x  =  a  -+-  I  pdt,       y  =  b  -+-  I  qdt,      z  =  c  •+■  i  rdt. 

Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

$=  /  odt, 

et  qu'on  y  change  x,  y,  z  en  a,  b,  c,  on  aura 

e?$  .       d<&  d® 

x  =  a-\ — =— 5     r=M — yj-,     z  =  c  -i — r- ; 
da       •  a  6  de 

et  les  quantités  a,  b,  c  seront  les  valeurs  initiales  de  x,  y,  z  pour  chaque 
particule  du  fluide,  si  l'on  prend  la  fonction  $  de  manière  qu'elle  soit 
nulle  lorsque  t  —  o. 

23.  Le  cas  dont  nous  venons  de  traiter  a  lieu  surtout  dans  la  Théorie 
de  la  propagation  du  son.  En  supposant,  comme  dans  le  n°  16,  11  =  kA, 
et  ne  conservant  que  les  premières  dimensions  de  la  quantité  <p  supposée 
très-petite,  on  aura 

frlogA  =  V-^, 
et  l'équation  en  f  sera 

r(d2(?       d2y       d2y\        rf29       dco  d\~       dy  dW       dep  d\ 
\dx'        dy-        dz2  j        dt2     '    dx  dx        dy   dy     -   dz    dz   ~ 

Or  dans  l'état  de  repos  ou  d'équilibre  onap  o,  donc 

h  logA  =  V, 
et  par  conséquent 

V 

A  =  e*. 
Supposons  donc  que  la  densité  naturelle  de  l'air  soit  augmentée,  lors- 
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que  l'air  est  en  vibration,  en  raison  de  i  -h- s  à  i,  s  étant  une  quantité 
fort  petite,  on  aura 

V 

A  =  e*(i-t-s), 
et  de  là,  en  négligeant  les  carrés  de  s, 

logA=  T  +  *; 


donc 


i  do 
S~~k~dl' 


dV  =  Vdx  +  Qdr  +  Rdz, 


Comme  (14] 


il  est  clair  qu'on  aura 

dx  dy  dz 

P,  Q,  R  étant  les  forces  accélératrices  de  chaque  particule  suivant  les 
lignes  x,  y,  z  (6).  Donc  si  l'on  prend  les  ordonnées  s  verticales  et  dirigées 
de  haut  en  bas,  et  qu'on  nomme,  comme  dans  le  n°  16,  g  la  force  accé- 
lératrice de  la  gravité,  on  aura 

P  =  o,    Q  =  o,     li  =  g, 

et  la  Théorie  de  la  propagation  du  son  sera  renfermée  dans  l'équation 

(dy       dy       dy\       ^dj  _  dy 
\dx>       dy'        dz*  )  H   b  dz  ~  dP  ' 

Ayant  déterminé  <p  par  cette  équation,  on  aura  les  vitesses  p,  q,  r  el 
la  condensation  s  de  l'air  par  les  formules 

do  do  do  i   do 

y       dx       H       dy  dz  li  dt 

Le  coefficient  k  est  égal  à  p  gh,  en  nommant  h  la  hauteur  du  baromètre 
et  p  le  rapport  de  la  gravité  spécifique  du  mercure  à  celle  de  l'air  (16). 

24.  Au  reste,  si  la  masse  du  fluide  était  telle,  que  l'une  de  ses  dimen- 
sions fût  considérablement  plus  petite  que  chacune  des  deux  autres,  en 

9»- 
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sorte  que  les  coordonnées  z,  par  exemple,  fussent  très-petites  vis-à-vis 

de  x  et  y,  cette  circonstance  pourrait  servir  aussi  à  faciliter  et  simplifier 

l'intégration  des  équations  principales. 

Car  il  est  clair  qu'on  pourrait  alors  donner  aux  inconnues  p,  q,  r,  A 

la  forme  suivante 

/>=/>'  -t-  p"z  -t-  p'z1 

q  =  q'  -+-  q"z  -4-  q'"z2 

r  =  r'  -+-  r" z  -t-  r'"z2 

A=A'  +  A"2  +  A*V 


dans  laquelle 


P',p 


q,q 


A',  A", . 


seraient  des  fonctions  de  x,  y,  t  sans  z.  De  sorte  qu'en  faisant  ces  sub- 
stitutions on  aurait  des  équations  en  séries,  lesquelles  ne  contiendraient 
que  des  différences  partielles  relatives  à  x,  y,  t. 

Pour  donner  là-dessus  un  essai  de  calcul,  nous  supposerons,  pour  plus 
de  simplicité,  qu'il  ne  s'agisse  que  d'un  fluide  incompressible  et  homo- 
gène dont  la  densité  A  soit  égale  à  i . 

Substituant  premièrement  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  de 

l'incompressibilité 

dp       dq       dr  _ 
dx       dy        dz         ' 


et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  z,  on  aura 


d£ 
dx 


dq' 
dy 


dx 


df 

dy 


dp'" 

dx 


dq" 


3r 


De  sorte  que,  comme p',p",-  ■  • ,  q' 
on  aura  ces  équations  particulières 


ne  doivent  point  contenir  s, 


dp' 
dx 


-r-  -+■  r"  =  o, 
dy 


dp"       dq" 


dx 

dp'" 
dx 


dy 

dq'" 
~dj 


-+-    2T  =  O, 


3r 
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par  lesquelles  on  déterminera  d'abord  les  quantités  r",  r'",  rIV, ...  ;  et  les 
quantités  r',  p',  p",  p", . ..,  q' ,  q",  q" , . . .  demeureront  encore  indéter- 
minées. 

On  fera  ensuite  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  de  la  pres- 
sion (14),  et  il  est  visible  qu'elle  se  réduira  à  cette  forme 

adx  -+-  $dy  +  ydz  -+-  z(x'dx  -+-  $'dy  -+-  y'dz)  -+-  z'{a."dx  -+-  fi"dy  H-  y"dz)-v- . . . 

'     =dY-dïl; 
en  faisant,  pour  abréger, 

dp'  dp1         ,  dp'         ,  „ 

dr'  ,  dr'  ,  dr'  ,  „ 

^  =  W+P7ix+<J7ir-  +  rr' 

,      dp"         ,  dp"  dp'         ,  dp"         „dp' 

«  =  w+piïx-+p±;+ï^  +  <i  dy  +  *'-'p'+'*'p"> 

„,       dq"         .  dq"         ridq'         ,  dq"         „dq' 

^  =  w+p±+p  ±  +  «  -dy  +  <?  dr  +  2">  +  r  9 "• 

,       dr"  dr"  ,,  dr'  ,  dr"  ,,  dr' 

^=^T+p^+p  dx-^i-dj  +  i  dr-  +  *r'>'"'+r'r"> 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  que  le  premier  membre  de  cette  équation  soit  intégra hle, 
il  faudra  que  les  quantités 

adx  -h  $dy,     ydz-\-z{a.'dx-\-^'dy),     y'zdz  +  z2(<x"dx  -+-  Ç/'dy),.  .  . , 

soient  chacune  intégrable  en  particulier. 

Si  donc  on  dénote  par  w  une  fonction  de  œ,  y,  l  sans  z,  on  aura  ces 
conditions 

du       „ doi         , dy  dy         „ i  dy'  i  dy' 

~  dx  '      ^       dy  '  dx^      ^  ~  dy'  ~~  2  dx  '      P         i    dy  ' 
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Alors  l'équation  intégrée  sera 

m  -t-  yz  +  -  y'z'-h. .  .  =  V  —  II, 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  satisfaire  aux  conditions  précédentes  par  le 
moyen  des  fonctions  indéterminées  w,  r',  p ',  p" , . . . ,  q',  q"; 

25.  Le  calcul  deviendrait  encore  plus  facile  si  les  deux  variables  y 
et  z  étaient  très-petites  vis-à-vis  de  x\  car  alors  on  pourrait  supposer 

P  =  p'  +  p"y  -t-  p'"z  -4-  p'\r2  -+-  p\rz  -h..., 

q  —  q'  H-  q"y  ■+■  q'"z  -+-  çIV  j2  -i-  q* yz  -+-..., 

r  =  r'  -t-  /■">-  -+-  '"'"z  -t-  r'vrJ  +  r" yz  -4-  .  .  . , 

et  les  quantités  p',  p", . . . ,  q',  q", ... ,  r',  r", . . .  seraient  simplement  des 
fonctions  de  x  et  t. 

Ainsi  l'équation  de  l'incompressibilité  donnerait  d'abord 

dp'         „        »,  dp" 

±^-1  +r  =  °>    -fc  +  *q"  +  r-  =  o 

Ensuite  l'équation  de  la  pression  deviendrait 

a.dx  -h  fidr  +  ydz  -4- y{ cc'dx  -t-  fi'dy  -4-  y'dz  )  +  z  (  a"dx  -+-  $"dy  -+-  y"dz)  +  .  . . 

=  d\  -  dTl, 
dans  laquelle 


a  = 

dp' 

+  /> 

-hq'p' 

-+-  i 

•'p' 

P  = 

+  /> 

+  q'q' 

■+- 

'? 

y  = 

+  i> 

-hq'r' 

■+■  i 

,',,' 

dp"         ,  dp"  dp'  ,  „  ,,  „  ... 

X  =  W+Pdï+IJ   £  +  **P"  +  9P  +rp->  +  rp, 
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Et  il  faudra,  pour  que  l'équation  soit  intégrahle,  que  l'on  ait  ces  con- 
ditions 

,       d&         „       dy 
oc  =  -f-  ■>      a.  '  =  —  i  •  •  ■  i 
dx  dx 

moyennant  quoi  l'équation  intégrée  sera 

[cxdx  -f-  fiy  +  yz  -h. . .  )  =  V—  II. 


/ 


26.  Enfin  on  pourra  aussi  quelquefois  simplifier  le  calcul  par  le  moyen 
des  substitutions,  en  introduisant  à  la  place  des  coordonnées  x,  y,  z 
d'autres  variables  S,  y,  Ç,  lesquelles  soient  des  fonctions  données  de 
oc,  y,  z. 

Supposons  qu'on  ait  différence  ces  fonctions  et  qu'on  en  ait  tiré  les 
valeurs  dï\,  dy,  dÇ,  lesquelles  seront  de  cette  forme 

d \  =  \  dx  -+-  \>.  dy  -t-  v  dz, 
dn  =  X'  dx  -+-  p.' dy  -h  v'  dz, 
o"Ç  =  Vdx  -t-  jj-'dy  -+-  v" dz, 

}.,  [>.,  v,  X',  \x' , . . .  étant  des  fonctions  données  de  '%,  rj,  Ç. 

En  regardant  la  quantité/?,  d'abord  comme  fonction  de  x, y,  z,  et  en- 
suite comme  fonction  de  S,,  yj,  Ç,  on  aura 

dp  =  -f-  dx  -+-  -f-  dy  ■+-  -f-  dz  =  -fr  dX  -t-  -f-  dn  +    K  d'C. 
r       dx  dy    J        dz  «£  d-n  de 

Donc,  substituant  à  la  place  de  d'%,  dri,  d'Ç,  les  valeurs  précédentes,  et 
comparant  les  termes  affectés  de  dx,  dy,  dz,  on  aura 


dp 
dx 

di,           dn           dç 

dp 

dp         ,  dp         „  dp 

'    d^       r   dn           dt 

dp 
dz' 

dp         ,  dp         „  dp 
d\           dn          dÇ 

et  l'on  aura  de  pareilles  formules  pour  les  valeurs  de  —-,  -—-■> 
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Faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  fondamentales,  elles  ne 
contiendront  plus  que  des  différences  partielles  relatives  à  £,  vj,  Cet  t;  et 
si  par  la  nature  de  la  question  proposée  la  variable  Ç,  par  exemple,  ou 
les  deux  variables  vj  et  Ç,  sont  très-petites  vis-à-vis  de  §,  on  pourra  em- 
ployer des  réductions  analogues  à  celles  que  nous  avons  développées 
dans  le  numéro  précédent. 

27.  Telles  sont  les  méthodes  et  les  formules  principales  par  lesquelles 
on  peut  déterminer  rigoureusement  les  lois  du  mouvement  des  fluides. 
Nous  allons  maintenant  en  montrer  l'application  à  quelques  cas  parti- 
culiers. 


SECTION  SECONDE. 

DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES  PESANTS  ET  HOMOGÈNES  DANS  DES  VASES 
OU  DES  CANAUX  DE  FIGURE  QUELCONQUE. 

28.  Nous  supposerons  d'abord  que  le  fluide  parte  du  repos,  ou  qu'il 
soit  mis  en  mouvement  par  l'impulsion  d'un  piston  appliqué  à  la  sur- 
face, moyennant  quoi  les  vitesses/?,  q,  r  de  chaque  particule  devront 

être  telles,  que 

p  dx  -+-  qdy  ■+■  rdz 

soit  une  différentielle  exacte  (20);  de  sorte  qu'on  pourra  employer  les 
formules  données  dans  le  n°  16. 

29.  Soit  donc  ç>  une  fonction  de  x,y,  z,  t,  dépendante  de  l'équation 

d2o       d2<?       d2o 

dx'1 .     dy2       dz' 

on  aura  d'abord  pour  les  vitesses/?,  q,  r  de  chaque  particule,  suivant  les 
directions  des  coordonnées  oc,  y,  z,  ces  expressions 

dcif  dy  do 

"  ~~  dx  '     ^       dy  '        ~~  dz 
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Ensuite  la  pression  17  dans  chaque  point  du  fluide  sera  (en  supposant 
la  densité  A  =  i) 

n=v-  i*--1-  (iv-  i  (&Y-  -  (py. 

fit        2  \dv)        i  \dy  j        a  \dz  j 
La  quantité  V  est  égale  à  ' 

Pdx  -hQdy-hRdz), 


f 


en  nommant  P,  Q,  R  les  forces  accélératrices  tendantes  à  augmenter  les 
coordonnées  x,  y,  z.  Or  nous  supposons  ici  que  le  fluide  n'est  animé  que 
par  sa  gravité  naturelle.  Donc,  prenant  g  pour  exprimer  la  force  accélé- 
ratrice de  la  gravité,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  plus  haut  (16),  et 
nommant  S,  ri,  'Ç  les  angles  que  la  verticale  fait  avec  les  axes  des  coor- 
données x,y,  z,  on  aura 

P  =  g-cosË,     Q  =  g-cos7i,     R  =  g'cosÇ, 

et  par  conséquent 

V  =  gx  cos£  -i-  gycosvi  -+-  gz  cosÇ. 

30.  Maintenant  soit  z  =  x  l'équation  d'une  des  parois  du  vase  ou  du 
canal,  a  étant  une  fonction  donnée  de  œ,  y  sans  s  ni  t.  On  aura  donc, 
suivant  les  formules  du  n°  10, 

A  =  z  —  a; 


>,l  les  deux  équations 

dt   ~^~  ^  dx  "^  H  dy  ~r  '  dz 


dk  dk  dk  dk 


se  réduiront  à 

Z  —  9.  =  o, 


dy  dot.        dw  da        do 
dx  dx        dy   dy       dz 


Ces  deux  équations  devant  avoir  lieu  à  la  fois,  il  faudra  qu'elles  don- 
nent l'une  et  l'autre  la  même  valeur  de  z;  donc,  en  substituant  dans  la 
seconde  à  la  place  de  z  sa  valeur  x  donnée  par  la  première,  il  faudra  que 
l'équation  résultante  ait  lieu  d'elle-même. 

IV.  92 
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Ainsi  l'équation 

do        do  da.        do  da 
dz         dx  dx        dy   dy  ~ 

devra  être  satisfaite  en  faisant  z  =  «.  Et  chaque  paroi  fournira  une  con- 
dition semblable  à  remplir. 

31.  A  la  surface  extérieure  du  fluide  la  pression  II  doit  être  nulle, 
lorsque  le  fluide  est  libre;  mais  si  le  fluide  est  pressé  par  une  force  don- 
née, alors  la  valeur  de  IT  doit  être  égale  à  cette  force. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  fluide  se  meuve 
uniquement  en  vertu  de  sa  gravité;  ainsi  la  quantité  II  devra  être  nulle 
à  sa  surface  extérieure;  par  conséquent  n  =  o  sera  l'équation  de  cette 
surface. 

On  fera  donc  dans  les  formules  du  n°  10  B  =  II,  et  l'on  aura  ces  deux 

équations 

dTl        do  dïl        do  dll        do  dîl 

II  =  o,     — - — 1-  -p — y~  ^ — -' — - — i — ~ — j—  =  o, 


lesquelles  devant  avoir  lieu  en  même  temps,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  éli- 
mine une  des  variables  comme  s,  l'équation  résultante  devra  subsister 
«Pelle-même. 

Au  reste,  comme  la  seconde  de  ces  équations  résulte  de  la  condition, 
que  les  particules  du  fluide  qui  sont  une  fois  à  la  surface  y  demeurent 
toujours,  elle  ne  sera  pas  nécessaire  lorsque  cette  condition  cessera  d'a- 
voir lieu  (numéro  cité). 

32.  Cela  posé,  il  faut  commencer  par  déterminer  la  fonction  y  au 

moyen  de  l'équation 

d'o       d2o       d-(f> 
dx'1        dy2        dz2 

Mais  cette  équation  n'étant  intégrable,  en  général,  par  aucune  des  mé- 
thodes connues,  nous  supposerons  que  l'une  des  dimensions  de  la  masse 
fluide  soit  fort  petite  à  l'égard  des  deux  autres,  en  sorte  que  les  coordon- 
nées s,  par  exemple,  soient  très-petites  vis-à-vis  des  coordonnées  x  et  y. 
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Par  le  moyen  de  cette  supposition,  il  est  visible  qu'on  pourra  repré- 
senter la  fonction  <p  par  une  série  de  cette  forme 

cp  =  cp'-t-  zo"  -+-  z2®'"  -\-  z3cp,v-t-.  .  ., 

dans  laquelle  cp',  f",  a'", . . .  seront  des  fonctions  de  x,  y,  t  sans  z. 

Faisant  cette  substitution  dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra 

/dV       d2<?'  \  /d'f       rPf  ,       \         Jd2f       d'f       ,  ,      \ 

De  sorte  qu'en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  affectés  des  diffé- 
rentes puissances  de  z,  on  aura 


„, i  dïvf'        i  d2o' 

2   dx2         2   dy- 


9"= 


i     d2q"  '     d2y" 

2.3    dx2  2.3    dy1 

i     <72cp'"  i     f/2cp'"            ï       (/'s'           i        rf'ç/'               i       «/'cp' 

3-4   <&?'  3.4   </''2  2.3.4   dx*        3.4  dx'dy*       2.3.4  *(> "" 


Ainsi  l'expression  de  cp  deviendra 

,  „       z2  /f/2cp'        ^2(?'\         -z3    (d2<?"       d2cp" 

'        '  *         2  \  eke2         dy2  )       2.3  \  fi?^r2         dV2 

zi      ((!''¥'  d^'         ds^'\ 

2.3.4  \  dx*        ~  dx2dy2        dyi  j 

dans  laquelle  les  fonctions  cp'  et  cp"  sont  indéterminées,  ce  qui  fait  voir 
que  cette  expression  est  intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 

33.  Ayant  ainsi  l'expression  de  cp,  nous  aurons  en  différentianl 

_  df  _  «Y        c^f_  __t-[  elH.  _■_  rf'V  \ fL  fd'f"      <{3t"  \ 

/J~dx~dx       Z  dx        i\d:c3        dxdy'J       2.3\fte3        dxdr2 ) 

_do_dt?'         d<f"      z?  f  dz  y'        d3<f'\  _    z3    /  rfV'        f/3y"\ 
r/  ~  ^î7  ~  ~dy  +  '  rfr        2  \dx'dy        dy3  )       2.3  \rfx2rf>~^  dy3  )       '"' 

_df  _    ,~        /r/V      rfV\       zV^V       d2  y"\        z3    /rfy  rfV  rf4y'\ 

r~  «fe—  *  \rfar        rf>  ''  /       2\rf.r-         «$''/       2.3  \ «te'  dx2dy'       df'J 
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Et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  II  du  n°  29,  elle  devien- 
dra de  cette  l'orme 

n  =  ir+  zii"-hz-'W-+-  s3  n'"  +  ..., 

dans  laquelle 


do'        i  ldo'\2       i  I  d 


!?' 


n„ c/<s"       </©'   c?<s"       do'  do"         „  ld2o'        d2®' 

~  h        '        dt  dx    dx         dy     dy         '    \  dx2         dy- 


"-H; 


rf3 


dtdx2       dtdy-j        2  \  dx  )         1   dx  \dx3         dx  dy 
1  ldo"\-      1  f/o'  /  c/3©'        </:'cp'\       1  fd2o'       d2o'\2      1    „(d2o"      d2 


dy  j       2  dy  \dx2dy       dy3  j       ?.\dx2        dy2  J        2  '    \fte2        f/j'-' 
et  ainsi  de  suite. 

34.  Maintenant,  si  s  =  a  est  l'équation  des  parois,  a.  étant  une  l'onc- 
tion fort  petite  de  ce,  y  sans  z,  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes 
particules  du  fluide  soient  toujours  contiguès  aux  parois  sera  (30j 

„       do'  da        do'  da  fd2o'        d2®'        do"  da.        do"  doC\ 

dx   dx        dy   dy       ~  \  dx2         dy2         dx   dx         dy    dy) 


z2ïd2o" 
2  L  dx2 


d'o"       (d3o'         d3o'  \  dx       I  d3o'         d3o'\dx 
dy2        \dx3       dxdy2)  dx       \dx2dy       dy3  J  dy 


laquelle  devant  avoir  lieu  en  même  temps  que  l'équation  s  =  «,  il  fau- 
dra qu'elle  soit  vraie  en  y  mettant  «  à  la  place  de  s. 

Ainsi  l'équation  de  condition  dont  il  s'agit  se  réduira  à  cette  forme 
plus  simple 


dx  dy  2  dx  2  dy 

1         \    '   \  da3        dxdy2}  J  1         |       \dx2dy        dy' J  J 


2.3  dx  2.3  dy 

laquelle  devra  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  paroi  donnée. 
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35.  Enfin  l'équation  de  la  surface  extérieure  du  fluide  sera  II  =  o, 
savoir 

n  +  în"4-:in'"  +  zin'Y  +  ...  =  o. 

El  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  particules  demeurent 
toujours  à  la  surface  sera  après  les  substitutions  et  les  réductions  (31 
et  33) 

dt  dx    dx         dy    dy 

~dW    i    d<?"  dïl'    i    d</_  dW 
dx    dx 


VdW        df  dïl' 
L  dt  dx    dx 


d<a"  dïl'        dco'  dïl"  ,,„.„       fd'o'        d'y' 


dW 

dw" 

dïl" 

dy' 

dïl' 

dt 

dx 

dx 

~v' 

dx 

dx 

dy     dy  dy     dy  \dx-  dy 

d3y'  d3a>'  \  dW 

dx3        dxdy-j  dx 

df_dW^       do'  dW        i  /  </y  f/y\  dTl' 

dy      dy  dy     dy         i.\dx3dy        dy3  J    dy 

,  d2(f'       d2y'\  v"TT'v  —  -  [C-^-        d'®" 

dx-         dy3  j  a  \  dx3         dy1 


Ainsi,  chassant  z  de  ces  deux  équations,  on  aura  une  équation  sans  z  qui 
devra  subsister  d'elle-même  pour  tous  les  points  de  la  surface  dont  il 
s'agit. 

Du  mouvement  d'un  fluide  qui  coule  dans  un  vase  étroit  et  presque 
vertical. 

36.  Imaginons  maintenant  que  le  fluide  coule  dans  un  vase  étroit  et  à 
peu  près  vertical,. et  supposons  que  les  abscisses  x  soient  verticales  et 
dirigées  de  haut  en  bas;  on  aura  (29) 

£.=  o,     /)  =.  90°,     'Ç  =  90"  ; 
donc 

cos£  =  i,     cos/j  =  o,     cosÇ  =  o. 
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Supposons  de  plus,  pour  simplifier  la  question  autant  qu'il  est  pos- 
sible, que  le  vase  soit  plan,  en  sorte  que,  des  deux  ordonnées  y  et  z,  les 
premières  y  soient  nulles  et  les  secondes  z  soient  fort  petites. 

Enfin  soient 

z  =  a,     z  t=  (3 

les  équations  des  deux  parois  du  vase,  a  et  /5  étant  des  fonctions  de  x 
connues  et  très-petites.  On  aura  relativement  à  ces  parois  les  deux  équa- 
tions (34) 

dx  \      \      dx 


?  — 


dx  2  dx 


dx  2  dx 

lesquelles  serviront  à  déterminer  les  fonctions  <p'  et  f". 

37.  Nous  regarderons  les  quantités  z,  a,  /3,  comme  très-petites  du  pre- 
mier ordre,  et  nous  négligerons,  du  moins  dans  la  première  approxima- 
tion, les  quantités  du  second  ordre  et  des  ordres  suivants.  Ainsi  les  deux 
équations  précédentes  se  réduiront  à  celles-ci 

.  '(-£)      ,  <^) 

=  o,     <p' 


dx  dx 

lesquelles  étant  retranchées  l'une  de  l'autre  donnent  celle-ci 


rf[( 


»£] 


dont  l'intégrale  est 


(«-P 


dx 
d<a' 


dx 


6  étant  une  fonction  arbitraire  de  /,  laquelle  doit  être  très-petite  du  pre- 
mier ordre. 

Or  il  est  visible  que  a  — /3  est  la  largeur  horizontale  du  vase,  que  nous 
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représenterons  par  1.  Ainsi  l'on  aura 

d(f'  __  9 
dx         X 

et,  intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  x, 

*dx 


,-./! 


»    •*■ 


en  désignant  par  £  une  nouvelle  fonction  arbitraire  de  l. 
Si  l'on  ajoute  ensemble  les  mêmes  équations  et  qu'on  fasse 


on  en  tirera 


v&: 


dx 


ou,  en  substituant  la  valeur  de  -?-■> 

dx 


i;     * 


D'où  l'on  voit  que,  puisque  X,  p.,  5  sont  des  quantités  très-petites  du 
premier  ordre,  <j>"  sera  aussi  très-petite  du  même  ordre. 

38.  Donc,  en  négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre,  on 
aura,  par  les  formules  du  n°  33,  la  vitesse  verticale 


_  r/cp'  _  9 
p—  ~dx~  ~  V 


la  vitesse  bôrizontale 


dx1  \  dx  dx 


,H 


d^ 


ou  bien 

Ordp      .  .  i  dl  I 
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Ensuite,  à  cause  de  cos^  =  o,  la  quantité  TI"  sera  aussi  très-petite  du 
premier  ordre.  Par  conséquent  la  valeur  de  la  pression  II  se  réduira  à 


de  r 
=  gz'-djJ 


dx        d& 
ï  ~~  'dt 


Et  celte  quantité  étant  égalée  à  zéro  donnera  la  figure  de  la  surlace  du 
fluide.  De  sorte  que,  comme  la  même  quantité  ne  renferme  point  l'or- 
donnée z,  mais  seulement  l'abscisse  x  et  le  temps  t,  il  s'ensuit  que  la 
surface  du  fluide  devra  être  à  chaque  instant  plane  et  horizontale. 

Enfin  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  particules  du  fluide 
soient  toujours  à  la  surface  se  réduira  pareillement  à  celle-ci  (35) 


dW 

do'  dll 
dx    dx 

du' 

e  f/n 

dt   H 

/   dx 

laquelle  ne  contient  pas  non  plus  s,  mais  seulement  x  et  /. 

39.  Pour  distinguer  les  quantités  qui  se  rapportent  à  la  surface  supé- 
rieure du  fluide  de  celles  qui  se  rapportent  à  sa  surface  inférieure,  nous 
marquerons  les  premières  par  un  trait  et  les  autres  par  deux  traits.  Ainsi 
x  ,  )/,...  seront  l'abscisse,  la  largeur  du  vase,  etc.,  pour  la  surface  supé- 
rieure, et  x",  X",...  seront  de  même  l'abscisse,  la  largeur  du  vase,  etc.,  a 
la  surface  inférieure.  De  même  n',  n"  dénoteront  dans  la  suite  les  va- 
leurs de  n  pour  les  deux  surfaces;  de  sorte  qu'on  aura  pour  la  surface 
supérieure  l'équation 

,       d6  Cdx'       d'à         &1 

et,  pour  la  surface  inférieure,  l'équation  semblable 

II"  —  O'  %'' 

11  _&        dtj  r      dt 

Enfin 


de 

dt 

f 

dx' 

-- 

d$ 

Ut  ~~ 

dW 

dt 

-+- 

e 
i' 

dU 

dx' 

==  0 
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sera  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  particules  qui  sont  une 
fois  à  la  surface  supérieure  y  restent  toujours;  et 

•       dlT        6_  dW  _ 

dt    +  1"  dx'r  ~  ° 

sera  l'équation  de  condition  pour  que  la  surface  inférieure  contienne 
toujours  les  mêmes  particules  du  fluide. 

Cela  posé,  il  faut  distinguer  quatre  cas  clans  la  manière  dont  un  fluide 
peut  couler  dans  un  vase,  et  chacun  de  ces  cas  demande  une  solution 
particulière. 

40.  Le  premier  cas  est  celui  où  une  quantité  donnée  de  fluide  coule 
dans  un  vase  indéfini.  Dans  ce  cas  il  est  visible  que  l'une  et  l'autre  sur- 
face doit  toujours  contenir  les  mêmes  particules,  et  qu'ainsi  l'on  aura 
pour  ces  deux  surfaces  les  équations 

ir  =  o,   n"  =  o, 

et  de  plus  les  deux  équations  de  condition 

dW        0  dW  dW        6   dW 

—r* — I-  77  —j—r  =  o,       ; h  T-r,      .    „    =  o  : 

dt  /.'    dx  dt  K    dx 

et  ces  quatre  équations  serviront  à  déterminera?',  x" ,  6  et  &  en  t;  moyen- 
nant quoi  le  mouvement  du  fluide  sera  connu. 
L'équation  n'=?o  étant  différentiée  donne 


donc 


substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation  de  condition  et  divi- 

dW 

sant  par  -j~,  on  aura 

dx'  8 

~~dT  ~  À7' 
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—TT  dx' 

dx 

-+- 

dU! 

dt 

dt  =  o-, 

dW  _ 

dW 

dx' 

dt    ~ 

dx' 

~~dt' 

738  MÉMOIRE  SUR   LA   THÉORIE 

On  trouvera  de  même,  en  combinant  l'autre  équation  n"=  o  avec  la  se- 
conde équation  de  condition,  celle-ci 

dx"  _  e 

dt    ~~  Y'' 

De  sorte  qu'on  aura 

Bdt  =  \'dx'  =  V  dx" , 

équations  séparées. 

On  aura  donc  en  intégrant 


f*"-f* 


dx1  =  m, 


m  étant  une  constante,  laquelle  exprime  évidemment  la  quantité  donnée 
du  fluide  qui  coule  dans  le  vase.  Ainsi  cette  équation  donnera  d'abord 
x"  en  x' '. 

Maintenant  si  l'on  substitue,  dans  la  première  équation  Iï'  =  o,  pour 

dt  sa  valeur  — ^ — ■>  elle  devient 


e  d$ &>_ 

A'  dx'        ik1' 


,_  e_  de_  rdx' 
gx      1'  dx7]  T~ 

laquelle  étant  multipliée  par  k'dx'  donne  celle-ci 

-,,    ,  ,   ,       „   ,„  Cdx'        .   ,r        ô'dx' 
gl'x'dx'  —8d9— Qdï ^y-  =  o, 

qu'on  voit  bien  être  intégrable,  et  dont  l'intégrale  sera 

/*,,  ,,  ,     s-  rdx'       r.  .„ 

g  J  h  x  dx I  -r^ |  9  dx  =  const. 

A" dx" 
On  trouvera  de  même,  en  substituant  — ^—  à  la  place  de  dt  dans  l'é- 
quation TT"=o,  et  multipliant  par  }."dx",  une  nouvelle  équation  inté- 
grable, et  dont  l'intégrale  sera 

/\„  WJ  ,    s2  rdx"     rn  ln 

g  j  A  x  dx /  ~rj, /  9  dS-  =  const. 
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Donc,  retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre  pour  en  élimi- 
ner le  terme  /  ôdâ,  on  aura  celle-ci 

giKjl"X"dX"-jl'x'dX^  -  ^(fd*r  -f~)==L, 
dans  laquelle  les  quantités 

A,/    „  7    »  A,    :  7    ,  Cdx"  Cdx' 

J  k  x  dx  —  /  Kx  dx      et       /  ~=rj, |  ~yt 

expriment  les  intégrales  de  Ixdx  et  de  -y  prises  depuis  x  =  x'  jusqu'à 

x  =  x",  et  où  L  est  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  donnera  6  en  x',  puisque  x"  est  déjà  connue  en  x'  par 
l'équation  trouvée  plus  haut.  Ayant  ainsi  6  en  x',  on  trouvera  aussi  t 
en  x'  par  l'équation 


dont  l'intégrale  est 


,        k'dx' 

dt=  —r— 


//V  dx'       „ 
nr+H' 


H  étant  une  constante  arbitraire. 

A  l'égard  des  deux  constantes  L  et  H,  on  les  déterminera  par  l'état 
initial  du  fluide.  Car,  lorsque  t  =  o,  la  valeur  de  x'  sera  donnée  par  la 
position  initiale  du  fluide  dans  le  vase;  et,  si  l'on  suppose  que  les  vitesses 
initiales  du  fluide  soient  nulles,  il  faudra  qu'on  ait  S  =  o  lorsque  t=o 
(38).  Mais  si  le  fluide  avait  été  mis  d'abord  en  mouvement  par  des  im- 
pulsions quelconques,  alors  les  valeurs  des  pressions  IV  et  II"  seraient 
données  lorsque  t  =  o.  Or  on  a  (39) 

tt«      rr         ,    »         n       d6(  Cdx"        Cdx'\        97  «  '  \ 

donc  on  aura  (en  faisant  t  =  o)  une  équation  qui  servira  à  déterminer 
la  valeur  initiale  de  6. 

93. 
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Ainsi  le  Problème  est  résolu  et  le  mouvement  du  fluide  est  entièrement 
déterminé. 

il .  Le  second  cas  a  lieu  lorsque  le  vase  est  d'une  longueur  déterminée 
et  que  le  fluide  s'écoule  par  le  fond  du  vase.  Dans  ce  cas  on  aura,  comme 
dans  le  précédent,  pour  la  surface  supérieure  les  deux  équations 

dW       e  dW 
n=°'     -W+7!-d*=°' 

mais  pour  la  surface  inférieure  on  aura  simplement  l'équation  n"=o, 
puisqu'à  cause  de  l'écoulement  du  fluide  il  doit  y  avoir  à  chaque  instant 
de  nouvelles  particules  à  cette  surface.  Mais  d'un  autre  côté  l'abscisse  x" 
pour  cette  même  surface  sera  donnée  et  constante;  de  sorte  qu'il  n'y  aura 
plus  que  trois  inconnues  à  déterminer,  x',  5  et  s-. 

Les  deux  premières  équations  donneront  d'abord,  comme  dans  le  Pro- 
blème précédent,  celles-ci 

dt  =      „     )      s-l'x'dx1  —  9dB  /  -^ 9  d S =rr-  =  o. 

9  °  J     A'  2  A' 

Ensuite  l'équation  n"=o  donnera  (39) 

■)  Ç(h 


il  C—  —  — — 

~dt  )  ~Y'         Ht  ~  2  A"' 


rdx" 
-y-  sont  des  constantes  que  nous  dé- 


noterons pour  plus  de  simplicité  par/,  h,  n.  Ainsi,  en  substituant  à  dt 
W 


1  '  dx' 
sa  valeur  —k^i  multipliant  ensuite  par  l'dx' ,  on  aura  l'équation 


gfl'dx'  —  nO-dO  —  6  d*  -  6**f?  ^oi*). 

,  B'Hx'-  ,         Q'Vdx'    _  ..    ,    , 

l   )  Lasnin"!'  a  ccnl  ici,  par  inadvertance, 7—  au  lieu  de j-r, —  Cette  ta  11  te  uni 

rejaillit  sur  l'équation  suivante  se  retrouve  dans  les  deux  dernières  éditions  de  la  Mécanique 
analytique,  où  l'illustre  Auteur  a  reproduit  le  présent  Mémoire.  Nous  avons  cru  devoir  rétablir 
l'exactitude  des  formules.  (Note  de  l'Éditeur.) 
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Donc,  retranchant  de  celle-ci  l'équation  précédente  pour  en  éliminer  le 
terme  ôds-,  on  aura 

g(f-x')l'dx'-  (n  —  Ç^f)  0d6—  (^  ~iî)  9'dx'=o, 

équation  qui  ne  contient  que  les  deux  variables  x'  et  6,  et  par  laquelle 
on  pourra  donc  déterminer  une  de  ces  variables  en  fonction  de  l'autre. 
Ensuite  on  aura  t  exprimé  par  la  même  variable  en  intégrant,  l'équation 

\'dx' 
dt=—. 

El  l'on  déterminera  les  constantes  par  l'état  initial  du  fluide,  comme 
dans  le  Problème  précédent. 

42.  Le  troisième  cas  a  lieu  lorsqu'un  fluide  coule  dans  un  vase  indé- 
fini, mais  qui  est  entretenu  toujours  plein  à  la  même  hauteur  par  de  nou- 
veau fluide  qu'on  y  verse  continuellement.  Ce  cas  est  l'inverse  du  précé- 
dent; car  on  aura  ici  pour  la  surface  inférieure  les  deux  équations 

n"  —  o     —      e  dw  -  o 

dt         1"   dx" 

et  pour  la  surface  supérieure  on  aura  la  simple  équation  n'=  o,  à  cause 
du  changement  continuel  des  particules  de  cette  surface.  Ainsi  il  n'y 
aura  qu'à  changer  dans  les  équations  du  numéro  précédent  les  quan- 
tités x  ,  À'  en  x",  X",  et  prendre  pour/1,  h,  n  les  valeurs  données  de  x', 
y,     C  dx' 

Au  reste  nous  supposons  ici  que  l'addition  du  nouveau  fluide  se  fait 
de  manière  que  chaque  couche  nouvelle  prend  d'abord  la  vitesse  de  celle 
qui  la  suit  immédiatement,  et  qu'ainsi  l'augmentation  ou  la  diminution 
de  vitesse  de  cette  couche  pendant  le  premier  instant  est  la  même  que  si 
le  vase  n'était  pas  entretenu  plein  à  la  même  hauteur  durant  cet  instant. 

43.  Enfin  le  dernier  cas  est  celui  où  le  fluide  sort  d'un  vase  de  lon- 
gueur déterminée,  et  qui  est  entretenu  toujours  plein  à  la  même  hau- 
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teur.  Ici  les  particules  des  surfaces  supérieure  et  inférieure  se  renou- 
vellent continuellement;  par  conséquent  on  aura  simplement  pour  ces. 
deux  surfaces  les  équations 

n'r=o,    n"  =  o; 

mais  en  même  temps  les  deux  abscisses  x  et  x"  seront  données  et  con- 
stantes, en  sorte  qu'il  n'y  aura  que  les  deux  inconnues  6  et  .9-  à  déter- 
miner en  t. 
Soient  donc 

x'=f,     V  =  h,       (if=n,     x"=¥,     r  =  H,       [*Ç=N; 

les  deux  équations  IT  =  o,  EI"=o  deviendront 

.      de  dS         62 

SJ       dt  dt         2  h2 

&         dt  dt        2  H2 


d  ou  chassant  -r-i  ou  aura 
dt 


«<'-/)-<»-)  a? -(ïir.-iï 


d'où  l'on  tire 


di= ^~n) 


gr(F-/) 


H2        o.lv 


équation  séparée  et  qui  est  intégrable  par  des  arcs  de  cercle  ou  des  loga- 
rithmes. 

44.  Les  solutions  précédentes  sont  conformes  à  celles  que  les  pre- 
miers Auteurs,  qui  ont  écrit  sur  le  mouvement  des  fluides  dans  des  vases, 
ont  trouvées  d'après  la  supposition  que  les  différentes  tranches  du  fluide 
conservent  exactement  leur  parallélisme  en  descendant  dans  le  vase. 
(  Voyez  V  Hydrodynamique  de  M.  Daniel  Bernoulli,  Y  Hydraulique  de  Jean 
Bernoulli,  et  le  Traité  des  fluides  de  M.  d'Alembert.)  Notre  Théorie  fait 
voir  que  cette  supposition  n'est  exacte  et  rigoureuse  que  lorsque  la  lar- 
geur du  vase  est  infiniment  petite,  mais  qu'elle  peut  être  employée  dans 
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tous  les  cas  pour  une  première  approximation,  et  que  les  solutions  qui 
en  résultent  sont  exactes  aux  quantités  du  second  ordre  près,  en  regar- 
dant les  largeurs  du  vase  comme  des  quantités  du  premier  ordre. 

Mais  le  grand  avantage  de  cette  Théorie  est  qu'on  peut  par  son  moyen 
approcher  de  plus  en  plus  du  vrai  mouvement  des  fluides  dans  des  vases 
de  figure  quelconque.  Car  ayant  trouvé,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire, 
les  premières  valeurs  des^  inconnues,  en  négligeant  les  secondes  dimen- 
sions des  largeurs  du  vase,  il  sera  facile  de  pousser  l'approximation  plus 
loin  en  ayant  égard  successivement  aux  termes  négligés.  Comme  ceci 
n'est  qu'un  essai,  nous  n'entrerons  maintenant  dans  aucun  détail  sur  cet 
objet,  mais  nous  pourrons  y  revenir  dans  une  autre  occasion. 

Du  mouvement  d' un  fluide  contenu  dans  un  canal  peu  profond  et  presque 
horizontal,  et  en  particulier  du  mouvement  des  ondes. 

45.  Puisqu'on  suppose  la  hauteur  du  fluide  fort  petite,  il  faudra  pren- 
dre les  ordonnées  z  verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas;  les  abscisses 
x  et  les  autres  ordonnées  y  deviendront  donc  horizontales,  et  l'on 

aura  (29) 

cos  £  =  o,     cosv)  =  o,     cos  Ç  =  i . 

\in  prenant  les  axes  des  x  et  y  dans  le  plan  horizontal  formé  par  la  sur- 
face supérieure  du  fluide  dans  l'état  d'équilibre,  soit 


l'équation  du  fond  du  canal,  a  étant  une  fonction  donnée  de  x  et  y.  Nous 
regarderons  les  quantités  s  et  a  comme  très-petites  du  premier  ordre,  et 
nous  négligerons  les  quantités  du  second  ordre  et  des  ordres  suivants, 
c'est-à-dire  celles  qui  contiendront  les  carrés  et  les  produits  de  z  et  a. 
L'équation  de  condition  relative  au  fond  du  canal  donnera  d'abord  (34) 

,.,.<('£),'(■$). 

ax  dy 

d'où  l'on  voit  que  y"  est  une  quantité  du  premier  ordre. 
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Ensuite  la  valeur  de  la  pression  II  se  réduira  à  n'+ÏI"z  (33);  et  il 
faudra  négliger  dans  l'expression  de  II'  les  quantités  du  second  ordre  et 
dans  celle  de  II"  les  quantités  du  premier.  Ainsi,  à  cause  de 

cos£  =  o,     C0S7J=:O,     cosÇ  =  i, 

on  aura  par  les  formules  du  même  numéro 

On  aura  donc  (35)  pour  la  surface  supérieure  du  fluide  l'équation 

et  ensuite  cette  équation  de  condition 

dW       d^_dU^       do/_  dlT  „_o    idM£_       t/V\  _ 

dt    +  ~dx  ~dx   +  dy   ~dy   +  %®       &Z  \  dx2  +   dy2  )  ~ 

46.  L'équation  IT+  gz  =  o  donne  sur-le-chanq) 

IL 

§ 
pour  la  figure  de  la  surface  supérieure  du  fluide  à  chaque  instant;  et 
comme  l'équation  de  condition  doit  avoir  lieu  relativement  à  la  même 
surface,  il  faudra  qu'elle  soit  vraie  en  y  substituant  à  z  cette  même  va- 
leur   Cette  équation  deviendra  donc  par  là  de  cette  forme 


dt  dx  dy  b  ' 

et  substituant  encore  pour  <p"  sa  valeur  trouvée  ci-dessus,  elle  se  réduira 
à  celle-ci 

dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  à  la  place  de  II'  sa  valeur 

da>'        i  Ido' 
dt        i  \  dx 
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et  l'on  aura  une  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  qui 
servira  à  déterminer  la  quantité  ©'  en  fonction  de  t,  x,y. 

Après  quoi  on  connaîtra  la  figure  de  la  surface  supérieure  du  fluide 
par  l'équation 

d(p'         I   /f/cp'\2  '      i    fdq 


g  dt        g\dx  )        g  \  dy 

et  si  l'on  voulait  connaître  aussi  les  vitesses  horizontales/?,  q  de  chaque 
particule  du  fluide,  on  les  aurait  (33)  par  les  formules 

do'  da' 

47.  Le  Calcul  intégral  des  équations  aux  différences  partielles  est  en- 
core bien  éloigné  de  la  perfection,  nécessaire  pour  l'intégration  d'équa- 
tions aussi  compliquées  que  celle  dont  il  s'agit;  et  il  ne  nous  reste 
d'autre  ressource  que  de  tâcher  de  simplifier  cette  équation  par  quelque 
limitation. 

Nous  supposerons  pour  cela  que  le  fluide  dans  son  mouvement  ne  s'é- 
lève ni  ne  s'abaisse  au-dessus  ou  au-dessous  de  son  niveau  qu'infiniment 
peu,  en  sorte  que  les  ordonnées  s  de  la  surface  supérieure  soient  toujours 
très-petites,  et  qu'outre  cela  les  vitesses  horizontales/?  et  q  soient  aussi 

infiniment  petites.  Il  faudra  donc  que  les  quantités  c-y-,  —■■>  -~-  soient 

infiniment  petites,  et  qu'ainsi  la  quantité  ç>'  elle-même  soit  infiniment 
petite. 

Ainsi,  négligeant  dans  l'équation  proposée  les  quantités  infiniment 
petites  du  second  ordre  et  des  ordres  ultérieurs,  elle  se  réduira  à  cette 
forme  linéaire 

o?Y  \     dx)  \     dy 


et  l'on  aura 


dt2        b         dx  &         dy 

i   dvJ  c?cp'  dy' 

~  g  dt  '      "       dx  '      ^        dy 


Cette  équation  contiendra  donc  la  Théorie  générale  des  petites  agita- 
tions d'un  fluide  peu  profond,  et  par  conséquent  la  vraie  Théorie  des 
IV.  94 
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ondes  formées  par  les  élévations  et  les  abaissements  successifs  et  infini- 
ment petits  d'une  eau  stagnante  et  contenue  dans  un  canal  ou  bassin  peu 
profond.  La  Théorie  des  ondes  que  Newton  a  donnée  dans  la  Proposi- 
tion 46  du  second  Livre  étant  fondée  sur  la  supposition  précaire  et  peu 
naturelle  que  les  oscillations  verticales  des  ondes  soient  analogues  à 
celles  de  l'eau  dans  un  tuyau  recourbé,  doit  être  regardée  comme  abso- 
lument insuffisante  pour  expliquer  ce  phénomène. 

48.  Si  l'on  suppose  que  le  canal  ou  bassin  ait  un  fond  horizontal, 
alors  la  quantité  a  sera  constante  et  égale  à  la  profondeur  de  l'eau,  et 
l'équation  pour  le  mouvement  des  ondes  deviendra 

d2®'    i    d2ç?'\  d'y' 

dx2         dy2  J         dt2 

Cette  équation  est  entièrement  semblable  à  celle  qui  détermine  les  pe- 
tites agitations  de  l'air  dans  la  formation  du  son,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
mouvements  des  particules  parallèlement  à  l'horizon.  En  effet,  si  dans 

les  formules  du  n°  23  on  suppose  les  vitesses  verticales  r==  -r-  nulles,  et 

par  conséquent  tp  une  fonction  de  x,  y,  fsans  z,  on  a  l'équation 

.   fd2cp  _^  d2y\  d2 


dx2        dy 2  j         dt2 

qui  est,  comme  on  voit,  tout  à  fait  semblable  à  la  précédente. 

Et  comme  pour  les  ondes  formées  à  la  surface  de  l'eau,  les  élévations  z 
au-dessus  du  niveau  et  les  vitesses  horizontales  jp,  q  de  chaque  particule 
sont  donnée^  par  les  formules 


da'  do 


1  = 


g  dt         '  '     dx        *       dy 

ainsi,  dans  les  agitations  de  l'air  ou  ondes  sonores,  les  condensations  s 
et  les  vitesses  horizontales/?,  q  sont  données  par  les  formules  semblables 

_   i  do  do  dy 

~S~Tf~dt,     P~dt'     <1=dJ' 
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II  y  a  donc  une  parfaite  analogie  entre  les  oncles  formées  à  la  surface 
d'une  eau  tranquille  par  les  élévations  et  les  abaissements  successifs  de 
l'eau,  et  les  ondes  formées  dans  l'air  par  les  condensations  et  raréfactions 
successives  de  l'air;  analogie  que  plusieurs  Auteurs  avaient  déjà  sup- 
posée, mais  que  personne  jusqu'ici  n'avait  encore  rigoureusement  dé- 
montrée. 

49.  On  pourra  donc  aussi  traiter  l'équation  des  ondes  par  les  méthodes 
que  l'on  a  déjà  employées  dans  la  Théorie  de  la  propagation  du  son,  et 
l'on  expliquera  par  ces  mêmes  méthodes  les  phénomènes  singuliers  de  la 
propagation  uniforme  des  ondes,  de  son  indépendance  des  ébranlements 
primitifs  de  l'eau,  du  mélange  et  de  la  réflexion  des  ondes,  etc.,  ainsi 
que  je  l'ai  fait  autrefois  à  l'égard  des  ondes  sonores  dans  les  deux  pre- 
miers tomes  des  Mémoires  de  ï Académie  des  Sciences  de  Turin  (  *  ) .  Sur  quoi 
voyez  aussi  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour  les  années  1759  et  1765, 
ainsi  que  les  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg,  t.  XVI. 

A  l'égard  de  la  vitesse  des  ondes,  elle  sera  exprimée  par  la  racine  car- 
rée du  coefficient  gx,  comme  celle  du  son  l'est  par  la  racine  carrée  du 
coefficient  k  =  pgh  (23).  Or,  par  ce  même  numéro,  g- est  égal  au  double 
de  l'espace  qu'un  corps  grave  parcourt  librement  clans  le  temps  qui  est 
pris  pour  l'unité  des  temps;  ainsi,  en  exprimant  le  temps  en  secondes  et 
les  espaces  en  pieds  de  Paris,  on  aura,  comme  on  sait  par  l'expérience, 
g-=  30,196.  Donc,  si  la  profondeur  a  de  l'eau  est  de  1  pied,  la  vitesse 
des  ondes  sera  de  5, 4g5  pieds  par  seconde.  Et,  s*i  la  profondeur  de  l'eau 
est  plus  ou  moins  grande,  la  vitesse  des  ondes  variera  en  raison  sous- 
doublée  des  profondeurs,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  trop  considé- 
rables. 

50.  Au  reste,  quelles  que  puissent  être  la  profondeur  de  l'eau  et  la 
figure  de  son  fond,  on  pourra  toujours  employer  la  Théorie  précédente, 
si  l'on  suppose  que  dans  la  formation  des  ondes  l'eau  n'est  ébranlée  et 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  3g  et  i5i. 

94- 
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remuée  qu'à  une  profondeur  très-petite,  supposition  qui  est  très-plau- 
sible en  elle-même  à  cause  rie  la  ténacité  et  de  l'adhérence  mutuelle  des 
particules  de  l'eau,  et  qui  se  trouve  d'ailleurs  confirmée  par  l'expérience, 
même  à  l'égard  des  grandes  ondes  de  la  mer. 

De  cette  manière  donc  la  vitesse  des  ondes  déterminera  elle-même  la 
profondeur  <z  à  laquelle  l'eau  est  agitée  dans  leur  formation;  car,  si  cette 
vitesse  est  de  n  pieds  par  seconde,  on  aura 

n7  n-         .    , 

a.  =  —  =  - pr  pieds. 

g        3o,i96' 

On  trouve  dans  le  tome  X  des  anciens  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  des  expériences  sur  la  vitesse  des  ondes,  faites  par 
M.  de  la  Hire,  et  qui  ont  donné  environ  i  pied  et  demi  par  seconde  pour 
cette  vitesse,  ou  plus  exactement  1,412  pieds  par  seconde.  Faisant  donc 

«  =  i,4i  2,  on  aura  la  profondeur  de de  pied,  savoir  de  —  de  pouce, 

r  IOOO  r  IO  ■ 

ou  io  lignes  à  peu  près. 
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